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Die  günstige  Aufnahme  der  vor  fünf  Jahren  erschie- 
nenen zwey  ersten  Theile  dieses  Werkes,  welche  die  so- 
C  genannte  sphärische  und  theoretische  und  das  Wichtig- 
sie  der  practischen  Astronomie  enthalten,  munterte  mich 
auf,  diese  Arheit  zu  vollenden,  und  ihr  auch  noch  die 
Elemente  der  physischen  Astronomie  hinzuzufügen. 

Ich  wünsche,  durch  das  Gegenwärtige  die  nähere 
Kenntnifs  der  Mechanik  des  Himmels  j  dem  es  als  Pro- 
pädeutik dienen  soll,  vorzubereiten,  und  durch  das  Gan- 
ze die  Liebe  zu  der  Königinn  der  Wissenschaften  zu  ver- 
breiten, die  das  Höchste  und  Gröfste  umfafst,  was  Men- 
schen zu  ihrer  Beschäftigung  machen  können. 

Der  f'erßisser. 
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ERSTES  KAPITEL. 


Statik. 


g.  1. 

Ein  Körper  bewegt  sich ,  wenn  er  seinen  Ort  im  Räume  än- 
dert. Die  Ursache  ,  welche  ihn  in  Bewegung  setzt ,  oder  zu 
setzen  sucht,  heilst  Kraft,  und  die  Richtung  dieser  Kraft 
ist  die  gerade  Linie ,  welche  der  Körper  durch  die  Wirkung  die- 
ser Kraft  in  jedem  Augenblicke  zu  beschreiben  sucht.  Die  Me- 
chanik ist  die  Lehre  der  Bewegung. 

Werden  mehrere  Kräfte  auf  einen  Körper  angebracht,  so 
können  sie  sich  auch  einander  aufheben ,  so  dal's  keine  Be- 
wegung entsteht.  Man  sagt  dann,  diese  Kräfte  sind  im  Gleich- 
gewichte. 

Die  Statik  ist  die  Lehre  des  Gleichgewichtes.  Der  Zweck 
dieser  Wissenschaft  ist  daher,  die  Gesetze  aufzufinden,  nach 
welchen  diese  gegenseitige  Aufhebung  der  Kräfte  vor  sich  geht , 
damit  Gleichgewicht  entstehe. 

J.  2* 

Wenn  mehrere  Kräfte  nach  verschiedenen  Richtungen  auf  ei- 
nen Punkt  wirken,  ohne  sich  Gleichgewicht  zu  halten,  so  wild 
sich  der  Punkt  in  einer  gewissen  Richtung  bewegen ,  und  nichts 
hindert  uns  anzunehmen  ,  dafs  diese  Bewegung  von  einer  einzigen 
Kraft  herrühre ,  die  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Punktes 
auf  diesen  Punkt  wirkt.  Eine  solche  Kraft ,  die  mehreren  anderen 
gleichgeltend  ist ,  heilst  mittlere  Kraft ,  die  daher  ,  in  entge- 
gengesetzter Richtung  betrachtet,  mit  allen  anderen  äui's  er  en 
Kräften  im  Gleichgewichte  ist. 

Wirken  alle  äufseren  Kräfte  in  einer  geraden  Linie ,  einige 
derselben  vor-,  die  anderen  rückwärts,  so  ist  offenbar  die  mitt- 
lere Kraft  gleich  der  Summe  derjenigen  äufseren ,  die  nach  einer 
der  beyden  Richtungen  dieser  geraden  Linie ,  weniger  der  Summe 
der  anderen  äufseren  Kräfte,  die  nach  der  entgegengesetzten 
Richtung  wvirken,  und  die  mittlere  Kraft  wird  ihre  Richtung 
mit  der  gröiscren  dieser  beyden  Summen  gemeinschaftlich  haben. 
Sind  aber  beyde  Summen  gleich,  so  wird  die  mittlere  Kraft  Null 
seyn ,  oder  die  äufseren  Kräfte  werden  sich  unter  einander  das 
Gleichgewicht  halten. 


J.  3. 

Zwey  gleiche  äufscrc  Kräfte  wirken  auf  einen  Punkt  nach 
v  er  s  c h  i  e  d  c n  e n  Richtungen.  ]V!an  suche  ihre  mittlere  Kraft. 

Die  mittlere  Kraft  wird  in  der  Ebene  der  beyden  äufscren 
liegen  ,  und  ihre  Richtung  wird  den  Winkel  der  Richtungen  dei« 
beyden  äufscren  Kräfte  in  zwey  gleiche  Theile  theilen,  da  kein 
Grund  da  ist ,  warum  die  mittlere  Kraft  die  Ebene  der  beyden 
äufscren  verlassen,  oder  warum  sie  sich  der  einen  mehr,  als 
der  andern  nähern  sollte. 

Es  sollen  die  Schenkeln  BA  und  CA  des  Winkels  BAC  =  2  x 
die  Richtungen  dieser  äufseren  Kräfte  vorstellen ,  deren  jede 
gleich  P  seyn  soll.  Die  Linie  AD  ,  welche  den  Winkel  BAC  hal- 
Lirt,  wird  nach  dem  Vorhergehenden  die  Richtung  der  mitllereu 
Kraft  seyn ,  deren  zu  suchende  Gröfse  gleich  R  seyn  soll. 

R 

Da  das  Verhältnifs  der  beyden  Kräfte  ^-nur  von  der  Gröfse 

P 

des  Winkels  x  abhängen  kann ,  so  ist 

R 

wo  9  x  eine  Function  von  x  bezeichnet,  die  bestimmt  wer- 
den soll. 

Zu  beyden  Seiten  der  Linie  AB  ziehe  man  durch  den  Punkt 
A  zwey  Linien  Ab  und  Aß/  welche  beyde  denselben ,  übrigens 
willkührlichen  Winkel  y  mit  der  Linie  AB  bilden.  Eben  so  ziehe 
man  zu  beyden  Seiten  der  Linie  AC  die  Linie  Ac  und  A«y  un- 
ter denselben  Winkeln,  so  dafs  also  bAB  =  BAß  =  cAC  =  GA«y 
=  y  ist. 

Zerlegt  man  die  Kraft  P,  die  nach  AB  wirkt,  in  zwey  gleiche 
äufserc  nach  Ab  und  Aß,  deren  jedeQheifsen  soll,  so  ist  wieder 

P 

Zerlegt  man  eben  so  die  Kraft  P,  die  nach  AC  wirkt ,  in  zwey 
gleiche  äufsere  nach  Ac  und  A7,  so  werden  die  zwey  Kräfte  P 
nun  durch  die  vier  Kräfte  vorgestellt  werden,  und  die  mitt- 
lere Kraft  dieser  vier  letzten  (J  mufs  mit  der  mittleren  Kraft  R 
der  beyden  vorhergehenden  P  in  ihrer  Richtung  zusammenfallen. 

Heifst  aber  Q<  die  mittlere  der  zwey  Kräfte  Q ,  die  nach  Ab 
und  Ac  wirken  ,  so  ist,  wenn  Aß  und  A<y  die  beyden  äufsersten 
jener  Linien  sind , 

bAD  =  cAD  =  x  —  y 
also  auch  S  s  <p  (x  —  y) 

Heifst  eudlich  Q"  die  mittlere  der  zwey  Kräfte  Q ,  Sie  nach  Aß 
und  A<y  wirken ,  so  ist  auch 
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^-  =  9  (x  +  y) 

Da  aber  die  Leeden  Kräfte  Q'  und  Q"  nach  derselben  Linie 
.  AI)  gerichtet  sind,  so  ist  ihre  mittlere  Kraft,  die  zugleich  die 
mittlere  Kraft  der  vier  äufseren  Kräfte  Q  ist,  gleich  der  Summe 
von  <J'  und  Q" ,  oder  es  ist 

R  =  Q'  -f  Q" 
oder  da  R  xa  P.  p  x  =  <J.  p  x.  <p  y  war ,  so  ist 

P  x  0  y  =  <p  (x  —  y)  +  p  (x  +  y) 
Entwickelt  man  die  Ausdrücke  <p  (x  —  y)  und  p  (\  -f-  y)  nacli 
dein  bekannten  Taylor'schen  Theoreme,  so  geht  die  letzte 
Gleichung  in  folgende  über 

9  y         V       1.2  p  x.  dx»  +  1.2.3.4  px.dx*  + 

Da  aber  p  y  die  Gröfse  x  nicht  enthalten  kann,  so  müssen  die 
Gröfscn 

da  <p  x       d*  <p  x 
<p  x.  d  x*'  <p  x.  d  x*  '  *  *  '  •* 
von  x  ganz  unabhängig,  oder  sie  müssen  constant  scyn, 
Sey  also  d*  <px 

<px.  dx* 

so  ist  d<  ftx  __b.  d»  <px 


bÄ  <px 


dx4  dx' 
d6  $x      b»  d'  px      .  . 

und  man  erhält 

(byl         b9  y4  bs  y6  -s 

1       + 1.2.3.4  +  1.2.x 4.0.0  f  •  •  v 

oder  wenn  man  b  =  —  a*  setzt, 

Py  =  9(1-7^  +  -^— 

\        i.a       1. 2.J.4  / 

das  heilst  also 

<p  y  =  2  Cos  a  y,  und  daher  auch  . 
<p  x  =  2  Cos  ax,  und  endlich 
R  =  2  P  Cos  a  x 

I.  Um  die  Constante  a  zu  bestimmen ,  sey  x  ein  rechter 
Winkel ,  so  sind  beyde  Kräfte  einander  entgegengesetzt ,  also 
R  =  o ,  oder  Cos  (90,  a)  =  o ,  also  ist  a  eine  ganze  ungerade 
Zahl.  Allein  die  Gröfse  a  kann  nicht  gröfser  als  die  Einheit  seyn. 
Denn  ist  z.  B.  a  ss  3  ,  so  würde  die  mittlere  Kraft  R  gleich 
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Null  seyn  für  x  =  *7°  =  3o°  oder  die  beiden  gleichen  äufseren 
Kräfte  würden  im  Gleichgewichte  seyn,  ohne  sich  entgegenge- 
setzt zu  seyn ,  was  unmöglich  ist ;  und  da  diefs  für  jede  andere 
ganze  ungerade  Zahl ,  die  Einheit  ausgenommen ,  der  Fall  ist,  so 
ist  a  =  1  und  man  hat 

R  =5  2  P  Cos  x 

Daraus  folgt  also ,  dafs  die  mittlere  Kraft  R  durch  die  Diagonale 
des  Parallelogramms,  dessen  Seiten  die  äufseren  Kräfte  sind, 
ihrer  Richtung  sowohl  als  ihrer  Gröfse  nach ,  vorgestellt  wird. 

II.  Es  seyen  nun  P,  <J  zwey  ungleiche  Kräfte,  deren  Rich- 
tungen einen  rechten  Winkel  unter  einander  bilden.  Sind  x  und 
qo — x  die  Winkel,  welche  sie  mit  ihrer  mittleren  Kraft  R  bilden , 
und  zieht  man  durch  ihren  Vereinigungspunkt  eine  gerade  Linie, 
die  mit  der  Richtung  der  P  den  Winkel  x,  also  mit  der  Rich- 
tung der  Q  den  Winkel  90  —  x  bildet,  so  wird  man,  nach  (0, 
die  Kraft  P  in  zwey  gleiche  äufsere  auflösen  können,  deren  Rich- 
tungen in  jener  geraden  Linie  und  in  der  Richtung  der  Kraft  R 
liegen  ,  und  deren  jede  gleich  4P.  sec.  x  ist.  Ebenso  wird  sich  die 
Kraft  Q  in  zwey  andere  nach  der  Richtung  jener  Geraden  und  der 
Kraft  R  zerlegen  lassen,  deren  jede  gleich  4  <J  sec  (90  —  x) 
=  1  Q  cos.ee.  x  ist.  Dadurch  hat  man  also  die  Kraft  R  in  vier 
andere  zerlegt ,  von  welchen  die  in  der  Richtung  der  R  addirt 
die  Kraft  R  selbst  geben  ,  während  die  in  der  Richtung  jener 
Geraden  sich  gegenseitig  aufheben.  Man  hat  also: 

i  P  Sec.  x  +  £  Q  Cosec.  x  =  R  und 
i  P  Sec.  x  —  {  Q  Cosec.  x  =  o 

woraus  folgt 

P  =  R  Cos  x 
Q  =  R  Sin  x 

so  dafs  also  auch  hier  die  mittlere  Kraft  die  Diagonale  des  Pa- 
rallelogramms  ist,  dessen  Seiten  diebeyden  äufseren  Kräfte  sind. 

III.  Es  seyen  endlich  V ,  Q  zwey  ungleiche  Kräfte ,  welche 
mit  ihrer  mittleren  Kraft  die  willkührlichen  Winkel  y  und  x 
bilden.  Zerlegt  man  P  in  zwey  rechtwinklichte  Kräfte  p  und 
p',  deren  die  erste  mit  R  zusammen  fallt,  so  ist  nach  (II) 

p  =  P  Cos  y 

p'  =  P  Sin  y 

Und  wenn  man  eben  so  <J  in  zwey  rechtwinklichte  Kräfte  q  und 
q' zerlegt,  deren  die  erste  q  mit  R  zusammen  fällt,  so  ist 

q  =  Q  Cos  x 

q'  =  Q  Sin  x 

Es  ist  aber  p  -f-  °,  =  R  und*  p'  — ■  q'  =  o,  oder  wenn  man  die 
vorhergehenden  Werthe  dieser  Gräften  substituirt, 
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P  Cos  y  -f-  Q  Cos  x  =  R  und 

P  Sin  y  —  Q  Sin  x  =  o 

und  aus  diesen  beyden  Gleichungen  folgt 

_         R  Sin  x 
P  =  _ 

Sin  (x-+-y) 
R  Sin  y 
V=Sin  (x  +  y) 

oder  immer  ist  die  mittlere  Kraft  der  Gröfse  und  Richtung  uach 
die  Diagonale  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten  die  äufsereu 
Kräfte  vorstellen. 

IV.  Da  endlich  die  Seitenflächen  eines  Parallelepipedums 
ebenfalls  Parallelogramme  sind,  so  läfst  sich  auch  jede  Kraft  in 
drey  andere  auflösen,  welche  ihrer  Gröfse  und  Lage  nach  durch 
die  drey  Seitenlinien  eines  Parallelepipedums  vorgestellt  wer- 
den, von  welchen  jene  mittlere  Kraft  die  Diagonale  ist. 

In  dem  Folgenden  werden  wir  immer  nur  rechtwinklickte 
Parallelogramme  und  Parallelepipcda  betrachten,  da  diese,  wie 
man  sehen  wird ,  zur  Auflösung  aller  Aufgaben  hinreichen  ,  und 
zugleich  unter  allen  anderen  zur  Rechnung  die  bequemsten  sind. 

V.  Sind  also  X  ,  Y ,  Z  drey  äufsere  Kräfte ,  deren  Rich- 
tungen untereinander  senkrecht  sind,  auf  einen  Punkt  angebracht, 
und  heifst  R  die  mittlere  Kraft,  so  hat  man,  wenn  man  durch 
<*,  ß,  cy  die  Winkel  bezeichnet,  welche  diese  mittlere  Kraft  resp. 
mit  den  Richtungen  der  Kräfte  X,  Y,  Z  bildet,  nachdem  Vor- 
hergehenden 

X  =  R  Cos  a  \ 

r  =  r  Co»  ß  y . . .  co 

Z  =  R  Cos  y  J 

und  da  Cos»  a  +  Cos3  ß -f-  Cos"  y  =  i  ist, 

R«  =  X»  +  Y«  +  Z*  ,  .  .  (II) 

Sind  also  z.  R.  die  äufseren  Kräfte  X,  Y,  Z  gegeben,  so  wird 
die  Gleichung  (II)  die  Gröfse  der  mittleren  Kraft,  und  die  Glei- 
chungen (l)  werden  die  Richtung  der  mittleren  Kraft  durch  die 
Winkel  a,  <y  geben.  Ist  eine  der  äufseren  Kräfte,  z.  R.  , 
Z  =  o,  so  ist  R  die  mittlere  Kraft  der  heyden  äufseren  Kräfte 
X  und  Y ,  und  man  hat 

X  =  R  Cos  a 
Y  =  R  Cos  ß 
R»=Xa  +Y' 

f.  4- 

Auf  einen  Punkt  wirken  mehrere  Kräfte  P,  P',  P". ...  nach 
verschiedenen  Richtungen.  Seyen«,  ß,  *y,  die  Winkel,  welche 
die  Richtung  der  Kraft  P  mit  den  Achsen  der  rechtwinklichtcn 
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Coordinaten  x,  y,  z  bildet,  und  eben  so  a*  ß'  <y'  für  P'  und 
«//  ß"  <y/'  für  P"  u.  f.  Zerlegt  man  jede  dieser  Kräfte  in  drey 
andere  unter  sich  senkrechte ,  den  drey  Achsen  der  Coordinaten 
parallele  Kräfte  ,  so  erhält  man  für  die  drey  aufseien  Kräfte  von 
P  ($.  3.  V) 

PCos  et  nach  x,  PCos  ß  nach  y,  P  Cos.  «y  nach  z  und  eben 
so  für  die  drey  äufseren  Kräfte  yon  P' . .  P'  Cos  a'  nach  x,  P'  Cos  ß' 
nach  y,  P'  Cos  7/  nach  z  u.  s.  w. .  Summirt  man  die  Kräfte, 
deren  Richtungen  einander  parallel  sind,  so  erhält  man  statt  allen 
diesen  Kräften  P,  P',  P". ...  drey  andere  X,  Y,  Z,  welche 
letztere  unter  sich  senkrecht  und  den  drey  Achsen  der  Coordi- 
«  naten  parallel  sind  ,  so  dafs  man  hat 

X  =  P  Cos  a  -f-  P'  Cos  <t*  +  P"  Cos 

Y  =  P  Cos  Ii  -+-  P'  Cos  ß*  +  P"  Cos  ß"  -f  

Z  =  P  Cos  <y  +  P'  Cos  y      P"  Cos 

welche  Ausdrücke  man  der  Kürze  wegen  so  schreiben  kann 

X  =  2  P  Cos  « 
Y  =  2P  Cos  ß 
2j  =  2P  Cos  cy 

Heifst  dann  R  die  mittlere  aller  dieser  Kräfte  P,  P',  P"....  oder 
was  dasselbe  ist,  die  mittlere  der  drey  Kräfte  X,  Y,  Z,  und 
sind  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  die  Richtung  dieser  mittleren 
Kraft  R  mit  den  Achsen  der  x,  y,  z  bildet,  so  hat  man 

R  =  V  X»  -f-  Y»  +  Za 

X  Y  Z 

Cos  «  =  — ,  Cos  b  =  -,  Cos  c  =  ^ 

aus  welchen  Gleichungen  man  daher  die  Gröfse  und  Richtung 
der  mittleren  Kraft  R  bestimmen  kann. 

5.  5. 

Durch  einen  Punkt  A  seyen  mehrere  gerade  Linien  AP , 
AP',  AP"....  in  verschiedenen  Ebenen  gezogen,  welche  die  ver- 
schiedenen Kräfte  P,  P',  P"...  .  ausdrücken  sollen,  die  in  die- 
sen Richtungen  auf  den  Punkt  A  wirken.  Eine  gerade  Linie  AR 
durch  denselben  Punkt  stelle  die  Gröfse  und  Richtung  der  mitt- 
leren Kraft  R  aller  jener  Kräfte  vor. 

Endlich  ziehe  man  durch  denselben  Punkt  A  in  irgend  einer 
willkührlichen  Richtung  eine  gerade  Linie  AB. 

Diefs  vorausgesetzt  kann  man  jede  Kraft  R,  P,  P'. ..  in  zwey 
andere  zerlegen,  deren  eine  parallel  mit  der  Linie  AB,  und 
deren  die  andere  auf  diese  Linie  senkrecht  ist ,  und  da  R  die 
mittlere  Kraft  aller  anderen  Kräfte  P,  P',  P". ...  ist.  so  wird 
auch  die  Kraft  R  nach  der  Richtung  der  Linie  AB  zerlegt,  gleich 
der  Summe  aller  Kräfte  P,  P',  P". ...  seyn ,  wenn  diese  ebenfalls 
nach  der  Richtung  der  Linie  AB  zerlegt  werden.1  Sind  also  a , 
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«'/....'die  Winkel,  welche  die  Richtungen  der  Kräfte  P ,  P', 
P"....  mit  der  Linie  AB  bilden,  *nd  ist  eben  so  a  der  Winkel 
der  Richtung  der  mittleren  Kraft  R  mit  derselben  Linie  AB  ,  st> 

hat  man  ■      .-'    ♦  .  • 

* 

R  Cos  a  ==  P  Cos  a  +  P'  Cos  «'  -\-  P"  Cos  a"  -f-  .  .  .  . 

Fällt  man  aber  Ton  einem  willkührlichen  Punkte  C  der  Linie  AB 
Lothe  auf  die  Richtungen  jener  Kräfte  R,  P,  P'. ...d.  h.  Lothe 
auf  die  Linien  AR,  AP,  AP',  AP". ..  und  nennt  man. resp.  r, 
p  ,  p',  p". . . .  dieProjectionen  der  Linie  AG  auf  diese  Richtungen 
AR ,  AP,  AP',  AP".. .  so  .erhält,  man  „;  ,„ 

r  =  ACCosa,  p  =  ACCos«,  p'=  ACCos  *',  p"  =  AC  Cos  «». . . . 

also  auch  ,  wenn  man  diese  Werthe  von  Cos  a,  Cos  u,  Cos  cc'. .. 
in  der  vorhergehenden  Gleichung  substituirt, 

Rr  =  Pp  -\-  P'p'  +  P"p"  +  .  .  .  . 

Es  ist  aber  klar ,  dafs  diese  letzte  Gleichung  auch  dann  noch 
statt  haben  wird ,  wenn  der  Punkt  C  unendlich  nahe  bey  A  ge- 
nommen wird,  oder  wenn  die  Linie  AC  unendlich  klein  ist, 
wodurch  dann  auch  die  Projectionen  r,  p,  p'...  der  Linie  AC 
auf  die  Richtungen  AR,  AP,  AP'...  unendlich  klein  werden. 
Drückt  man  daher ,  dem  gewöhnlichen  Gebrauche  gemäfs ,  diese 
unendlich  kleinen  Projectionen  durch  dr ,  dp ,  dp'. . . .  aus  ,  so 
geht  die  letzte  Gleichung  in  folgende  übor 

Rdr  =  Pdp  4-  P'd'p' -f-  P"d"p"-f-  ....  (III) 

Nimmt  man  also  an  ,  dafs  während  einem  Augenblicke  durch  die 
Wirkung  jener  Kräfte  der  Punkt  A  in  der  Richtung  der  mittleren 
Kraft  AR  durch  den  unendlich  kleinen  Raum  dr  gegangen  sey, 
während  ihn  die  Kraft  P  allein  durch  den  Raum  dp  in  der  Rich- 
tung der  Linie  AP;  die  Kraft  P'  allein  durch  den  Raum  dp'  in 
der  Richtung  der  Linie  AP'  u.  s.  w.  getrieben  hätte  ,  so  hat  zwi- 
schen diesen  unendlich  kleinen  Räumendr,  dp,  dp'...  und  den 
Kräften  R,  P,  P'....  immer  die  Gleichung  (III)  statt. 

L  .  Sollen  aber  die  Kräfte  P ,  P',  P".. .  um  den  Punkt  A  im 
Gleichgewichte  seyn,  sich  gegenseitig  aufheben,  so  werden 
sie  keine  Bewegung  dieses  Punktes  hervorbringen,  oder  die  mitt- 
lere Kraft  R  wird  gleich  Null  seyn.  Man  hat  daher  für  das  Gleich- 
gewicht 

o  =Pdp-f-P'up'-T-P"dp"  -r-  .  .  .  .  (IV) 

oder  für  das  Gleichgewicht  ist  die  Summe  der  Pro- 
dukte jeder  Kraft  in  den  unendlich  kleinen  Raum, 
welchen  der  Punktnach  der  Richtung,  je  der  dieser 
Kräfte  in  einemAueenb Ii cke  zu  beschreiben  sucht, 
gleich  Null. 

Man  nennt  diese  unendlich  kleinen  Räume  ',  welche  jeder 
Punkt,  der  im  Gleichgewichte  ist,  in  dem  Falle,  dafs  sein 
Gleichgewicht  gestört  werden  solke  ,  im  ersten  Augenblicke  der 
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Störung  nach  der  Richtung  jeder  der  störenden  Kräfte  beschrei- 
ben würde  ,  die  virtuelle  Geschwindigkeit  des  Punktes. 
Die  Gleichung  (IV)  enthält  also  den  Grundsatz  dOr  virtuellen  Ge- 
schwindigkeit en  ,d.  h.  den  Satz  ,  dafs  für  das  Gleichgewicht  eines 
Punktes,  auf  den  mehrere  Kräfte  wirken,  die  Summe  der  Produkte 
jeder  Kraft  in  ihre  virtuelle  Geschwindigkeit  gleich  Null  sey. 
Dieser  Grundsatz  ist  einer  der  einfachsten  und  fruchtbarsten  in 
der  Mechanik ,  und  er  gilt  nicht  blofs ,  wenn  der  Punkt,  auf  wel- 
chen die  Kräfte  wirken ,  fre y  ,  d.  h.  durch  äufsere  Bedingungen 
unbeschränkt  ist,  sondern  auch  dann,  wenn  der  Punkt  gezwungen 
ist ,  auf  einer  Fläche  oder  auf  einer  krummen  Linie  zu  bleiben  , 
ja  er  läfst  sich  auch,  wie  wir  sehen  werden  ,  anf  ein  System  meh- 
rerer Punkte,  die  auf  irgend  eine  Art  unter  einander  verbunden 
sind,  also  auch  auf  Körper  von  irgendeiner  Gestalt  anwenden* 

5.6. 

Welches  immer  diese  Kräfte  seyn  mögen,  so  werden  sie  doch 
so  betrachtet  werden  können,  als  ob  sie  von  einem  Punkte  aus- 
gingen ,  der  irgend  wo  in  der  Richtung  dieser  Kraft  liegt.  Wir 
wollen  diesen  Punkt  den  Mittelpunkt  der  Kraft  nennen,  und 
durch  a,  b,  c  die  drey  recht  winklichten  Coordinaten  dieses  Mit- 
telpunktes, so  wie  durch  x,  y,  z,  die  den  vorigen  parallelen 
Coordinaten  des  Punktes  bezeichnen,  auf  welchen  jene  Kraft 
wirkt.  Für  eine  zweyte,  dritte  ....  Kraft  werden  wir  diese  a,  b,  c, 
bO  wie  für  einen  zweyten,  dritten.  ...  Punkt  die  x,  y,  z  mit 
einen  ,  zwey ....  Strichen  bezeichnen. 

Diefs  vorausgesetzt  ist  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  der 
Kraft  P  von  dem  Punkte  des  Systemes ,  auf  welchen  diese  Kraft 
wirkt ,   

p  =  V  (*-•)'  +  (y-*Oa  +  («-<0« 

also  auch ,  wenn  a ,  b ,  c  constante  Gröfsen  sind ,  d.  h.  wenn  die 
Kraft  P  keine  innere  Kraft  des  Systemes  ist ,  sondern  von  einem 
Punkte  aufser  dem  Systeme  kömmt , 

x  —  a          y  —  b          z  —  c 
dp  =a  — - —  d  x  -f-  r-jjj —  d  y  -|  —  d  z  oder 

dp = (n> +Cä?>+  (n> «"« endlich 

dp  =  dx  Cosct  +  dy  Cos  ß  -f-  dz  Cos  7 

wenn  a,  ß,  cy  die  Winkel  sind,  welche  die  Richtung  der  Kraft 
P  mit  den  Achsen  der  x,  y,  z  bildet,  und  wo  man  wegen  der  recht- 
winklichten  Lage  dieser  Achsen  hat 

Cos»  a  -f-  Cos»  ß  -f-  Cos1  *y  =  1 

Ganz  ähnliche  Ausdrücke  wird  man  für  p',  dp',  p",  dp".  .  .  . 
erhalten.  Substituirt  man  dann  diese  Werthe  von  dp,  dp', 
dp". ...  in  der  allgemeinen  Gleichung  (IV)  des  Gleichgewich- 
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tes,  so  wird  man,  wenn  das  System  ganz  frey  ist,  d.  h.  wenn 
die  Coordinaten  x,  y,  z,  x' . . .  yon  einander  unabhängig  sind, 
auch  die  Gröfsen  dx,  dy,  dz,  dx'. . .  als  von  einander  unab- 
hängig betrachten,  also  in  jener  Gleichung  die  Faktoren  von 
dx ,  dy,  dz,  dx'.. .  jeden  für  sich  gleich  Null  setzen,  wodurch 
man  eben  so  viele  Gleichungen  als  Coordinaten  erhält,  aus 
welchen  Gleichungen  man  daher  die  Werthe  dieser  Coordinaten 
durch  Elimination  bestimmen,  d.  h.  die  Orte  der  Punkte  des  Sy- 
stemes  angeben  wird,  welche  diese  Punkte  für  den  Fall  des 
Gleichgewichts  einnehmen  müssen. 

I.  Ist  aber  das  System  nicht  frey,  sondern  gewissen  Bedin- 
gungen unterworfen ,  sollen  z.  B  einige  dieser  Punkte  auf  ge- 
gebenen Flächen  oder  auf  gegebenen  krummen  Linien  bleiben , 
so  wird  man  durch  die  Gleichungen  dieser  Flächen  oder  Linien 
aus  der  vorhergehenden  Gleichung  des  Gleichgewichtes  so  viele 
Diflerenzialicn  dx,  dy,  dz,  dx'... .  als  möglich  eliminiren,  und 
dann  die  übrigbleibenden  als  von  einander  unabhängig  betrach-. 
ten,  also  die  Faktoren  der  übrig  bleibenden  Differenzialien  je- 
den für  sich  gleich  Null  setzen,  wodurch  man  eine  Anzahl  von 
Gleichungen  erhält ,  die  mit  den  vorigen  Bedingungsgleichungen 
verbunden ,  ihrer  Anzahl  nach  wieder  gleich  der  Zahl  aller  Coor- 
dinaten x,  y,  z,  x'..  . .  seyn  werden,  und  ausweichen  sich  da- 
her wieder  der  Ort  eines  jeden  Punktes  des  Systemes  für  das 
Gleichgewicht,  wie  zuvor,  bestimmen  lassen  wird. 

II.  Denselben  Zweck  kann  man  aber,  wie  aus  der  Theorie 
der  Elimination  folgt,  einfacher  dadurch  erreichen,  dafs  man 
die  gegebenen  Bedingungsgleichungen,  jede  mit  einem  unbe- 
&tiramten  Coefßcicnten  multiplicirt ,  der  allgemeinen  Gleichung 
(IV)  des  Gleichgewichtes  hinzufügt ,  und  dann  die  Differenzia- 
licn dx ,  dy ,  dz ,  dx' ....  alle  als  unter  einander  unabhängig 
betrachtet,  wodurch  man  so  viele  Gleichungen  als  Coordinaten 
erhält ,  die  aber  durch  die  Elimination  jener  unbestimmten  Coef- 
ficienten  auf  eine  bestimmte  Anzahl  zurück  geführt  werden» 

Sind  also  dL  =  o ,  dL'  =  o  . . . .  diese  Bedingungsgleichun- 
gen, in  Functionen  der  Coordinaten  x,  y,  z,  x',  y',  z' .  . .  aus- 
gedrückt ,  und  sind  X ,  X' . . . .  diese  unbestimmten  Coefficienten , 
so  wird  die  allgemeine  Gleichung  (IV)  das  Gleichgewichtes  seyn 

o  «=  Pdp  -f-  P'd'p'      P"dp"  +  .  .  ♦  . 
+  XdL  -f-  X'dL'  +  X"dL"  +  .  . .  (V) 

und  diese  Gleichung  gibt  für  jede  Coordinate  z.  B.  x  eine  Glei- 
chung der  Form 

.-.»©+*•©■+!■<£>+•»■ 
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und  die  Anzahl  dieser  letztern  Gleichungen  wird  der  Anzahl  al- 
ler Coordinaten  x,  y,  z,  x'... .  gleich  seyn.  Hätte  man  z.  B. 
nur  drey  Punkte,  deren  jeder  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu 
bleiben  gezwungen  seyn  soll ,  so  sey  L  =  o  die  Gleichung  der 
Fläche  des  ersten,  L'  =  o  des  zweyten  und  L'<  =  o  des  drit- 
ten Punktes«  Diese  drey  Gleichungen,  verbunden  mit  den  neun 
Gleichungen  der  Form  (V')>  werden  hinreichen,  die  zwölf  un- 
bekannten Gröfsen  X  X'  X",  x  x'  x",  y  y'  y"  und  z  z'  z"  zu  be- 
stimmen. Wäre  aber  der  erste  Punkt  gezwungen  auf  einer  krum- 
men Linie  zu  bleiben,  deren  Gleichungen  L  =  o,  L'  =  o  sind, 
und  soll  eben  so  der  zweyte  Punkt  auf  der  Linie  L"  =  o, 
L"'  =  o  und  der  dritte  auf  der  Linie  L,v  =  o,  Lv  =  o  bleiben, 
so  werden  diese  sechs  Gleichnngen  verbunden  mit  den  neun 
Gleichungen  der  Form  (V)  ebenfalls  hinreichen ,  die  neun  Coor- 
dinaten xx'...«  und  die  sechs  Gröfsen  X  X'. . .  Xv  zu  bestimmen, 
und  also  das  Problem  vollständig  aufzulösen  u.  s.  f.  für  ähnliche 
Fälle. 

III.  Das  in  II  gezeigte  Verfahren ,  auf  die  Nebenbedingungen 
der  Aufgabe  Rücksicht  zu  nehmen,  hat  noch  den  Vortheil,  dafs 
es  zugleich  die  Wirkungen  und  Gegenwirkungen  angibt ,  welche 
aus  diesen  Bedingungen  auf  die  Punkte  des  Systems  entspringen. 

Da  nämlich,  nach  dem  Vorhergehenden ,  die  Gröfse  dp  den 
kleinen  Raum  bezeichnet,  welchen  der  Punkt,  auf  den  die  Kraft 
P  wirkt ,  nach  der  Richtung  dieser  Kraft  im  ersten  Augenblicke 
nach  der  Störung  des  Gleichgewichtes  zurücklegt ,  so  wird,  wenn 
dp  =  o  ist,  dieser  Punkt  sich  nicht  anders,  als  blofs  in  einer 
Richtung  bewegen  können ,  welche  senkrecht  auf  die  Richtung 
jener  Kraft  ist,  und  dp  =t  o  wird  daher  die  Gleichung  einer 
Fläche  seyn,  auf  der  die  Richtung  der  Kraft  senkrecht  ist. 

Setzen  wir  umgekehrt  voraus ,  dafs  die  Kraft  P  senkrecht 
auf  eine  Fläche  wirke  ,  deren  Gleichung  ist 

.        ^  =  o  oder  (g)  ds  +  (^)  äy  +  dz  =  o. 

Damit  diese  Gleichung  mit  der  folgenden 

(x— a)  dx  -f-  (y — b)  dy  -f-  (z — c)  dz  =  o 

welche  aus  der  Voraussetzung  dp  =  o  folgt,  zusammenfalle, 
wird  man  haben 

*— = ©•    -  ©•  *-c = CS) 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  den  vorhergehenden  Werlhen 
von  p  und  dp  (J.  6.)t,  so  erhält  man 
,  dL 
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Wenn  also  die  Kraft  P  senkrecht  auf  die  Flache  dL  ra  o  wirkt 
so  ist  das  Produkt  derselben  in  ihre  virtuelle  Geschwindigkeit  ' 

PdL 

Pdp  =    ■ 

Soll  daher  in  der  Gleichung  (V)  die  Gleichung  dL  =  o  die 
13edingungsgleichung  des  Punktes  seyn,  dessen  Coordinaten  x  j 
x.  sind ,  so  kann  man  dem  Gliede  hdL  jener  Gleichung  auch  die 
Form  geben 

dL 

und  so  ist  klar,  dafs  dieses  Glied  AdL,  so  wie  die  vorhergehenden 
Pdp,  P'dp'. ...  das  Produkt  einer  Kraft  in  ihre  virtuelle  Geschwin- 
digkeit vorstellt ,  wo  die  virtuelle  Geschwindigkeit 

dL 


und  wo  die  Kraft 

»V  ©■+$)■+©• 

seyn  wird ,  und  wo  endlich  die  Richtung  dieser  Kraft  senkrecht 
auf  die  Fläche  dL  =o  ist.  Dasselbe  wird  auch  von  den  folgenden 
Gliedern  /V  dL'  gelten.  Jede  Bedingunsgleichung  ist  also  im- 
mer einer  neuen  Kraft  gleichgellend,  die  nach  einer  gegebenen 
Richtung  an  das  System  angebracht  wird ,  so  dal's ,  wenn  man 
diese  Kraft  auf  die  oben  gezeigte  Art  in  die  allgemeine  Gleichung 
(V)  des  Gleichgewichtes  aufnimmt,  man  dann  das  ganze  System 
als  frey ,  oder  als  keiner  weiteren  äufseren  Bedingung  unterwor- 
fen annehmen  kann.  Eigentlich  drücken  diese  neuen  Kräfte  blofs 
den  Widerstand  oder  den  Druck  aus,  welchen  die  Punkte  des 
Systems  durch  die  Wirkung  dieser  äufseren  Bedingungen  erfah- 
ren ,  und  es  ist ,  wie  oben  gesagt  wurde ,  ein  besonderer  Vor« 
theil  dieser  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten ,  dafs  sie 
uns  zugleich  den  Werth  oder  die  Gröfse  dieses  Widerstandes 
geben. 

#•  7- 

Suchen  wir  das  Gleichgewicht  eines  Systems  von  mehreren 
Körpern  oder  Punkten  ,  die  auf  irgend  eine  Art  unter  einander 
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verbanden  sind,  und  auf  welche  mehrere  ihrer  Gröfse  und  Rich- 
tung nach  gegebene  Kräfte  wirken. 

Sind  P,  P',  F"....  diese  Kräfte,  und  p,  p',  p"....  die  Rich- 
tungen derselben,  so  hat  man,  wenn  keine  äufseren  Bedingungen, 
die  Bewegung  der  Punkte  beschränken,  nach  den  Gleichungen 
(IV)  oder  (V)  für  das  Gleichgewicht 

o  =  Pdp  +  P'dp'  +  P"dp"  + 

Sind  aber  xyz  die  drey  Coordinaten  des  ersten  dieser  Punkte , 
x'  y'  z'  die  des  zweyten  u.  f.  sind  eben  so  a  b  c  die  den  vorigen 
parallelen  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Kraft  P ,  und  eben 
so  a'  b'  c'  für  P'  u.  f.  so  hat  man 

p'  =  (x  —  a)'+(y—  b)»+(z_c)* 

p/a  =  (x/— a')'  +  (y'— yy  +(«'— c')»  u.  f. 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  einen  dieser 
Punkte  selbst,  z.  B.  in  den  ersten,  und  bezeichnet  die  von 
diesem  an  gezählten  Coordinaten  der  anderen  Punkte  durch 
£  v  t,  £'  v*  X{  u.  f.  so  kann  man  annehmen 

x<  =x+fc       y'  =y  +  u       z'  =z  +  <? 

x"=x  +  g'        y"  =  y-t-u'        z"  =  z-|-^  u.f. 

Nennt  man  endlich  wie  in  §.  4.  a  ß  cy  die  Winkel  der  Linie  p 
mit  den  Achsen  der  xyz,  und  a'  ß'  <y'  die  Winkel  der  Linie  p' 
mit  denselben  Achsen  u.  s.  w.  so  hat  man 

dp   es  dx  Cos  et  -|-  dyCosß  -|-  dz  Cos  cy 

dp'  =  (dx  +  d|)  Cos  Ä'  -f-  (dy  4-  du)  Cos  ß'  -f-  (dz     d£)  Cos  7' 

dp"  =  (dx  +d|') Cos  «"+  (dy+du')  Cosß"+  (dz  +  d^') Cos 7"  u.  f. 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  dp  ,  dp',  dp". ...  in  der  vor- 
hergehenden Gleichung  des  Gleichgewichtes,  so  erhält  man,  wenn 
man  die  Gröfse  P  Cos  a  +  P'  Cos  u*  +  P"  Cos  a"  + . . .  der  Kürze 
wegen  durch  2»P  Cos  a  bezeichnet 

o  =  dx.  2P  Cosa+dy.  2PCosß+dz.  2PCos*y  "I 
-f  d&  P'  Cos  <*'  +du.  P>  Cos  ß'  -f-  d£  P'  Cos  y  *  (VI) 

-f-  dg P"  Cos  *"  -f-  du'.  P"  Cos  ß"  +  d£'.  P"  Cos  cy"  -f- . . .  J 

Da  wir  nun  im  Allgemeinen  dieGröfsen  dp,  dp'...  dx,  dy,  dz..  . 
d£,  du,  d£.  »♦  als  von  einander  unabhängig  betrachten,  wenn  uns 
nicht  durch  die  besonderen  Bedingungen  der  Aufgabe  ein  Gesetz 
der  Abhängigkeit  dieser  Gröfsen  gegeben  wird,  so  kann  der 
letzten  Gleichung  nur  dann  genug  geschehen  ,  wenn  wir  jedes 
Glied  derselben  für  sich  gleich  Null  setzen.  Die  ersten  drey 
Glieder  geben  so 

o  sa  dx.  2iP  Cos  a 
o  =  dy.  2PCosß 
o  ==  dz.  2P  Cos  7 


■ 
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Ist  also  das  System  frey ,  oder  jeder  Punkt  desselben  nach  der 

Richtung  der  drey  Coordinaten  gleich  beweglich ,  so  können  die 
Gröfsen  dx ,  dy ,  dz  nicht  gleich  Null  seyn ,  oder  den  letzten  drey 
Gleichungen  kann  nur  dann  genug  geschehen,  wenn  man  hat 

o  =  2P  Cos  a  1 

o  =  2P  Cos/?  i(A) 

o  =  2P  Cos  «yj 

und  da  diese  drey  Gleichungen  (A)  von  der  Figur  und  der  beson- 
der e  n  Art  des  Zusammenhanges  des  Systemes  unabhängig  sind , 
so  sind  sie  zugleich  die  gesuchten  allgemeinen  Bedin- 
gungsgleichungen des  Gleichgewichtes. 

Die  übrigen  aus  jener  Hauptgleichung  folgenden  Bedingungs- 
gleichungen o  =  dg.  P'Cos  o  =  dv.  P'  Cos  ß'  vu  s.  w.  hängen 
von  den  relativen  Coordinaten  £  v  £,  f  u*  der  andern  Punk- 
te 4  egen  den  ersten,  also  von  der  Figur  des  Systemes  ab,  und 
ihnen  wird  daher  nach  den  gegebenen  Bedingungen  des  Zusam- 
menhanges des  Systemes  zu  genügen  seyn.  Ist  z.  B.  die  Figur, 
wie  bey  festen  Körpern ,  unveränderlich,  so  sind  £  v  ß  f*  u'  f . 
constante  Gröfsen,  also  d£  =  o,  du  ==  o  u.f.  daher  in  diesem 
Falle  diese  Gleichungen  von  selbst  aus  der  Grundbedingung  des 
Gleichgewichtes  verschwinden. 

I.  Dieselben  Gleichungen  (A)  gelten  auch  dann  noch ,  wenn 
man  das  Gleichgewicht  eines  einzigen  Punktes  sucht,  aufwei- 
chen mehrere  Kräfte  P  P'  P". ...  in  den  Richtungen  p  p'  p". . . 
wirken,  da  man  für  diesen  Fall  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
nur  die  x'  y'  z'  und  die  x"  y"  z". . . .  gleich  x  y  z  setzen ,  oder 
die  £      £'. gleich  Null  annehmen  darf. 

II.  Sind  die  Richtungen  aller  Kräfte  P  P'  P". . .  unter  sich 
parallel ,  so  ist  *  =  <*'  =  «"... .  ß  =  =  ß" . . . ,  und  «y  =  <y' 
=.  «y".  •  •  un^  die  ^rey  Gleichungen  (A)  des  Gleichgewichts  ge- 
hen in  folgende  einzelne  über 

o  =  P  -t-P'  +  P"-f-  .  .  . 

oder  in  diesem  Falle  mufs  die  Summe  der  parallelen  Kräfte  gleich 
Null  seyn  ,  wenn  Gleichgewicht  statt  haben  soll.  Eben  so  zei- 
gen die  allgemeinen  Gleichungen  (A)  die  man  auch  so  ausdrü- 
cken kann. 

o  =  P  Cos  a  -f-  P'  Cos  a'  +  P"  Cos  a"  +"l 

o  =  P  Cos  ß  -f-  P'  Cos  ß'  +  P"  Cos  ß"  +  L(A) 

o  =  P  Cos  y  +  V  Cos     +  P"  Cos  V+j 

dafs  überhaupt,  welche  Richtungen  auch  immer  die  Kräfte 
P  P'P"....  haben  mögen,  die  Summe  der  Projectionen  der 
Kräfte  nach  der  Richtung  von  drey  unter  einander  senkrechten 
Achsen ,  jede  für  sich  gleich  Null  seyn  mufs ,  wenn  Gleichge- 
wicht statt  haben  soll. 


•  i6 

J.  0. 

Diese  Gleichungen  (A)  enthalten  also  die  Bedingung,  die 
statt  haben  mufs,  wenn  das  System  keine  fortschreitende 
Bewegung  im  Räume  haben  soll.  Allein  dann  kann  das  System 
doch  noch  eine  drehende  Bewegung  um  einen  seiner  Punkte 
haben ,  und  es  ist  daher  noch  übrig ,  auch  die  Bedingung  dieser 
letzten  Bewegung  zu  suchen. 

Nehmen  wir  an,  das  System  soll  sich  frey  um  eine  der  drey 
Coordinatenachsen ,  z.  B.  um  die  Achse  der  z  drehen ,  und  su- 
chen wir  die  Bedingung,  welche  dann  statthaben  mufs. 

Nennt  man  r  r'  r"  die  auf  die  Ebene  der  xy  projicirten  Ent- 
fernungen der  Punkte  des  Systems  von  dem  Anfange  der  Coor- 
dinaten ,  und  n  n'  n''  die  Winkel  dieser  Entfernungen  mit  der 
Achse  der  x ,  so  hat  man 

x  =  r  Cos  n       x'  =  r'  Cos  n'  f 

y  ss  r  Sirt  n       y'  ss  r'  Sin  n'  U*  *  . 

Da  bey  einer  Drehung  des  Systems  um  die  Achse  der  z  die 
Gröfsen  r  r'  r"...  constant  bleiben,  und  alle  Winkel  n  n'  n". .. 
sich  um  dieselbe  Gröfse ,  die  wir  dn  nennen  wollen  ,  ändern , 
so  hat  man  für  die  durch  diese  Drehung  erzeugten  Aenderungen 
der  rechtwinktichten  Coordinaten 

dx  ss  —  ydn  dx'  =  —  y'dn  f 
dy  =      xdn        dy'  =       x'dn  U* *' 

Wenn  also  das  System  sich  frey  um  die  Achse  der  z  drehen  soll, 
so  wird  der  Winkel  n  unabhängig  von  den  inneren  Bedingungen 
de  s  Systems,  und  daher  seine  Aenderung  dn  ganz  willkührlich  blei- 
ben ,  woraus  folgt,  dafs  in  der  allgemeinen  Gleichung  o  =  Pdp 
-j-  P'dp'  4"  •  •  •  ^es  Gleichgewichtes  diejenigen  Glieder ,  welche 
in  dn  multiplicirt  sind,  zusammen  gleich  Null  seyn  müssen.  Diese 
Glieder  aber  lassen  sich  offenbar  durch  die  Gröfse  Ndn  darstel- 
len ,-  wenn  man  setzt 

Um  diesen  Werth  von  N  näher  zu  bestimmen,  hat  man  durch 
die  in  §.  7.  gegebenen  Werthe  von  p*  p'». ..  wenn  man  die  dort 
angenommenen  Bezeichnungen  beybehält , 

pdp   =.  (x  — a)  dx  +  (y  —  b)  dy 
p'dp'  =  (x'— a')  dx'  +  (y'— b')  dy'  u.  f. 

oder  wenn  man  die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  dx ,  dy. . . 
substituirt , 

(dpv  ay — bx     /^p'v             — b'x'  u.  f.  und  daher 

dn"J  ~ '   Kd^J  ~  ~J< 
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Setzt  man  aber  wie  zuvor 

x  —  a  =  p  Cos  et 
y — b  =  p  Cos  ß 

und  X  =  P  Cos  a 

Y  =  P  Cos  ß 

und  eben  so  für  die  übrigen  Punkte  und  Kräfte  des  Systems 

x'— -a'  =  p'  Cos  a',  X'  =  F'  Cos  a'  u.  f. 
so  erhält  man 

N  =  (xY  — yX)  +  (x'Y'-~y'X')  +  (x"Y"~  y  'X")  -f  ... 

oder,  wie  man  dieses  der  Kürze  wegen  ausdrückt 

N  =  2.  (xY  — yX) 

und  N  =  o  ist  daher  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  der  unge- 
hinderten Drehung  des  Systems  um  die  Achse  der  z.  Setzt  man 
eben  so 

M  Bss  2(zX  —  xZ)  und  L  =  2(yZ~zY) 

so  istM  =  o  die  Bedingung  für  die  freye  Drehung  des  Systems 
um  die  Achse  der  y ,  und  L  =  o  um  die  Achse  der  x. 

Soll  daher  das  System  sich  um  jede  dieser  drey  Achsen,  oder 
soll  es  sich  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinatcn  in  jeder  Rich- 
tung ungehindert  drehen  können ,  so  müssen  die  folgenden  drey 
Gleichungen  statt  haben 

o  =  2(xY_yX)l 
o  =  2(zX-xZ)  l(B) 
o  =  2(yZ  —  zY)  j 

Setzt  man  wieder  wie  zuvor  X  =  P  Cos  a ,  Y  =  P  Cos  ß  ♦ 
Z  =  P  Cos  y  und  X'  =  P'  Cos  a1  u.  f.  so  lassen  sich  die  letzten  Glei- 
chungen auch  so  ausdrücken 

o  =  2.  V  (x  Cosß  —  y  Cos  a) 
o  =  2.  P  (z  Cos  et  —  x  Cos  <y)  }> .  .  (B) 
o  =  2.  P  (y  Cos  y  —  z  Cos  ß) 

wo  2.  P  (xCosß  — y  Cos  a)  =  P  (x  Cosß  — y Cosa) 
-f*P'(x'Cosß'  —  y'Cusa')4-P/'(x"Cosß"— y"Cosa")+  £ 

Das  Daseyn  der  Gleichungen  (A)  des  J).  7.  zeigt  also,  dafs  in  dem 
System  keine  fortschreitende  Bewegung,  und  das  der  Gleichuu* 
gen  (ß) ,  dafs  in  demselben  auch  keine  drehende  Bewegung  statt 
habe. 

Man  nennt  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  eine  ge- 
gebene gerade  Linie ,  das  Product  dieser  Kraft  nach  der  Rich- 
tung einer  auf  jener  Linie  senkrechten  Ebene  zerlegt,  multipli- 
cirt  in  die  Länge  ihres  Hebelarmes,  d.  h.  multiplicirt  in  das  Loth, 
welches  von  jener  Linie  in  derselben  Ebene  auf  die  Richtung  der 
Kraft  gefällt  wird.  Denn  nur  von  diesem  Produkte  hängt  die  ei- 
gentliche Wirkung  einer  Kraft  ab .  um  das  System  um  jene  ge- 
III.  B 
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gcbene  gerade  Iiinie  als  Achse  zu  drehen,  weil,  wenn  man  sie 
in  zwey  Kräfte  zerlegt.,  deren  die  eine  parallel  mit  der  Achse,  und 
die  andere  in  einer  auf  diese  Achse  senkrechten  Ebene  liegt,  of- 
fenbar nur  die  letzte  eine  Rotation  um  jene  Achse  hervorbringen 
kann.  Nun  ist  der  Ausdruck  xY  —  yX  oder  x.  P  Cosß  —  y.  P  Cos  « 
nichts  anders,  als  das  Moment  der  Kraft  P  in  Beziehung  aul  die 
Achse  der  z,  nach  der  vorhergehenden  Erklärung  dieses  Aus- 
druckes ,  wo  der  zweyte  Theil  negativ  ist,  weil  die  Kraft  P  Cos  <* 
das  System  um  die  Achse  der  z  in  einer  Richtung  zu  drehen 
strebt,  welche  der  Bichtung  derjenigen  Drehung  ,  die  aus  der 
Kraft  FCosß  um  dieselbe  Achse  entsieht,  entgegengesetzt  ist. 
Die  erste  der  Gleichungen  (B)  sagt  daher  ,  dais  die  Summe  der 
Momente  aller  Kräfte ,  das  System  um  die  Achse  der  z  zu  dre- 
hen, gleich  Null  ist,  und  ähnliche  Sätze  drücken  die  zweyte  und 
dritte  dieser  Clcichungcn  in  Eeziehung  auf  die  Achse  der  y  und 
der  x  aus. 

Bisher  haben  wir  nur  ein  System  von  mehreren  Punkten 
betrachtet,  welche  unter  sich  auf  irgend  eine  Art  verbunden  sind. 
Um  das  Vorhergehende  auch  auf  solide  Körper  anzuwenden ,  be- 
trachten wir  diese  als  Systeme  unendlich  nahe  an  einander  lie- 
gender Punkte ,  die  wir,  als  Massenelemente  von  der  Differen- 
tialform dx  .  dy  .  dz  durch  die  Gröfse  dm  bezeichnen  wollen.  Da 
man  nun  nach  dem  Geiste  der  Differentialrechnung  die  ganze 
Masse  m  eines  Körpers,  als  aus  unendlich  vielen  Elementen  zu- 
sammengesetztbetrachtet, so  wird  man  jede  der  KräfeP  P'P". ... 
die  man  als  an  eines  dieser  Elemente  angebracht  voraussetzt , 
durch  dieses  Element  mjiltipliciren,  so  dafs  Pdm,  P/dm',P"dm'/. . . 
die  Kräfte  ausdrücken,  welche  auf  das  Llemcnt  dm,  dm',  dm". .. 
des  Körpers  m  nach  den  Richtungen  p,  p',  p". wirken. 

Es  sind  aber  hier  eigentlich  zwey  verschiedene  Arten  von. 
Diffcrentialieri  zu  betrachten.  Die  einen  oder  die  sogenannten 
geometrischen  Differenlialicn  beziehen  sich  blol's  auf  die 
Ausdehnung  des  Körpers,  auf  die  verschiedenen  Elemente,  aus 
denen  er  besteht.  Die  andern  aber ,  oder  die  mechanisch  cn 
Differentialien  ,  sind  von  der  Ausdehnung  und  Gestalt  des  Kör- 
pers ganz  unabhängig,  und  beziehen  sich  blofs  auf  die  unendlich 
kleinen  Bäume,  welche  jedes  Element  des  Körpers  in  einem  jeden 
Augenblicke  durch  die  Wirkung  der  auf  dasselbe  angebrachten 
Kräfte  zurücklegt.  "Wir  wollen  jene  durch  d  und  diese  durch  $ 
bezeichnen.  Diefs  vorausgesetzt  wird  also  die  allgemeine  Glei- 
chung des  Gleichgewichts  eines  Elementes  dm  des  Körpers  seyn 

o  =  (P£p  +  P'<5p'  +  P/'^p"  H  )  dm 

und  so  für  alle  übrigen  Elemente. 

Sucht  man  daher  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  für 
alle  Elemente  ,  oder  für  den  ganzen  Körper,  so  wird  man  nach 
dem  Geiste  der  Integralrechnung  das  Integral  des  vorhergehen- 
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den  Ausdruckes  in  Beziehung  auf  die  ganze  Masse  des  Körpers  zu 
nehmen  haben.  Bezeichnet  man  dieses  Integral  mit  8  so  wird 
die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  seyn 

o  =  S.  (Pfy  +  P4/p/  +  P^//p/y  .j.  )  dm 

Wir  bemerken  hier ,  dafs  wir  von  nun  an  durch  das  Integralzei- 
chen S  dasjenige  verstehen,  welches  sich  auf  die  ganze  Masse  des 
Körpers  bezieht,  während  wir  durch /die  gewöhnlichen  unbe- 
stimmten Integralien  bezeichnen  wollen. 

«  aAL  ^CäenJfnn  ^ie,der  al,e  auf  den  Kö?Per  m  wirkenden 
Kräfte  P  ,  P ' ,  P"       in  drey  andere  XYZ  nach  den  Richtungen 

der  drey  Achsen  der  Coordinaten  aufgelöst,  und  sind,  wie  in 
$.6.  II.  L  =  o,  M  =  o...  die  besonderen  Kedingungsgleichun- 
gen  ,  welchen  die  Bewegung  des  Körpers  unterworfen  seyn  soll; 
sind  ferner  eben  soX'Y'Z'  die  parallel  mit  den  Coordinatenachsen 
auf  den  Korper  m'  wirkenden  Kräfte  ,  und  L'  =  o ,  M'  =  o. . .  die 
Bedingungen ,  welchen  dieser  Körper  unterworfen  ist ,  u.  s.  f 
für  die  übrigen,  so  ist  die  Gleichung,  die  statt  haben  mufs,  wenn 
das  bystem  dieser  Körper  m,  ms  m"....  im  Gleichgewichte 
seyn  soll,  folgende:  ö 

wo  X  p  V  «/.  . . .  unbestimmte  Gröfsen  sind  ,  und  wo  die  Gröfsen 
fr, ,  *y.  dz,  fr'....  als  von  einander  unabhängig  zu  betrachten  sind, 
daher  die  in  sie  multiplizirten  Gröfsen  jede  für  sich  gleich  Null 
gesetzt  werden  mufs,  wodurch  man  so  viele  Gleichungen  erhält, 
als  man  Gröfsen  fr  ,      ,  fr  ,  fr/. . . .  hat. 

IL  Ist  nur  ein  Körper  zu  betrachten ,  auf  welchen  die  senk- 
rechten Kräfte  XYZ  wirken  ,  und  sind  L  =  o  M  =  o  die  be- 
sonderen Bcdingungsgleichungen ,  denen  die  Bewegung  diese* 
Korpers  unterworfen  seyn  soll;  sind  z,  B.L  es  o,  M  =  o  die 
zwey  Gleichungen  einer  Curve  von  doppelter  Krümmung,  auf 
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•welcher  der 'Körper  zu  bleiben  gezwungen  seyn  soll,  so  sind  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  in  Beziehung  auf  fortschrei- 
tende Bewegung 

.-.(«.+» (*)+,(£)) 
—[-+»©+'©) 

Soll  aber  der  Körper  gezwungen  seyn  auf  der  Fläche  zu  bleiben  , 
deren  Gleichung  L  =  o  ist,  so  sind  die  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes 


0  =  s[xdm  +  x©) 

•  -8(2ta+x(J)] 


Ist  endlich  der  Körper  keinen  besonderen  Bedingungen  unterwor- 
fen ,  sondern  ganz  frey ,  so  sind  die  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichtes 

o  =  S  Xdm 
o  =  S  Ydm 
o  =  S  Zdm 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  endlich  in  Beziehung  auf 
drehende  Bewegung  sind  nach  §.  8.  (B) 

o  =  S  (xY  —  yX)  dm 

o  =  S  (zX  —  xZ)  dm 

o  =  S  (yZ  —  zY)  dm 

$•  IO« 

Wenn  man  irt  den  Gleichungen  (B)  des  §.  0.  die  Werthe  yon 
X  =  PCos«,  Y  =  PCosß,  Z  =  PCos<y,  X'  =  P'  Cos  . . . 
wieder  herstellt ,  und  der  Kürze  wegen  P  x  Cos  ß  -J-  P'x'  Cos  ß' 
-f«?"x"Cosß"+....  gleich  2Px  Cos  ß  setzt  u.  f.,  so  hat  man 
für  diese  Bedingungsgleichungen  der  drehenden  Bewegung 

o  =  2  Px  Cos  ß  —  2  Py  Cos  «1 
o  =  2  Pz  Cos  a  —  2  Px  Cos  <y  \- 
o  =  2  Py  Cos  «y  —  2  Pz  Cos  ß) 

Nehmen  "wir  nun  an  ,  dafs  alle  Kräfte  P,  P',  P", in  unter  ein- 
ander parallelen  Richtungen  wirken,  so  ist  a  =  «'  r=  a" . . . . 
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ß=ß/=  ß". , . .  und  fy  =  «y'=  <y". . . .  und  die  vorhergehenden  drey 
Gleichungen  gehen  in  folgende  über 

o  =  Cos  ß  2  Px  —  Cos  a  2  Py 
o  =  Cos  a  2  Pz  —  Cos  cy  2  Px 
o  =  Cos  7  2  Py  -  Cos  ß  2  Pz 

wo  wieder  rPx  ==  Px  +  P'x'  +  P"x"         u.  f.  ist. 
Da  man  aber  auch  die  Gleichung  Cos*  a  -f-  Cos*  ß  -|-  Cos*  »y  =  i 
hat,  so  kann  man  durch  die  vier  letztenfGleichungen  die  Werthe 
der  Winkel  et  ß  ty  bestimmen.  Man  erhält  so,  wenn  man  der 
Kürze  wegen 

(2  Px)»  +  (2  Py)'  +  (2  Pz)»  =  M*  setzt 
r  SP* 

Co8Ä  =  ir 

Co,  v  -  — 

Ist  also  die  Lage  der  Körper  des  Systems  in  Beziehung  auf  drey 
senkrechte  Achsen  gegeben,  und  soll  alle  drehende  Bewegung 
des  Systems  aufgehoben  oder  unmöglich  seyn ,  so  mufs  das  Sy- 
stem in  Beziehung  auf  die  gemeinschaftliche  Richtung  aller  pa- 
rallelen Kräfte  so  gestellt  werden ,  dafs  diese  Richtung  mit  jenen 
drey  Achsen  die  durch  die  letzten  Gleichungen  angezeigten  Win- 
kel a  ß  cy  bilde. 

L  Wenn  die  Gröfsen  -2TX,  -2Ty,  ^Pz  jede  für  sich 
gleich  Null  sind  ,  so  bleiben  die  Winkel  «  ß  <y  unbestimmt ,  und 
die  Lage  des  Systems  in  Beziehung  auf  die  Richtung  der  Kräfte 
kann  welche  immer  seyn.  Daraus  folgt  der  Satz  :  Wenn  die  Summe 
der  Producte  von  parallelen  Kräften  in  ihre  Entfernungen  Ton 
d>ey  senkrechten  Ebenen ,  in  Beziehung  auf  jede  dieser  drey  Ebe- 
nen gleich  Null  ist ,  so  wird  die  Wirkung  dieser  Kräfte ,  um  das 
System  um  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  dieser  drey 
Ebenen  zu  drehen,  aufgehoben,  oder  es  kann  keine  Drehung  um 
diesen  Durchschnittspunkt  statt  haben.  Man  nennt  diesen  Punkt 
denS ch werpu nkt  des  Systems,  weil  die  Schwere  bekanntlich 
auch  unter  parallelen  Richtungen  wirkt. 

Um  den  Ort  des  Schwerpunktes  zu  bestimmen,  hat  man  also 
die  drey  Gleichungen 

o  =  2  Px    o  =  2  Py    o  ==  2  Pz 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  o  ==  Px  -f-  P'x'  -\-  P"  x"  -f- 
Sind  aber  a  b  c  die  drey  Coordinaten  des  Schwerpunktes  ,  und 
bezieht  man  jeden  andern  Punkt  des  Systems  auf  diesen  durch 
die  Coordinaten 
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*  =  «  +  y  =  b+u,  2  =  c  +  £,  x/  =  a-|-|/,  x"  =  a'+  $"u.f. 
so  gibt  die  letzte  Gleichung 

o  =  f  (a  +  {)  +  P'  (a  +  |0  +  p//  (a  -f-  f")  +  oder 

o  =  a  2P  +  2Pf 

also  hat  man ,  wenn  man  a  negativ  und  =  —  X  ,  und  b  es  — Y , 
e  =  —  Z  nimmt . 

A  —  ->£p  [und  eben  so  \ 
2Pu 


Y  = 

2P 

z  =  tlS 
2P 


J 


Sind  also  die  Entfernungen  £,  u,  £,  gegeben  oder  will- 

kührlich  angenommen,  so  bestimmen  die  drey  letzten  Gleichun- 
gen die  gesuchten  Coordinaten  X  Y  Z  des  Schwerpunktes. 

II'.  Ist  das  System  ein  Körper ,  und  dm  das  Element  seiner 
Masse ,  so  gehen  diese  Gleichungen  nach  §.  9.  in  folgende  über : 


X  =  SPxdm    T       SPydm   z  zdm 


SPdm  SPdm      ~~  SPdm 

Betrachtet  man  dann  P  als  constant ,  welches  bey  der  Schwere 
der  Fall  ist ,  so  hat  man 

^       Sxdm    y      Sydm  ^ 
m  ra 

Ist  also  Sxdm  =  o  und  Sydm  r=  o ,  so  ist  der  Schwerpunkt  in 
der  Achse  der  z;  ist  Sxdm  =  o.und  Szdm  =  o,  so  ist  er  in 
der  Achse  der  y  u.  f.  und  sind  alle  diese  drey  Integralien  gleich 
Null ,  so  ist  der  Schwerpunkt  zugleich  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten. 

III.  Für  eine  krumme  Linie  Ton  doppelter  Krümmung  ist 

dm  =  y/äx*  +  dy3  -f-  dz3  =.  ds ,  wo  ds  ein  Element  ihres  Bo- 
gens bezeichnet ,  also  hat  man  für  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes dieser  Linie 

X  Sxds 
s 

Y  -  Syds 
s 

Szds 


IV.  Für  die  Fläche  einer  ebenen  Curve,  wenn  diese  Fläche 
durch  die  Achse  der  Abscissen  x  begrünst  ist,  wird  m  ssSydxalso 
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# 

/ydx  /ydx 

V.  Für  die  Oberfläche  eines  Körpers,  deren  Gleichung 
dz  =  pdx  -f-  qdy  ist ,  hat  man ,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

i*  =  \T i  4~  P*  +  <la  setzt,  ra  =  J/vdxdy  also  auch 

^    _  //Yx  dxdy   y      ff dx  dy    ^  _  ff rz  <lx  <J  v 
^rdxdy  Jjvdxdy  //rdxdy 

Für  die  Oberlläche  eines  Körpers ,  welcher  durch  Umdrehung 
einer  ebenen  Curve  um  die  Achse  der  x  entstanden  ist,  hat  mau 

m  =  •  nfy  \/  dxa  +  dy»  wo  n  =  3.  i/jiJO, . .  .  also 


Y^/xyV/dx^<ivI_  undY  =  z  =  0 

fy  N/^1  +  dya 

VI.  Für  einen  soliden  Körper  endlich  ist  m  =  ///dx  dy  dz  also 

x        fffx  dxdy  dz    Y  _  /ff)'  dxdy  dz    2  _  ///z  dxdy  dz 
~~   jf/y'dxdyds  '       ~~  ///dxdy  dz  '       ~~    ///dxdy  dz 

Vorausgesetzt,  dafs  der  Körper  in  allen  seinen Thcilen  homogen 
oder  von  gleicher  Dichte  ist.  Hat  diese  Voraussetzung  nicht  statt, 
und  ist  f ,  eine  Function  von  x  y  z,  die  veränderliche  Dichte  dos 
Körpers,  so  wird  man  in  den  drey  letzten  Gleichungen  statt  dx 
blofs  ?dx  setzen. 

Ist  endlich  der  Körper  durch  Umdrehung  einer  Curve  um 
die  Achse'  der  x  entstanden,  so  hat  man 

fy'  <i* 

Indem  wir  nun  zu  einigen  Anwendungen,  des  Vorhergehen- 
den übergehen,  wollen  wir  zuerst  annahmen,  dafs  eine  Anzahl 
von  Kräften  P  P'  P". .. .  nach  verschiedenen  Richtungen  auf  einen 
Punkt  wirken;  und  dafs  der  Punkt  gezwungen  ist  auf  einer  gege- 
benen Fläche  zu  bleiben.  Man  suche  seinen  Ort  auf  dieser  Fläche 
für  den  f  all  des  Gleichgewichts. 

Reducirt  man  alle  diese  Kräfte  auf  drey  andere  XYZ  (nach 
40  die  den  drey  Achsen  der  Coordinaten  x  y  z  parallel  sind , 
so  hat  man  nach  der  Gleichung  (IV)  des  J.  5. 

o  =  Xdx      +   Ydy     +  Zdz 
Sev  L  =  o  oder  (J)  d*  +  (|)  dy+  (£)  d,  =  o 

die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche ,  so  werden  die  Gleichun- 
gen des  Gleichgewichtes  nach  J.  6.  I  seyn : 


t 

o  =    Xdx     +     Ydy     +  Zdz 

•-©•*©*+©* 

Eliminirt  man  daher  aus  diesen  zwey  Gleichungen  eine  derGröfsen 
dx ,  dy  ,  dz ,  z.  B.  die  erste  ,  so  erhält  man 

und  da  in  diesem  Ausdrucke  die  Gröfsen  dyund  dz  von  einander 
unabhängig  sind ,  so  wird  das  Gleichgewicht  des  Punktes  durch 
folgende  zwcy  Gleichungen  bestimmt  werden 

*©-*©  "1 
■©-«©-•} 

und  diese  beyden  Gleichungen  verbunden  mit  der  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  reichen  hin,  den  Ort  des  Körpers  auf  der  Fläche, 
oder  die  Coordinaten  xyz  desselben  durch  Elimination  zu  be- 
stimmen. 

I.  Statt  diesem  Verfahren  kann  man  aber  noch  einfacher  die 
in  §.  6.  II  gegebene  Methode  anwenden,  wodurch  man  sofort  für 
die  gesuchte  Gleichung  des  Gleichgewichts  erhält  (Gl.  V) 

o=Xdx+Tay+Z«U  +  *  [@*+(^)d>+@*] 

und  da  in  dieser  Gleichung  die  Gröfsen  dx ,  dy,  dz  von  einander 
unabhängig  sind,  weil  man  in  ihr  auf  die  Bedingung  der  Aufgabe, 
dafs  der  Punkt  auf  der  gegebenen  Fläche  bleiben  soll,  schon  Rück- 
sicht genommen  hat;  so  erhält  man  für  das  Gleichgewicht  folgen- 
de Gleichungen ; 

«+»©-• 

«+*©-• 

Eliminirt  man  aber  aus  diesen  drey  Gleichungen  den  unbestimmten 
Coofficienten  so  erhält  man  die  vorigen  Gleichungen  wieder. 
Aus  dieser  Darstellung  folgt  zugleich  (j.  6.  III),  dafs  der  Wie- 
derstand,  welchen  die  Fläche  dem  Körper  entgegensetzt,  oder 
dafs  der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Flache  gleich 
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*V  CS)"  +  $)■+(£)■ 

,  „ ,  „„d  da  X  (*)  .  -  X.  „  (*)  —  T.  ,  (£).-  Z 

ist,  so  ist  dieser  Druck,  welchen  der  Körper  in  einer  auf  die 
Fläche  senkrechten  Richtung  ausübt ,  gleich 

V  X'fY'fZ' 

II.  Wäre  der  Körper  gezwungen,  auf  einer  krummen  Linie 
Ton  doppelter  Krümmung  zu  bleiben,  deren  Gleichungen  dL  =  o, 
dM  =  o  sind ,  so  ist  für  das  Gleichgewicht 

.  .  M.  +  Yd,  +  ZJ.  +  X  ((I)  d,  +  d„  +  (|)  d.) 

welcher  Ausdruck  folgenden  drey  Gleichungen  gleichgeltend  ist 

.-»+»©■+-© 

Eliminirt  man  aus  diesen  drey  Gleichungen  die  zwey  unbestimm- 
ten GröfsenX  und  V,  so  erhält  man 

• - 1  K|)  CS  -  CS 
+ 1  KS  ®  -  ©  CS) 
+ *  KS)  CP  -  ©  (S) 

und  diese  Gleichung,  verbunden  mit  den  zwey  gegebenen  Glei- 
chungen dL  =  o  dM  =  o,  reicht  hin ,  den  Werth  von  x  y  z  für 
das  Gleichgewicht  zu  finden.  Da  endlich  jede  der  zwey  Gleichun- 
gen dL  =s  o.  dM  na  o  für  eine  Fläche  gehört ,  deren  Durchschnitt 
die  gegebene  krumme  Linie  ist ,  so  ist  der  Druck  des  Körpers 
auf  die  erste  Fläche 

*  V(rJ  *  W  +  ©'    ■  ' 
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und  auf  die  zweyle 

5.  12. 

Uin  einige  besondere  Fälle  der  letzten  Aufgabe  näher  zu  be- 
trachten ,  wollen  wir  annehmen  ,  dafs 

I.  auf  einen  Punkt  die  drey  constanten  Kräfte  X  =  —  a , 
T  = — b,  Z  = —  c  in  senkrechten  Richtungen  wirken,  und  dafs 
der  Punkt  gezwungen  sey,  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  zu 
bleiben. 

Ist  r  der  Halbmesser  einer  Kugel ,  so  ist  ihre  Gleichung 

L  =  o  =  x3  -f-y«  +  za  —  ra 

also  diebeyden  Gleichungen  des  g.  11« 

o  =  ay  —  bx 
o  =  az  —  cx 

Sucht  man  aus  den  drey  letzten  Gleichungen  die  Werthe  von 
x  j  z,  so  erhält  man  ■ 

ar  br  er 

*  =  y— —  ,  z=  

und  diese  Coordinaten  geben  den  Ort  der  Oberfläche  der  Kugel 
an,  in  welchem  der  Körper  vormöge  jener  drey  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte ist,  in  Ruhe  bleibt. 

Der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Kugel  ist 

K?  +  b*  +  c* 

Wirkt  blofs  die  constante  Schwere  c  =  g  in  der  senkrechten  Rich- 
tung der  z  auf  den  Körper,  so  ist  a  =  b  =  o,  also  auch  x  =  y  =  o 
und  z  =  +  r,  so  wie  der  Druck  gleich  g.  Der  Körper  ist  also  nur 
in  dem  höchsten  und  niedrigsten  Punkte  der  Kugel  im  Gleichge- 
wichte ,  nachdem  man  annimmt ,  dafs  eine  der  Schwere  gleiche 
und  constante  Kraft  ihn  ab  -  oder  aufwärts  in  der  Richtung  der 
Achse  der  z  zu  bewegen  sucht. 

Umgekehrt ,  ist  die  Gleichung  der  Kugel  gegeben , 

L  =  o  =s  x9  +  ya  -f-  za~r9 

und  Z  =  g  die  constante  Schwere  ,  so  hat  man  für  das  Gleichge- 
wicht 

'  Xy  —  Yx  =  o 

Xz           gX  ss  ö 

woraus  folgt,  dafs  die  drey  Kräfte,  welche  einen  Punkt  auf  der 
Oberfläche  der  Kugel  im  Gleichgewichte  halten ,  sind 

z  =  g,  y  =  g.  X,  x  =  g.  JL 

2  Z 
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Für  den  höchsten  und  tiefsten  Punkt  der  Kugel  ist  x  =  y  =  o, 
alsojjauch  X  =  Y  =  o  und  Z  =  g  wie  zuvor. 

II.  Auf  einen  Punkt  wirken  zwey  Kräfte  P  und  P',  deren 
gegebene  Richtungen  beyde  in  einer  der  xz  parallelen  Ebene  lie- 
gen, und  der  Punkt  soll  gezwungen  seyn  auf  einer  geraden  Linie 
zu  bleiben,  die  ebenfalls  in  einer  der  xz  parallelen  Ebene  liegt, 
und  mit  der  Ebene  der  xy  den  Winkel  n  bildet. 

Diefs  vorausgesetzt  ist  die  Gleichung  dieser  geraden  Linie  , 
oder  vielmehr  die  Gleichung  einer  Ebene ,  die  auf  der  coordi- 
nirten  Ebene  der  xz  senkrecht  steht ,  und  gegen  die  Ebene  der 
xy  unter  dem  Winkel  n  geneigt  ist 

L  =  o  =  x  Tang,  n  —  z 

Da  die  Richtungen  der  beyden  Kräfte  P  und  P'  gegeben  sind, 
so  sey  «der  Winkel  der  Richtung  der  Kraft  P  mit  der  Achse  den, 
und  «'  der  Winkel  der  Kraft  P'  mit  der  Achse  der  x.  Da  nach 
der  Voraussetzung  die  Richtungen  der  beyden  Kräfte  der  Ebene 
der  xz  parallel  sind ,  so  sind  die  Winkel  dieser  Richtungen  mit 
den  Achsen  der  y ,  oder  ß  und  ß'  rechte  Winkel,  so  wie  endlich 
die  Winkel  derselben  mit  der  Achse  der  z  gleich  7  =  90  —  a 
und  y  =  90  —  a'.  Also  ist  die  Summe  der  beyden  Kräfte  P  und 
P'  nach  den  Achsen  der  x  und  z  zerlegt , 

X  =  P  Cos  «  +  P'  Cos  *' 

Z  =  P  Cos  <y  +  P'  Cos  <y'  und  Y  r=  o 

und  die  vorigen  beyden  Gleichungen  gehen  daher  in  folgende 
einzelne  über 

o  =  PC08«+P'  Cos  a'  +  (P  Sin  «  +  P'  Sin  *')  Tang  n 

Ist  die  eine  Kraft  P  die  Schwere  ,  deren  Richtung  in  der  senk- 
rechten Achse  der  z  liegt ,  so  ist  «  =  90  und  7  =  o  also  die  letzte 
Gleichung 

o  =  P'  Cos  a'H-  (P  +  P'  Sin  «')  Tg  n  oder 

P/  =  _  PSinn 

Cos  ^n— <*'J 

oder  diesen  Werth  mufs  die  andere  Kraft  P'  haben ,  um  den 
schweren  Körper  auf  der  gegebenen  Ebene  im  Gleichgewichte  zu 
erhalten.  Der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Ebene  ist 
tx       ix   P  Cosa/ 

Die  beyden  letzten  Gleichungen  enthalten  die  ganze  Theorie  der 
sogenannten  schiefen  Ebene. 

III.  Denkt  man  sich  die  gerade  Linie  in  II,  auf  welcher  der 
Körper  im  Gleichgewichte  bleiben  soll,  als  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinklichten  Dreyeckes ,  deren  Länge  1  seyn  soll ,  während 
wir  die  horizontale  Basis  dieses  Dreyeckes  durch  b  und  die  Höhe 
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desselben  durch  h  bezeichnen  wollen,  so  sey ,  wenn  P,  wie  zu- 
vor ,  die  senkrechte  Schwere  ist,  erstens  a'=  o  oder  die  Kraft 
P'  wirke  horizontal  nach  der  Richtung  der  Achse  der  x.  Diefs 
vorausgesetzt  sind  die  beyden  vorhergehenden  Gleichungen 

,     P'  h 
P/  =  -PTgn     oder      =  — _ 
°  P  b 

R  =  JL  I 
Cos  n  P  b 

Sey  zweytens  a'  =  n  ,  oder  die  Kraft  P'  wirke  in  der  Richtung  der 

Linie  1 ,  so  ist 

~  «.  P'  h 

P'  =  —  P  Sin  n       oder   — =—  - 

•    P  1 

R=PCosn  TF  =  T 

Sey  ferner  «'=  90  oderbeyde  Kräfte  wirken  in  der  senkrechten 
Richtung  der  z,  so  ist 

P'  =  —  P  und  R  t=  o 

oder  für  das  Gleichgewicht  müssen  beyde  Kräfte  einander  gleich 
und  entgegengesetzt  in  ihren  Richtungen  seyn. 

Sey  endlich  n  ss  90 °,  oder  die  schiefe  Fläche  so  wie  die 
Richtung  der  Schwere  vertikal ,  so  ist 

P'  Sin  a'  =  —  P 

In  dem  letzten  Falle  ist  nämlich  der  Körper  in  seiner  Rewegung 
frey,  und  blofs  der  Schwere  P,  deren  Richtung  senkrecht  ist, 
und  einer  Kraft  P'  unterworfen,  deren  Richtung  mit  der  Achse 
der  x  den  Winkel  a*  bildet.  Da  beyde  Richtungen  in  der  Ebene 
der  xz  liegen ,  so  ist  a  =  90 ,  «y  m  o  und      =  90  — a,*  also 

X  =  P  Cos  a' 
Z  =  P  +  P'  Sin  a' 
und  die  Redingungsgleichungen  des  Gleichgewichtes  sind 

X  =  o  Z  =  o 

1 

d.  h.  das  Gleichgewicht  hat  statt ,  wenn  P  =  —  P'  Sin  <*'  ist , 
wie  zuvor. 

Man  suche  das  Gleichgewicht  von  drey  Körpern ,  die  an  ei- 
nem unbiegsamen  und  unausdehnbaren  Faden  befestigt  sind,  und 
auf  deren  jeden  eine  gegebene  Anzahl  von  Kräften  nach  gegebe- 
.  nen  Riehtungen  wirken. 

Man  bringe  zuerst  alle  Kräfte  ,  die  auf  den  ersten  Körper 
wirken  ,  nach  §.  4.  auf  drey  X  Y  Z ,  deren  Richtungen  parallel 
mit  den  senkrechten  Coordinaten  xyz  dieses  Körpers  sind.  Eben 
so  seyen  x'y'z'  die  Coordinaten  des  zweyten  Körpers  undX'Y'Z' 
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die  auf  ihn  wirkenden  senkrechten  Kräfte.  Für  den  dritten  Kör- 
per seyen  endlich  dieselben  Gröfsen  x"  y"  z"  und  X"  Y"  Z". 
Nennt  man  a  die  Distanz  des  ersten  Körpers  von  dem  zweyten  , 
und  b  die  des  zweyten  von  dem  dritten ,  so  sind  die  Bedingungs- 
gleiehungen  der  Aufgabe 

da  =  o ,  db  =  o 

so  dafs  also  die  Stange,  an  welcher  die  drey Körper  befestigt 
sind ,  in  dem  Orte  des  zweyten  Körpers  unter  irgend  einem  ver- 
änderlichen Winkel  gebrochen  seyn  kann. 

Diefs  vorausgesetzt  ist  also  die  Gleichung  des  Gleichge- 
wichtes 

o  a  Xdx  +  Ydy  +  Zdz 
+  X'dx'      Y'dy'+  Z'dz' 
-f.  X''dx''+Y''dy''-f-Z''dz  " 
+  A.da     +  Jl'db 

Es  ist  aber 

a*  =  (x'  —  x)2  -f  (y'  — y)f  +  (z'~ z)a 
b«  =  (x"—  x')a  +  (y"— y')'+(z"— z')' 

Diflferentiirt  man  die  beyden  letzten  Gleichungen  in  Beziehung 
aufxx'x"....  und  substituirt  man  die  so  erhaltenen  Werthe  von 
da  db  in  der  vorhergehenden  Gleichung,  und  setzt  endlich  die 
Coefficienten  von  dx  dy.. . .  jeden  für  sich  gleich  Null,  so  erhält 
man  neun  Gleichungen,  welche  durch  die  Elimination  der  beyden 
unbestimmten  Factoren  Ä  und  V  auf  folgende  sieben  reducirt 
werden 

X-f-X'4-  X"c=o 

Y  +  Y'-f  Y"=o 

Z+Z'  -f-  Z"=o 
(X'  +  X")  (y'-y)  -  (Y<  +  Y")  (x'-x)  =  o 
(X'-f-  X")  (z'— z)  —  (Z'-f.  Z")  (x'— x)  =  o 

X"  (y"  —  y')  —  Y"  (x"  —  x')  =  o 

X"  (z"—  z')  —  Z"  (x"  —  x')  =  o 

und  diese  sieben  Gleichungen  verbunden  mit  den  zwey  gegebe- 
nen Ausdrücken  von  a9  und  ba  reichen  hin,  die  Lage  eines  je- 
den der  drey  Körper  für  das  Gleichgewicht  zu  bestimmen.  Man 
sieht,  wie  leicht  sich  diese  Auflösung  auch  auf  mehr  als  drey 
Körper  ausdehnen  läfst. 

Setzt  man  voraus,  dafs  der  erste  Körper  fest  ist,  so  sind 
die  Ausdrücke  dx  =  dy  =  dz  =  o  und  die  Glieder,  welche  diese 
Gröfsen  zu  Faktoren  haben,  verschwinden  von  selbst,  so  dafs 
von  den  letzten  sieben  Gleichungen  auch  die  drey  ersten  ver- 
schwinden, während  die  vier  letzten  dieselben  bleiben. 

Wäre  auch  noch  der  dritte  Körper  fest ,  so  gehen  alle  sie- 
ben Gleichungen  in  folgende  einzelne  über 
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X'  (ja—  y 0  —  Y'  (x"—  x')  _  x  (y'— y'Q— x'  (y— y"H-  x"(y— y') 

X'  (z'<—  z')  —  Z' (x"~x')  ~~  x  (z'— z")—  x'(z— z")  -|-x"(z— z') 

IT.  Um  die  Kraft,  die  von  der  Reaction  des  Fadens  auf  den 
Körper  kömmt,  d.  h.  um  dje  Spannung  des  Fadens  zu  finden, 
hat  man 

dL  =  da  =  (x/--x)(Jx/.-.dx)+Cy/--yXJy/--Jy)+(»/-g)(Jg/--Jz) 

a 

also  auch  für  den  ersten  Körper 

dL  ___(x'—x)   dL  =  __  (y'— y)  dL  (z'— z) 

dx  a     '  dy  a     *  dz  a 

und  daher   

y<s>"+<3»®:-' 

woraus  folgt  (g.  3.),  dafs  der  erste  Körper  von  den  andern  eine 
Gegenwirkung  =  erhält,  deren  Richtung  senkrecht  auf  die  Flä- 
che ist,  deren  Gleichung  dL  =  da  =  o  ist.  Diese  Gleichung  ge- 
hört aber  für  eine  Kugel ,  deren  Halbmesser  a  ist  und  deren  Mit- 
telpunkt zu  den  Coordinaten  x'y'z'  gehört,  also  wird  diese  Kraft 
die  Richtung  dieses  Halbmessers,  d.h.  die  Richtung  des  Fadens 
haben,  der  den  ersten  Körper  mit  dem  zweyten  verbindet.  Eben 
so  wird  man  finden ,  dals  eine  der  vorigen  gleiche  Kraft  X  auf 
den  zweyten  Körper  wirke ,  deren  Richtung  ebenfalls  der  Faden 
a  ist  ,  und  dafs  auf  denselben  zweyten  Körper  noch  eine  zweyte 
Kraft  \*  wirke ,  deren  Richtung  der  Faden  b  ist ,  welcher  den 
zweyten  Körper  mit  den  dritten  verbindet. 

III.  Wäre  der  Faden  nach  seiner  Länge  ausdehnbar ,  oder 
elastisch,  und  A,  B  die  Contractionskräfte  der  Theile  a ,  b  des 
Fadens,  so  würden  diese  Kräfte  das  Moment  Ada+Bdb  geben, 
und  man  hätte  für  das  Gleichgewicht 

Xdx  +  Ydy    +  Zdz 

+  X'dx'  +  Y'dy>  +  Z'dz' 

-f.  X"dx"-f-  Y"dy"+Z"dz" 

-f-  Ada  +  Bdb=o 

oder  kürzer 

2  (Xdx  +  Ydy  -}-  Zdz)  +  Ada  +  Bdb  =  o 

wo  2  wieder  das  bekannte  Summenzeichen  ist;  und  da  diese 
Gleichung  der  für  einen  unelastischen  Faden  gefundenen  ähnlich 
ist  j  so  wird  man  nur  in  der  vorhergehenden  Auflösung  X  =.  A 
und  x'  =  B  setzen.  (Lagrange.  Mec.  anal.) 

IV.  Soll  bey  einem  unelastischen  Faden  der  mittlere  Körper 
längst  dem  Faden  gleiten  können ,  so  wäre  die  Bedingung  der 
Aufgabe,  dafs  blofs  die  Summe  der  Abstände  des  ersten  Körpers 
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-von  dem  zwey ten  und  des  zwei  ten  von  dem  dritten  beständig  ist, 
und  man  hätte  für  das  Gleichgewicht 

2  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  +  %  (da      db)  =  o 

V.  Wir  wollen  endlich  annehmen,  dafs  die  drey  Punkte 
durch  zwey  unbiegsame  gerade  Linien  so  mit  einander  verbunden 
sind ,  dafs  diese  drey  Funkte  immer  dieselbe  Entfernung  von  ein- 
ander behalten ,  oder  dafs  diese  drey  Punkte  in  den  Scheiteln 
eines  Dreyecks  liegen ,  während  auf  den  ersten  derselben  die 
Kraft  P ,  auf  den  zweyten  die  Kraft  P',  auf  den  dritten  die  Kraft 
P"  nach  gegebenen  Richtungen  wirke. 

Sind  a  ß  <y  die  Winkel  der  Richtung  der  Kraft  P  mit  den 
drey  Achsen  der  Coordinaten ,  und  x  y  z  die  Coordinaten  des 
ersten  Körpers ,  und  bezeichnet  man  dieselben  GrÖfsen  für  den 
zweyten  und  dritten  Körper  mit  einem  und  mit  zwey  Strichen , 
so  hat  man  für  die  nach  denselben  Achsen  zerlegte  Kraft  P 

X  =  PCos«,  Y  =  P  Cosß,  Z  =  PCos  y 

und  eben  so  für  die  zweyte  und  dritte  Kraft 

X'  =  P'  Cos        Y'  =-  P'  Cos  ß',  Z'  -=  P'  Cos  y 

X"  =  P"Coo  a",  Yr"  =  P"Cos  ß",  Z"  =  P"  Cos  «y" 

Ohne  daher  auf  die  Bedingungen  der  Aufgabe  Rücksicht  zu  neh- 
men, würde  man  für  das  Gleichgewicht  dieser  drey  Punkte  haben 

'     o  =  Xdx     +  Ydy     +  Zdz 

+  X'dx'   +  Y'dy'  +  Z'dz' 

+  X"dx"  +  Yr"dy"  +  Z"dz".  .  .  (i) 

Allein  die  Bedingung  der  Aufgabe  ist,  dafs  die  drey  Distanzen  der 
Körper  untereinander  constant  seyn  sollten.  Nennt  man  daher 
a  die  Distanz  des  zweyten  Körpers  von  dem  dritten,  a'  die  des 
ersten  von  dem  dritten,  und  a"  die  des  ersten  von  dem  zwey- 
ten ,  so  hat  man 

a9  =  (x'"-_  x')a  -f  (y"—  y)9  +  (z"-z')91 

a'9  sss  y.y  +  (y//~  yy  +  (z"_  z)9  \  .  .  .  (2) 

a"»-«  (x'  —  x)9  +  (y<  —  y)*  +  (z'  —  z)9  J 

und  da  diese  Gröfsen  a  a'  a"  unveränderlich  seyn  sollen ,  so  hat 
man  da  =  o ,  da'  =  o,  da"  =  o,  wo  diese  Differcntialien  in  Bezie- 
hung auf  u'x"  y . . . .  genommen  werden ,  so  dafs  man  hat 

(x--xO(dx''_dxO+(y''-yO(<Iy//---<IyO+(z/-zO(^'-^/) 

da  _      ■■  — — — — — — — _____ ______ m 

a 

und  so  weiter  für  die  übrigen. 

Daraus  folgt  also ,  dafs  man ,  um  die  vollständige  Gleichung 
des  Gleichgewichtes  zu  erhalten,  zu  der  Gleichung  (i)  noch  die 
Gröfse 

Xda  +  Jl'da'  +  a/'da" 
addiren  müsse ,  wo  %  V  W  unbestimmte  Faktoren  sind. 
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Substituirt  man  dann  in  der  Gleichung ,  die  manflso  erhält , 
die  angezeigten  Werthe  von  da ,  da',  da",  so  hat  man ,  da  die 
Gröfsen  dx,  dx',  dx",  dy....  Ton  einander  unabhängig  sind, 
folgende  Gleichungen 


y 
z 


_ *L' (x' -  x)  -  ^  (x"~- x)  =  ol 
a"  a'  | 

-^(y/-y)-i'(y'/-y)  =  o  . 
a"  a'  i 

^(Z'-Z>-a-'(Z"-Z)  =  ° 


X'  +  ^(*'-x)-^(x«-x<)  =  0 

V' + x4,     y)~7  (y"~  y  o  =  ° 

a"  • 
Z'+  ^  (*'-  z)  -  ~  (z"-z  )  =  o 

X"+  —  (x'<— x')-{- ~(x"— x)  =  o 
a  a' 

Y"+^(y"-yO.+  ^Cy//-y)  =  ° 

Z//+  *  (2//_Z')+ ~(z"  — z)  =  o 
a  a' 

Eliminirt  man  aus  diesen  neun  Gleichungen  die  Gröfsen  %  V  A,", 
so  erhält  man  sechs  Gleichungen  ,  die  mit  den  drey  Gleichungen 
(2)  verbunden,  hinreichen,  den  Ort  jedes  der  drey  Körper  für 
das  Gleichgewicht  zu  bestimmen. 

Addirt  man  von  den  letzten  neun  Gleichungen  die  1,4*7 
und  2 ,  5 ,  8,  und  endlich  3 ,  6 ,  9 ,  so  erhält  man  folgende  drey 
Gleichungen  zwischen  den  Gröfsen  X,  X'... 

X  +  X'  +  X"  =  o 
Y  +  Y'  +  Y"  =  o 
Z  +  Z'  +  Z"  =  o 

und  nun  ist  es  leicht ,  noch  drey  andere  zu  finden ,  nähmlich 

Xy  —  Yx  +  X'y'  —  Y'x'  +  X"y"  —  Y"x"  =  ol 

Xz  —  Zx  -f-  X'z'  —  Z'x'  +  X"z"  -—  Z"x"  ss  o  \, .  . .  (B) 

Yz  —  Zy  -f-  Y'z'  — -  Z'y'  +  Y"z"  —  Z"y"  =  o  j 

und  (A)  und  (B)  sind  die  sechs  gesuchten  Gleichungen.  Man 
kann  ihnen  leicht  noch  andere  Formen  geben.  Substituirt  man 


(A) 
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z.  B.  in  den  Gleichungen  (B)  die  Werthe  von  X",  Y",  Z"  aus 
(A),  so  erhält  man 

X  (y-y")  —  Y  (x— x")  +  X'  (y'~ y")  —  Y'  (x'— x")  =  o^l 

X  (z— z')  —  Z  (x  —  x')  +  X"(«"— z')-TZ"(x"— X')  =  o  V(B') 

Y'(z'—  z)  —  Z'(y'—  y)  +  Y"(z"--z)  —  Z"(y"—  y)  =  o  J 

und  auch  die  Gleichungen  (A),  (B')  bestimmen  das  Gleichge- 
wicht. 

Sind  ferner  ABC  die  Winkel  der  Dislanz  a  mit  den  Ach- 
sen der  x  y  z  und  bezeichnet  man  dieselben  Gröfsen  für  a'  mit 
einem  und  für  a"  mit  zwey  Strichen,  so  ist 

— x'=aCosA    x"— x  =.a'CosA'.  x<— x  =  a"CosA" 

yu — y/ssaCosB    y"—  y  =  a'CosB'    y'— y  =  a"CosB" 

z"— z'  =  aCosC    z"— z  =  a' Cos  G'    z'—  z  =  a"CosC" 

also  auch  die  Gleichungen  (B')}  wenn  man  die  vorigen  Werthe 
von  X  Y  Z  wieder  herstellt , 

Pa'  (Cos  A*  Cos  ?-Cos  B'  Cos  a)-+-P'a  (Cos  A  Cos?'— Cos  B  Cos  jft  =  6\ 

Pa"  (Cos A"Cos y-CosC"Cosa)  +P  'a  (CosCCos  «''-Cos A Cos/'')  =o  l...(B") 

P'a"(CosC"Cos3'-CosB"Cosy/)+P'/a/(CosC/CosyS'-CosB'Cos)'/'>=oj 

Liegen  die  Bichtungen  der  Kräfte  alle  in  der  Ebene  des  Drey- 
eckes,  welches  durch  die  drey  Körper  geht,  und  nimmt  mau 
diese  Ebene  für  die  Ebene  der  xy  an,  so  ist  z  =  z'  =  z"  =  o, 
und  die  Winkel  a  -f-  ß,  «/-f-ß/,  so  wie  die  Ä  -|-  B,  A'-f-  B'  sind 
rechte  Winkel .  für  welchen  Fall  daher  die  erste  der  Gleichungen 
(B")  in  folgende  übergeht : 

P^  a  Sin  (<**  —  A) 

.       ~*~       a'  Sin  {cc  —  A') 

Aehnliche  Ausdrücke  erhält  man  für  —  und —    und  aus  ihnen 

p*/        p/*  »• 

findet  man  leicht,  dafs  für  das  Gleichgewicht  dreyer  Kräfte  je 
zwey  derselben  sich  verhalten  müssen ,  wie  verkehrt  die  Lothe 
von  dem  Mittelpunkte  der  dritten  Kraft  auf  die  Richtungen  der 
beyden  anderen  Kräfte  „  worin  bekanntlich  die  ganze  Theorie  des 
gebrochenen  Hebels  besteht. 

Sind  die  Richtungen  der  Kräfte  unter  sich  parallel,  und  ist 
der  Hebel  geradlinigt ,  so  ist  ce  ==  *'  =  a" ,  und  A  =  A'  =  A" 
also  jene  Gleichungen 

.  .   L__L\  p  __L  L__a_l  ■ 

V  ~      a'    P  "—      a"'  P"~     a"      .  • 

oder  je  zwey  Kräfte  verhalten  sich,  wie  verkehrt  ihre  Entfer- 
nungen von  der  dritten  Kraft.  Aus  der  zweyten  dieser  Gleichun- 
gen folgt  auch 

'     P  a 

I  — :   — 

P"— P  *' 

HL  C 
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und  diese  mit  der  ersten  verglichen  gibt 

P  +  P'  —  P"  =  o 
iihereinbtimmcnd  mit  den  Gleichungen  (A). 

Man  suche  endlich  das  Gleichgewicht  eines  biegsamen  und 
unausdehnbaren  Fadens,  auf  dessen  alle Theile  gegebene  Kräfte 
i1  F'  P". .  . .  nach  gegebenen  Bichtungen  wirken. 

Da  der  Faden  hier  schon  wie  ein  Körper  betrachtet  wird, 
wie  ein  Cylindcr  von  durchaus  gleicher  Dicke  und  gleicher  Dich- 
tigkeit derMafse,  so  werden  wir  die  Gleichung  anwenden,  welche 
<).  I  gegeben  wurde.  Nachdem  also  alle  auf  den  Faden  wir- 
kenden Kräfte  auf  drey  andere  X  \f  Z,  welche  den  Achsen  der 
Coordinaten  parallel  sind  ,  gebracht  worden  ,  hat  man,  vermöge 
jener  Gleichung  ,  wenn  die  Aufgabe  von  keiner  Nebenbedingung 
beschränkt  War ,  für  das  Gleichgew  icht  des  Fadens  die  Glei- 
chung 

o  =  S  (X&  4-  Yfy  +  Z&)  dm 

wo  dm  das  Element  des  Fadens  bezeichnet,  welches  hier  dem 
Elemente  ds  der  von  dem  Faden  gebildeten  Curve  durch  die 
Dicke  des  Fadens  multiplicirt  proportional  ist. 

Allein  die  Aufgabe  ist  einer  Bedingung  unterworfen,  auf 
welche  wir  bisher  nicht  Rücksicht  genommen  haben.  Da  näm- 
lich der  Faden  unausdehnbar  seyn  soll ,  so  hat  man  die  Be- 
dingungsgleichung' ds  =  o.  Man  wird  daher  der  vorigen  Glei- 
chung (nach  J.  t).  i)  noch  die  Gröfse  Sx£.  ds  hinzufügen.  Es  ist  aber 

ds-  =  dx«  +  dy«  +  dz'  also  *.da  =  <*x&x  +  dy%  +  dz  jd, 

ds  • 

also  auch 

SA^.ds  =  SX  if  &x  +  $7L  *E  Sdy  -f  S\  *f  &rz 
ds  ds  ds 

Es  ist  aber  das  Integral 

dx 

S\      <5<Ix  oder  was  dasselbe  ist , 
ds 

ds  ds  ds 

und  wenn  wir  dieses  Integral  zwischen  zwey  Gränzpunkten  nelr- 
men,  deren  einem  die  Coordinaten  x'y'z'  und  dem  andern  x"y"z" 
angehören ,  so  ist 

ds  ds"  ds'  ds 

Sldx 

Das  übrig  bleibende  Integral  S^x,  d  •  •"JJ"  zwischen  den  beyden 
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Gränzen  über  die  ganze  Länge  des  Fadens  ausgedehnt.  Aehn- 
Jicne  Ausdrucke  hat  man  für 

# 

Sx  ^  dfy  und  S*  ^  d& 

Die  allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichtes  ist  daher  (g.  o.  I) 
o  =  S  [(Xdm-d.*       ix  +  (ydm-d.x  ,y 

+  (zdm-d.x^^l 

X"      /  v  - 

-  ^(dx'^/+dy'V  +  ciz'^Y...(1) 

v      .  i"  j  v ' . 

Diese  Gleichung  kann  aber  nur  bestehen ,  wenn  der  unter  dem 
Integralzeichen  begriffene  Ausdruck  für  sich  gleich  Null  ist.  Da 

ttZSSföft  *  Und&  !*  ei"ander  U"0th^ng 
o  =  Xdm-d.*^,  o  =  Ydm-dag,  o  =  Zdm-d.x± 

und  da  diese  Gleichungen  allein  die  Variationen  d ,  ohne  S,  ent- 
halten so  bestimmen  „e  die  Figur,  welche  der  Faden  im  Zu- 
geben        Gle,chSew,th»  «n.fs.  Ihre  Integrationen 

ig  = A  +yXdm,  ig  =  „  +/Vumi         =  ,  +/z<Ira 

'  -  -       jy  =  gj±Vj^     j  d*      C  +.y  Zdm 
dx     A  -f-/Xdm       dx  ~  A  -f.  /Xdm 

welche^ die  gesuchten  Gleichungen  der  Gurre  sind,  die  der  Fa 
den  annimmt,  wenn  er  im  Gleichgewichte  ist. 

.  1  J  =J  =  °  ■»«  "*g  d*e  constante  Schwei  e,  und 
dny=  ds  das  Differential  des  Bogens  der  krummen  Linie,  so 
«tnd  die  Torhergehenden  Gleichungen,  da  y  =  o  ist 

*  dx      a      ,  d* 

.  - :  ,     x  di= Aönd^ä7-c.T-g,  . 

also,  wenn  man  aus  ihnen  die  Gröfse  X  eliminirt, 

dz 
dx 

*  > 

c  ■ 


A  *  -  C  +  g, 
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die  bekannte  einfache  Gleichung  Jer  Kettenlinie.  Substi- 

tuirt  man  in  ihr  für  dx  die  Gräfte  j/ds9 —  ds*,  so  erhält  man 
die  Gleichung 

Jz=       (C  +  gs)d,_ 
V/A9-f-(C  +  gs)* 

deren  Integral  ist 

z+  A'  =  ~.  (/A'+CC-r-gs)» 

also  ist  die  Kettenlinie  rectiiicahe) ,  wie  bekannt.  Endlich  ist  die 
Spannung  des  Fadens  in  jedem  seiner  Punkte 

II.  Sollte  der  Faden  auf  einer  Fläche  liegen,  deren  Glei- 
chung dz  ss  pdx  -J-  qdy  ist,  so  hat  man  auch  $?>  =a  p^x  -f-q^y, 
und  wenn  man  diesen  Werth  Ton  in  der  Torhergehenden 
^Gleichung  des  Gleichgewichtes  substiluirt,  und  die  Factoren 
der  nun  von  einander  unabhängigen  Gröfs.en  <£x  und  £y,  jeden 
für  sich,  gleich  Null  setzt,  so  erhält  man  für  das  Gleichgewicht 
des. Fadens  die  beyden  Gleichungen  . 

,  \dx  /  m  adz\ 

o  ss  Xdin  —  d.        -f-  p  (  Zdm  —  d .  -j-  V 

r.  o  =  Ydm—d.^+  q(zdm  — d. 

III.  Noch  haben  wir  die  Glieder  der  Gleichung  (i)  zu  Be- 
rücksichtigen ,  welche  aufsei  dem  Integralzeichen  stehen ,  und 
welche  sich  daher  auf  die  zwey  Endpunkte  des  Fadens  beziehen. 
Seizt  Irtan  voraus8,  dafs  der  Faden  an  seinen  beyden  Endpunk- 
ten fest  ist,  so  sind  die  Gröfsen  #x',  £x"....  alle  selbst  Null,  und 
man  hat  weiter  keine  Bücksicht >uf  diese  Glieder  der  Gleichung 
(i)  zu  nehmen.  * !. 

Nimmt  man  aber  z.  B.  an  ,  dafs  das  eine  Ende  des  Fadens 
auf  der  Fläche  dz'  =  p'dx'-r-  q'dy'  und  das  andere  Ende  auf  der 
)■  lache  dz"  =  p"dx"  +  q"  dy"  bleiben  soll,  so  hat  man  noch 
;=  p'^x'  q'<Sy'  und  <£z"  ss  p"fo"  q"<fy".  Man  wird  also 
diese  Wertbe  von  iz'.  und,&"  in  jenen  Gliedern  der  Gleichung 
-  (i)  substituiren ,  und  dann,  wie  zuvor,,  die  Coeflicienten  von 
cFx',  #y',  Äv"und^y"  einzeln  gleich  Null  setzen,  wodurch  man  vier 
Gleichungen  erhält,  welche  die  Lage  derEndpunkte  auf  ihren  Flä- 
chen für  das  Gleichgewicht  bestimmen  werden.  Lagrange.  Mec.  anaU 

•  ... 

'  1    '  '  $.  i5. 

Wir  haben  im  J.  io.  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  Coor- 
dinaten  des  Schwerpunktes  gegeben.  Um  auch  diese  Ausdrücke 
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a-uf  einige  besondere  Fälle  anzuwenden,  wollen  wir  zuerst  Jen 
Schwerpunkt  eines  Kreisbogens  suchen,  dessen  Länge  B  und 
der  Halbmesser  des  Kreises  a  seyn  soll.  —  Nimmt  man  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  in  dem  Mittelpunkte  des  Kreises, 
so  hat  man  nach  g.  10.  III 


'        /xds  /yds 

X  =  — ~,     X   HB  — -,    Z  —  O 

s  s 

und  wenn  man  für  die  Achse  der  x  den  Halbmesser  annimmt , 
welcher  durch  die  Mitte  des  Bogens  b  geht,  so  ist  offenbar  auch 
Y  ==  o,  weil  der  Schwerpunkt  in  diesem  Halbmesser  liegen  mufs. 
Wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Schwerpunktes 
die  einzige  Gleichung 

v       /  Xds 

g 

Es  ist  aber  x  =  a  Cos  —  und  daher ,  wenn  man  von  s  =  -f-  i  b 
bis  s  =  —  £  b  integrirt. 

X  —  — .  /  ads  Cos  -  =  _--.  Sin  — 

d  J  ~*b  /ab  2a 

Da  aber,  wenn  c  die  Sehne  des  Bogens  b  bezeichnet,  c  = 

0.    b  .  a  c 

2a  oin  t  ist,  so  hat  man  auch  X  =  —  oder  die  Distanz  des  Schwer- 
2a  b 

punktes  yom  Mittelpunkte  des  Kreises  ist  die  vierte  Proportio- 
nale zu  der  Länge,  der  Sehne,  und  dem  Halbmesser  des  Bogens. 

I.  Sucht  man  den  Schwerpunkt  einer  ebenen  Figur,  die 
durch  die  Achse  der  x  und  durch  eine  ebene  Curve  begrenzt  ist, 
so  hat  man  nach  J.  io.  IV 

/yxdx       •  */y'dx 

Jm  > — ; —  und  i  =  — - — -  

fydx  fydx 

Für  den  Abschnitt  des  so  eben  betrachteten  Kreises  zwischen 
der  Sehne  c  und  dem  Bogen  b,  hat  man,  wenn  man  wieder  die 
Achse  der  x  auf  dem  Halbmesser  annimmt,  welcher  den  Bogen, 
also  auch  den  Abschnitt  des  Kreises  halbirt, 

Y  =  o ,  und  X  =  S*  Jx  \/^=^r 

/dx  j/a*— xa* 

Das  Integral  des  Zählers  ist/xdx.  \/aa— x9  =  —  i  (aB  x*)» 

also  auch  dieses  Integral  zwischen  x  =  a  und  x  =  ^  a9 — ?1 
genommen,  gleich  — .    Nennt  man  also  At=/ydx  die  Fläche 
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des  Abschnittes  selbst  und  c  die  sie  begränzende  Sehne ,  so  ist 
c3 

X  =  —r. 
«2  A 

II.  Sucht  man  den  Schwerpunkt  der  Oberfläche  des  Kugel- 
abschnittes ,  der  durch  die  Umdrehung  des  bisher  betrachteten 
Kreisabschnittes  um  denjenigen  seiner  Halbmesser  entsteht ,  der 
durch  die  Mitte  des  Abschnittes  geht,  so  wird  der  Schwerpunkt 
auf  demselben  Halbmesser  liegen,  und  seine  Entfernung  von 
dem  Mittelpunkte  der  Kugel  wird  (nach  J.  10.  V)  seyn.  . 

fxj  \/dx»  +  dy> 

X  =  .   ■ 

'    Jy  l/dx'+dy» 
Behält  man  aber  die  vorigen  Bezeichnungen  bey ,  so  ist 

y  =  \/aa— x9  und  Vdxa  +  dy'  =  '  ;  *  also  auch 

Jy  J/dx*  +  dyB  =  /adx  und/xy  \Zdx9+dy*  =  /axdx. 

Nennt  man  daher  h  die  senkrechte  Entfernung  der  Sehue  dieses 
Abschnittes  von  dem  Mittelpunkte,  und  nimmt  man  diese  bey- 
den  Integrale  von  x  =  h  bis  x  =  a  ,  so  erhält  man 

* 

Jy  J/dxa-t-dy»  =  a  (a— h)  und  fxy  !/dx»4-dy»  =~(a8_h3) 

also  ist  X  =  a  —  ^  oder  der  gesuchte  Schwerpunkt  liegt  in  der 
Mitte  zwischen  der  Sehne  und  dem  Endpunkte  jenes  Halbmessers. 

III.  Man  suche  den  Schwerpunkt  des  Theiles  einer  Kugel , 
der  zwischen  zwey  auf  der  Achse  der  x  senkrechten  gegebenen 
Ebenen  enthalten  ist. 

Da  die  Kugel  aus  der  Umdrehung  eines  Kreises  um  einen 
seiner  Durchmesser  entsteht,  so  haben  wir,  wenn  wir  diesen 
Durchmesser  für  die  Achse  der  x  nehmen,  nach  10.  VI  für 
den  Abstand  des  Schwerpunktes  in  dieser  Achse  von  dem  Mit- 
telpunkte der  Kugel 

/ya  xdx 
=   Jy9  dx 

Ist  a  der  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises ,  so  ist  die  Glei- 
chung des  Kreises  x3  +y3  =  a3  und  daher 

a9x«  x* 


x      /(a'-x»)xdx  = 


/(a'-x'Jdx  a*x_iL 

3 


Ist  ferner  A  der  Abstand  der  ersten  und  B  der  Abstand  derzwey- 
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ten ,  das  KugelstücU  begränzcndcn  Ebene  von  dem  Mittelpunkte 
der  Kugel,  so  ist  der  Werth  von  X  zwischen  den  Gränzenx=A 
und  x  =  B  genommen 


»   sä* — A9 — B* 
3a'~  A'— B" — AB 


x  =  ar(A'-B-)-u^-B-)  m 4 (A + B) 

aa  (A  —  B)  —  j  (A* — B3) 

und  dieses  ist  die  gesuchte  Entfernung  des  Schwerpunktes  des 
gegebenen  Kugelstückes  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel.  Für 

3a 

die  Halbkugel  ist  A  =  o  und  B  •=  a  also  X  =         und  für  die 

o 

ganze  Kugel  ist  A  =  B  =  o,  also  auch  X  =  o. 

Nicht  weniger  einfach  ist  die  Bestimmung  des  Schwerpunk- 
tes auch  für  alle  diejenigen  Körper ,  die  wenigstens  in  Beziehung 
auf  eine  einzige  ihrer  drey  senkrechten  Achsen  symmetrisch  sind. 
Denn  ist  dieses  z.  B.  die  Achse  der  z ,  so  kann  man  den  Körper 
durch  unendlich  viele  Ebenen,  die  alle  auf  diese  Achse  der  z 
senkrecht  stehen ,  in  seine  Elemente  zerlegen ,  und  jedes  die- 
ser Elemente  als  einen  Cylinder  betrachten,  dessen  Höhe  gleich 
dz  ,  und  dessen  Basis  der  Durchschnitt  W  des  Körpers  mit  einer 
jener  Ebenen  ist,  so  dafs  das  integral /Wdz  zwischen  z  =  A  und 
z  —  B  genommen  ,  das  Volum  des  Körpers  ausdrückt ,  welches 
zwischen  den  zwey  auf  die  Achse  der  z  senkrechten  Ebenen  ent- 
halten ist,  deren  Abstände  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordi- 
naten  A  und  B  sind.  Da  dann  der  Schwerpunkt  dieses  Theilcs 
des  Körpers  wegen  seiner  vorausgesetzten  um  die  Achse  der  z 
sv metrischen  Form  in  dieser  Achse  selbst  liegen  mufs ,  so  hat 
man  für  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  dem  Anfangspunkte 
der  Coordinateu 

/Wz  dz 

Z  =  •  . 

/Wdz 

Um  auch  dieses  durch  ein  Beyspiel  zu  erläutern  ,  so  wollen  wil- 
den Schwerpunkt  eines  Ellipsoids  suchen,  dessen  drey  Achsen 
a  b  c  sind.  Die  Gleichung  der  Oberlläche  dieses  Körpers  zwi- 
schen den  jenen  Achsen  parallelen  Coordinaten  x  y  z  ist  bekanntlich 

xa        ya  z2 

a~  +  b'  =  ' 

Der  Schnitt  dieses  Ellipsoids  mit  einer *dcr  xy  parallelen  Ebene, 
deren  Abstand  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  gleich  z 
ist ,  hat  zur  Gleichung 

xs      y 3  z* 
a""a  *"  b  ■  ~~  '  ~~~  ~3 
Dieser  Schnitt  ist  also  eine  Ellipse,  deren  halbe  Achsen 
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:VcJ- z»  und-Vc»-zä  snid. 


Da  die  Oberfläche  einer  Ellipse  gleich  dem  Produkte  ihrer  bey- 
den  halben  Achsen  in  die  Zahl  n  =  3 .  14159....  ist,  so  ist  die 
Fläche  dieser  Ellipse 

  ab« 

W  =  — -fc"— z«)     und  daher 


C*  Z« 


Z  = 


/Wz  dz 


/Wdz 


ca  z  —  — 


oder  wenn  man  diese  Intcgralien  zwischen  den  Gränzen  z  am  A 
und  z  =  B  nimmt 


Z  =      CA'-B»)-i(A<-B<)  _  ,  sc'-A'-B» 

 ,  —  *  C*  +  «)  3C»_A'-B'-AB 

c-  (A~B)-1(A3~B3) 

welcher  Ausdruck  also  unabhängig  von  den  beyden  anderen  Ach- 
sen a  und  b  des  Ellipsoids  ist.  Für  die  Hälfte  des  Ellipsoids  ist 
A  =  o  und  B  =  c,  also 

3c 

Z  =  — 
0 

also  wie  bey  der  Halbkugel,  deren  Halbmesser  c  ist« 

IV.  Um  endlich  auch  zu  sehen,  wie  die  allgemeinen  drei- 
fachen Integrale  des  §.  10.  VI  anzuwenden  sind,  für  einen  Kör- 
per von  irgend  einer  Gestalt,  so  wollen  wir  zuerst  den  körper- 
lichen Inhalt  K  eines  Kugelstüekes  suchen ,  welches  zwischen 
zwey  parallelen  Ebenen  enthalten  ist,  deren  Abstände  von  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  A  und  B  sind* 

Ist  a  der  Halbmesser  der  Kugel,  also  ihre  Gleichung 

a9  =  x*  +  ya  +  z* 

so  ist  überhaupt 

K  sb  fff  dx  dy  dz 

und  es  ist  willkührlich ,  in  welcher  Ordnung  diese  drey  Integra- 
tionen in  Beziehung  auf  dx ,  dy  und  dz  vorgenommen  werden. 
Nimmt  man  sie  z.  B  in  der  Ordnung  z  xy  vor,  so  ist 

K=/dy/dx/dz 

und  davon  gibt  das  erste  Integral  /dz  =  z  =  V a* — xa — y a 
so  dafs  man  hat 

K  ss  /dy  /dx  V  a°— x'— yJ 
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Es  ist  aber 

/dx  v/a«— x'~y»  =  S  /a>_ x'-y* 


+  J  (a'— y»)  Are  Sin  W—  y« 
Nimmt  man  dieses  Integral  von  dem  Mittelpunkte  oder  von  iso 
bis  zn  dem  unbestimmten  Punkte  x  ss  Va" — y» ,  so  hat  man 

/dx  l^a'—  x*—  y»  =  7  (a9-~y,) 

4 

wo  w  =  3 . 141  >() . . .  und  daher 

K  =  /dy  ./dx  \/a>--x'-ya  =  1  /dy  (a--y')  =»  £(a«  y  -  i  y») 

4  4 
und  wenn  man  dieses  Integral  zwischen  den  Gränzen  y  =  A  und 
y  b  B  nimmt,  für  das  gesuchte  Kugelstück 

'    *  K  =  ^[a'(A-B)-4CA'-B')] 

=  I(A-B)[a'-KA.'+B'+AB)] 

4 

Für  A  =•  a  und  B  «=  o  gibt  der  letzte  Ausdruck  den  achten 

*a3 

Theil  der  Kugel  gleich  -g-  *  also  die  ganze  Kugel  f  w  a*. 

Um  eben  so  den  körperlichen  Inhalt  K  eines  senkrechten 
Kegels  mit  kreisförmiger  Basis  zu  finden,  sey  a  der  Halbmesser 
der  Basis,  und  b  die  Höhe  der  Spitze  des  Kegels  über  der  Grund- 
fläche desselben ,  so  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche  des  Kegels 

a»  (b— z)'  =  b'  (x»+y») 

und  daher  das  gesuchte  Volum  desselben 

b 

K  =ydx/dy/dz  =  /dx/z  dy  =-/ax/dy  (a—  /x^-f-y') 
Es  ist  aber 

/dy  (a-  V^+Fj  -  ay~  1  y  V^^TF"  *  * 9  l°g  *  + Cons^ ' 

wo  die  Constante  der  Integration  auch  eine  Function  ron  x  seyn 

kann.  Wird  dieses  Integeal  von  y  =  o  bis  y  =  y/a* — xB  genom- 
men, so  hat  man 

  „   a-f-\/fiP 

/dy(a—  Vxa+J8)  =  ia\/a2— x9  —  ix8  Lo~ 

und  daher 

b  (  ■  b 


rr 

D 


K  =  -/dx  v/a«— x*  — — /x»  dx .  Log  n-fV«9— *'  oder 
3        v  sa  x 
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o**~'ö  a       Oa      °  x 

für  den  Theil  des  Volums  des  Kegels  ,  der  zwischen  zwey  auf 
der  Achse  der  x  senkrechten  Ebenen  enthalten  ist,  deren  die 
eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Basis ,  und  durch  die  Spitze  des 
Kegels  geht,  und  die  andere  um  die  GröTse  x  von  der  ersten 
entfernt  ist.  Setzt  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  x  =  a ,  so  er- 

ora9  b 

hält  man  den  vierten  Theü  des  Kegels   r,  also  den  ganzen 

2wa«b.  * 

* 

Der  berühmte  Kepler  gab  sich  (Nova  stereometria  do- 
li or  um)  viele  Mühe,  den  körperlichen  Inhalt  eines  solchen 
Kegel abschnittes  zu  finden,  ohne  seinen  Zweck  zu  erreichen, 
da  zu  seiner  Zeit  die  höhere  Geometrie  noch  sehr  unvollkom- 
men, und  die  eigentliche  Analvsis  des  Unendlichen  noch  ganz 
unbekannt  war. 

$.  16. 

Es  gibt  aber  noch  eine  andere  Art,  diese  Integration  auszudrü- 
cken, die  oft  viel  bequemer  ist  als  die  vorhergehende. 

Aus  irgend  einem  willkührlichen  Punkte  A  im  Innern  des 
Körpers  denke  man  sich  eine  gerade  Linie  r  an  irgend  einen  an- 
dern willkührlichen  Punkt  M  der  Oberfläche  des  Körpers.  Sey 
2  der  Winkel  der  r  mit  der  Achse  der  z  ,  und  w  der  Winkel  der 
Projection  von  r  auf  der  Ebene  der  xy  mit  der  Achse  der  x. 
Man  ziehe  aus  dem  Punkte  A  als  Mittelpunkt  mit  dera  Halbmes- 
ser r  zwey  unter  einander  senkrechte  Kreisbogen,  die  sich  in 
dem  Punkte  M  unter  einem  rechten  Winkel  schneiden,  und  von 
denen  der  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  der  xy  steht ,  während 
der  andere  mit  dieser  Ebene  parallel  ist.  Durch  einen  andern 
Punkt  N  der  Oberfläche  des  Körpers,  welcher  dem  vorherge- 
henden Punkte  M  unendlich  nahe  ist,  ziehe  man  aus  demselben 
Mittelpunkte  A  und  mit  demselben  Halbmesser  r  zwey  andere 
unter  einander  senkrechte  Kreisbogen,  welche  die  beyden  vor- 
hergehenden Kreisbogen  in  den  Punkten  M'  und  Ny  schneiden 
sollen.  Die  Ebenen  dieser  vier  Kreise  begränzen  einen  Theil  des 
Körpers ,  der  die  Gestalt  einer  Pyramide  hat ,  deren  Scheitel  der 
gemeinschaftliche  Mittelpunkt  A  aller  dieser  Kreise ,  und  deren 
Basis  der  Theil  MN  M'N'der  Oberfläche  des  Körpers  ist,  und 
man  sieht  leicht,  dafs  man  hat  MM'  =  NN'  =  rdS  und  MN' 
=  NM'  c  r  Sin  3dw,  so  dafs  also  die  Fläche  der  Basis  der  Py- 
ramide durch  den  Ausdruck  ra  d^  dw  Sin  $  dargestellt  werden 
kann.  Da  aber  die  Höhe  dieser  Pyramide  gleich  r  ist,  so  ist  der 
körperliche  Inhalt  derselben  4  r5  d^dw  Sin  9. 

Denkt  man  sich  aber  in  dem  Halbmesser  A  M  und  &  N  zwey 
andere  Punkte  m  und  11,  welche  den  vorhergehenden  M  und  N 
unendlich  nahe  und  in  dem  Innern  des  Körpers  liegen,  so  dafs 


/ 
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» 
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ihre  Fntfernungen  von  dem  Punkte  A  gleich  A  m  ;=  An  =  p  —  dr 
sind ,  und  zieht  man  dann  aus  demselben  Mittelpunkte  A  wieder 
vier  Kreisbogen ,  deren  sich  je  zwey  in  m  und  n  unter  rechten 
Winkeln  schneiden  ,  so  erhält  man  eine  andere  Pyramide  ,  deren 
Basis  (r  —  dr)a  dddwSinS,  und  deren  Höhe  r  —  dr,  deren  kör- 
perlicher Inhalt  also  gleich  £  (r  —  dr)J  d9dw  Sin  9  ist. 

Die  Differenz  der  beyden  Pyramiden  ist 

rs—  (r— dr)*     _   ,  _. 
 v3  »       .  d3dw  SinS. 

oder,  wenn  man  die  Differentialien  der  vierten  und  höheren  Ord- 
nungen wegläfst 

dK  ss  r»  Sind,  dr  d$  dw 

und  dieser  Ausdruck  kann  eben  sowohl  als  das  Element  des  gan- 
zen Körpers  angesehen  werden ,  wie  zuvor  der  unendlich  kleine 
Würfel  dxdydz. 

I.  Es  gibt  noch  ein  anderes  allgemeines  Verfahren, 
diese  Verwandlung  der  Coordinaten  vorzunehmen.  Hätte  man 
z.  B.  den  Ausdruck  U  dxdydz  ,  wo  U  eine  Function  von  xyz  ist, 
in  einen  gleichbedeutenden  zu  verwandeln ,  der  von  den  neuen 
Coordinaten  r  w  3  abhängt ,  so  wird  man  annehmen 

dx  =s  et  d9      ßdw  +  7  drl 

dy  as  »/  dS+ß'  dw  -f- «y'dr  1 1. 

dz  =  a"da+ß"dw  +  <y"dr  J 

wo  a  aß  . .  Functionen  von  r  w  S  sind. 

Da  nun  der  Ausdruck  fffUdx  dy  dz  dreyraahl  integrirt  wer- 
den soll ,  das  erstemahl  z.  B.  in  Beziehung  auf  x ,  das  heifst  in 
Beziehung  auf  y  =  z  =  Gonst.  oder  auf  dy  =  dz  =  o ,  so  fin- 
det man  den  entsprechenden  Werth  yotn  dx  durch  folgende  drey 
Gleichungen 

dx  =  «  dS  +  ß  dw+  7  dr 
o  bb  a'dS  +  ß'dw  +  cy'dr 
o    =  a"d3-J-ß"dw  +  <y"dr 

Eliminirt  man  nun  aus  diesen  Gleichungen  die  Gröfse  dw 
und  dr ,  und  setzt  man  der  Kürze  wegen 

T  =  «  (ß/y''_ß''Y')  +  ß  (*"<y'— *'y)  +  <y  (a'ß"— et"  ß') 
so  ist 

T.dd 

und  dieser  Werth  von  dx  bringt  das  Produkt  dx  dy  dz  [auf  die 
drey  variblen  Gröfsen  9,  y  und  z.  Um  weiter  eben  so  dy  zu 
finden,  wird  man  d3  =  dz  =  o  setzen,  wodurch  die  zwey  letz- 
ten die  Gleichungen  (I)  werden. 


,  i 
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dy  =  ß'  dw  +  iy'  dr  und  o  *=  ß"  dw  4.  y'/  dr , 
voraus  man  durch  Elimination  von  dr  erhält 

dy  =  (0<y'H3*vO|j' 
T.d3dw 

so  dafs  man  hat  dx  dy  =  —-7—»  wodurch  also  das  Produkt 

dx  dy  dz  auf  die  drey  veränderlichen  Gröfsen  3.w  und  z  gebracht 
wird.  Um  endlich  noch  dz  zu  finden,  wird  man  dä  =  dw  =  o 
setzen,  wodurch  die  letzte  der  Gleichungen  (I)  gibt  dz  =  *y//dr, 
so  dafs  man  hat  dx  dy  dz  =»  T.  63  dw  dr  oder 

ff/V  dx  dy  dz  =  ///  ü  Tf  d3  dw  dr  , 

in  welchem  letzten  Ausdrucke  die  Gröfse  U  ebenfalls  als  eine 
Funktion  von  r,  w,  &  zu  betrachten  ist. 

Behält  man ,  um  die  Anwendung  des  Vorhergehenden  zu 
zeigen,  die  obige  Bezeichnung  der  Gröfsen  rw3  bey,  so  ist 

x  ss  r  Sin  3  Cos  w   y  =  r  Sin  3  Sin  w    z  =  r  Cos  3. 

Differentiirt  man  diese  drey  Gleichungen  naph  allen  in  ihnen  ent- 
haltenen Gröfsen  ,  so  erhält  man 

a  es  r  Cos  3  Cos  w  ß  — — r  Sin  3  Sin  w  <y  =  Sin  3  Cos  w 
*i  es  r  Cos  3  Sin  w  ß'  =•  r  Sin  3  Cos  w  «y'  =  Sin  3  Sin  w 
a"=.-— rSin3  ß"=    o  <y"=  Cos  3 

also  ist  T  =  r3  Sin  3.  Setzt  man  daher  U  ss  1,  so  ist  das  Ele- 
ment des  Volums  des  Körpers 

dK  =  dx  dy  dz  =  T .  dr  dw  d3  =;  r"  dr  dw  d3  Sin  3  wie  zuvor. 

Hätte  man  aber  die  Winkel  3  und  w  so  angenommen  ,  dafs  man  hat 

x  =  r  Cos  3     y  =  r  Sin  3  Cos  w      z  =  r  Sin  3  Sin  w 

so  würde  man  ebenfalls  finden  T  =  ra  Sin  3  also  auch 
dK  =  r9  dr  dw  d3  Sin  3  wie  zuvor. 

II.  Verwickelter  wird  der  Ausdruck  in  r,  w,  3  für  das  Ele- 
ment der  Oberfläche  der  Körper,  das  bekanntlich  in  rechtwink- 
lichten  Coordinaten  x  y  z  gleich 

Man  kann  aber  die  drey  Gröfsen  x  y  z,  wenn  man  die  Glei- 
chung für  die  gegebene  Fläche  zu  Hülfe  nimmt,  immer  auf  zwey 
andere  Gröfsen  p  und  q  zurückführen,  so  dafs  man  hat 

dx  ss  a  dp  -J-  ß  dq 
dy  =  ce'dp  -f-ß'dq 
dz  =  u"dp  +  ß"dq 
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Eliminirt  man  aus  diesen  drcy  Gleichungen  die  zwey  Grofsen 
dp  .  dq ,  so  erhalt  man 

(*/  ja*/— a»ß<)  dx  +  (a"ß— « j8")  dy  +  (aß'— a'ß)  dz  =  o 

Die  Gleichung  einer  Ebene,  in  welcher  bekanntlich  immer  die 
Cöefficienten  von  dx,  dy,  dz  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche 
diese  Ebene  in  derselben  Ordnung  mit  den  coordinirten  Ebenen 
der  yz,  xz  und  xy  bildet.  Daraus  folgt,  dafs  jedes  Element  dS 
der  gegebenen  Fläche  zu  seinen  Projectionen  in  den  coordinirten 
Ebenen  der  yz,  xz  und  xy  in  derselben  Ordnung  die  Ausdrücke 
habe 

(«/ß//— a»ß')  dp  dq,  —  a/3")  dp  dq,    (aß'— a'ß)  dpdq, 

und  da  bekanntlich  das  Quadrat  jeder  ebenen  Figur  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  ihrer  Projectionen  auf  drey  unter  einan- 
der senkrechten  Ebenen  ist,  so  bat  man  für  das  Element  der 
Fläche  des  gegebenen  Körpers 

dS  =  dp  dq.^Ka'ß"— a"ß/)»+(a"ß-^aß'0'+(«ß'— 
Nähere  Anwendungen  dieser  Ausdrücke  werden  wir  weiter  un- 
ten kennen  lernen. 

III«  Wendet  man  das  Vorhergehende  auf  die  Bestimmung 
der  Coordinaten  X  Y  Z  des  Schwerpunktes  an ,  so  hat  man , 
wenn  f  die  veränderliche  Dichte  des  Körpers  bezeichnet ,  nach 

'    ;  /gjjjg  fr fy  an    7  ///zdK 

wo  K  z=fffev7  Sin  3  dr  dSdw 

and  da  man  nach  der  oben  angenommenen  Bezeichnung  der  Gröf- 
sen 3  und  w  hat  • 

x  m  r  Sin  3  Cos  w ,  y  =  r  Sin  3  Siri  w  und  z  =  r  Cos  3 
»o  erhält  man  für  die  gesuchten  Coordinaten  des  Schwerpunktes 

f/ffr*.  Sin»  3  Cos  w .  dr  d3  dw  ' 

X=Zjyy<tr*.  Sin,$<lr  d3  dw 

///fr8.  Sina  3  Sin  w  dr  d3  dw 


Y  —  -   —   — —  

> 

Z  = 


///fr9.  Sin  S.dr  &2  dw 
///fr»  Sin  3  Cos  3  dr  d3  dw 


y//fr»  Sin  3  dr  d3  dw 

Alle  diese  Integralien  werden  yon  w  =  o  bis  w  =  36o  dann 
ton  3  =  o  bis  3  =  180  und  endlich  von  r  =  o  bis  zu  dem  Werthe 
von  r  genominen ,  der  zu  irgend  einem  Punkte  der  Oberfläche 
des  Körpers  gehört. 

Suchen  wir  zum  Beyspiel  den  Schwerpunkt  eines  Kugelaus- 
schnittes ,  zu  welchem  der  Halbmesser  a  und  der  Winkel  a«  der 
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beyden  äufscrsten  Halbmesser  gehört.  Der  körperliche  Inhalt 
dieses  Kugelausschnittes  ist 

K  r*.  Sxn  S.dr  dS  dw. 

Wenn  2*  die  ganze  Peripherie  eines  Kreises ,  dessen  Halbmes- 
ser die  Einheit  ist,  bezeichnet,  so  ist  das  erste  Integral  von  K 
in  Beziehung  auf  \v  von  w  =  o  bis  w  =s  2*  genommen , 

K  m  %*fft  r9  dr.  Sin  »  da 
und  davon  ist  das  Integral  in  Beziehung  auf  S 

K  =  —  2*  Cos  3  .ff  r  *  dr 

also  auch  dieses  Integral  von  3  =  o  bis  3  =  a  genommen 

K  =  2*  (1— Cos  «)  />r3  dr 

und  eben  so  findet  man,  dafs  die  beyden  Integrale  f/ff*3* 
Sin«  S  Cosw.dr  dS  dw  und///^ r9.  Sina  B  Sin  w.  dr  dSdw  zwi- 
schen denselben  Gränzen  genommen,  gleich  Kuli  sind.  Endlich  ist 

f/ffr*.  Sin  »Cos  3. dr  da  dw  =  »Sin8  a./?r»  dr. 

Wir  haben  daher  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 

v  -  7  Sirt'«/gr»  dr  i+Cos«  /gr»*r 

X  =  1  =  o  und  Z  =  —  —  — —  =  .  - — — r- 

2  (1— -Cos«)/f  r3  dr  2        Jfr2  dr 

4  ■  » 

Nimmt  man  an,  dafs  die  Dichte  der  Kugel  von  dem  Mittelpunkte 
wie  die  nte  Potenz  der  Entfernung  wächst,  so  ist  {  =  r",  also 
der  körperliche  Inhalt  des  Segmentes 

K  =  n+3-*  S-82- 


undZ  =  ~7.&  Cos8- 
n-j-4  2 


•  1 


Ist  die  Dichte  der  Kugel  in  allen  ihren  Theilcn  dieselbe,  so  ist 
in  =  o  oder 

r;  . . .  •  •  .  *  •  * 

K  =  -T-  •  as  Sin'-  und  Z  =  —  Cos' - 

_   fl  _  4        .  a 

Für  die  halbe  Kugel  ist  *  e=  90  also 

'  „     2*  3a 
K  =  — .  a*  und  Z.  es  —  ,  wie  zuvor. 

■  "  ....Vi 


t 

>•!•   >  ■  r 

X  *  *  .  '  * 
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ZWEYTES  KAPITEL. 


Von   der  Bewegung  überhaupt. 


W  enn  ein  Körper  ruht ,  oder  im  Gleichgewichte  ist ,  so  kann 
er  sich  selbst  keine  Bewegung  geben ,  weil  er  in  sich  selbst  kei- 
nen Grund  enthalten  kann,  diese  Hube  aufzugeben.  Wird  er  aber 
Ton  irgend  einer  Ursache  aufser  dem  Körper  in  Bewegung  gesetzt, 
und  dann  sich  selbst  überlassen  ,  so  wird  er  sich  immer  auf  die- 
selbe Art  und  in  derselben  Kichtung  fortbewegen,  weil  kein  wei- 
tererGrund  da  ist,  der  die  Richtung  seiner  Bewegung,  oder  diese 
Bewegung  selbst  andern  kann.  Diese  Eigenschaft  aller  Körper 
in  dem  einmal  angenommenen  Zustande  zu  verharren  heilst  man 
Trägheit. 

Die  Bewegungen  der  Körper  können  unter  einatfder  sehr  ver-» 
schieden  seyn.  Die  einfachste  unter  allen  aber  ist  offenbar  die  , 
in  welcher  sich  die  von  dem  Körper  zurückgelegten  Räume  wie 
die  Zeiten  verhalten,  in  welchen  diese  Räume  zurückgelegt  wer- 
den. Man  nennt  diese  Bewegungen  gleichförmige^ 

Die  gleichförmigen  Bewegungen  sind  daher  un^r.  einander 
hlofs  durch  die  greiseren  und  kleineren  R  ä  um  e  verschieden  , 
welche  in  derselben  Zeit  zurückgelegt  werden.  Aus  aiesem  Un- 
terschiede ist  der  Begriff  der  Geschwindigkeit  entstanden , 
der  bey  der  gleichförmigen  Bewegung  das  Verhältnifs  des  Rau- 
mes zu  der  Zeit  ist,  in  welcher  dieser  Raum  beschrieben  wird. 
Ist  also  s  der  Raum,  t  die  Zeit,  in  welcher  jener  Raum  beschrie- 
ben wird*,  und  v  die  Geschwindigkeit ,  so  ist  •   t  > 

S  ...         t  • 

v  =  r 

Alle  andern  nicht  gleichförmigen  Bewegungen  werden  also  cino 
veränderliche  Geschwindigkeit  haben.  Da  uns  aber  die  innere 
Ursache  aller  Bewegung  unbekannt  ist ,  so  können  wir  nicht  wis- 
sen ,  ob  bey  der  ungleichförmigen  Bewegung  die  Veränderung 
der  Geschwindigkeit  ohne  Aufhören  statt  hat,  d.  h.  ob  sie  stätig 
fortgeht,  oder  ob  die  aufeinanderfolgenden  Aenderungen  der  Ge- 
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schwindigkeit  durch  Zeiten  von  unbemerkbarer  Dauer  ron  ein- 
ander getrennt  sind.  Es  ist  aber  klar,  dafs  unter  beiden  Voraus- 
setzungen die  Erscheinungen  für  uns  dieselben  seyn  werden ,  so 
wie  eine  krumme  Linie  für  uns  dieselbe  bleibt,  sie  mag  durch  die 
stelige  Bewegung  eines  Punktes  oder  aus  einen  Polygon  von  un- 
endlich kleinen  Seiten  entstanden  seyn.  Wir  werden  annehmen, 
dafs  die  aufeinanderfolgenden  Aenderungen  der  Geschwindigkeit 
durch  unmerkliche  Zeiten  von  einander  getrennt  sind,  woraus 
dann  folgt,  dafs  man  jede  Bewegung  während  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  als  gleichförmig  ansehen  kann.  Ist  daher  dt  das  Ele- 
ment der  Zeit ,  in  welcher  ds  das  Element  des  Raumes  zurück- 
gelegt  wird ,  so  ist  für  j  e  d  e  Bewegung 

ds 

V  ==  dt  *  #  '  '  & 

Ist  also  die  Geschwindigkeit  eines  Körpers  im  Anfange  eines 

ds  .... 
Atigehblickes  V  ±=  ^-  ,  so  wird  sie  im  Anfange  des  folgenden 

ds  ds 

Augenblickes  v'  =  v  +  dv  oder  v'  =  dT  dt  se3rn,  wo  ^l 

das  edristante  Element  der  Zeit  bezeichnet. 

ds 

Der  erste  Theil  —  dieser  neuen  Geschwindigkeit  ist  eine 

Folge  der  Trägheit  des  Körpers:   der  zweyte  aber  d.~  kann 

eben  wegen  dieser  Trägheit  seine  Ursache  nicht  in  dem  Körper 
selbst  haben.  Wir  müssen  daher  die  Ursache  dieser  Aenderung 
der  Geschwindigkeit,  welche  Ursache  wir  mit  dem  Gahmen  Kraft 
bezeichnen  wollen ,  irgendwo  aüfser  dem  bewegten  Körper  an- 
nehmen. Da*  uns  aber  die  innere  Natur  dieser  Kraft ,  und  ihre  Art 
zu  wirjkBn'jäjifnzlich  um  bekennt  ist,  so  sind  wir  gezwungen  ,  ihre 
Wirkungen  /  welche  wir  allein  kennen,  für  sie  selbst  zu  Substi- 
tuten.   >i0  ' 

Es  ist  auch  in  der  Thät  am  einfachsten,  für  das  Maafs,  die- 
s6r  Kraft  die  Geschwindigkeit  anzunehmen .  welche  von  dieser 
Kraft  in  einer  bestimmten  Zeit  hervorgebracht  wird ,  d.  h.  die 
Kraft  der  von  ihr  erzeugten  Geschwindigkeit  pröporzionirt  anzu- 
nehmen ,  und  wir*  werden  in  der  Folge  sehen ,  dafs  diese  Annah- 
me der  Natur  und  den  Erfahrungen  vollkommen  gemäfs  ist. 

Diese  Annahme  des  Verhältnisses  der  Kraft  zu  der  von  ihr 
hervorgebrachten  Geschwindigkeit,  und  die  der  Trägheit ,  sind 
daher  als  zwey  ursprüngliche  Naturgesetze  zu  betrachten,  die 
uns  durch  die  Beobachtungen  gegeben  werden :  sie  sind  die  ein- 
fachsten, die  man  voraussetzen  kann  ,  und  zugleich  die  einzigen, 
welche  die  Mechanik  von  der  Erfahrung  entlehnt, 


« 
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Nach  dem  Vorhergehenden  wird  also  die  augenblickliche  Wir- 
kung einer  Kraft  gleich  d .  £  seyn.  Es  ist  aber  klar,  dafs  man 

die  augenblickliche  Wirkung  einer  Kraft  desto  beträchtlicher  an- 
nehmen mufs,  je  gröfser  erstens  die  Intensität  dieser  Kraft,  und 
ie  gröfser  ferner  die  Zeit  ist,  während  welcher  sie  wirkt.  Daher 
verhält  sich  die  augenblickliche  Wirkung  einer  Kraft  wie  ihre 
Intensität  multiplicirt  in  das  Element  der  Zeit,  während  welcher 
sie  wirkt.  IJcifst  also  p  die  Intensität  einer  Kraft  und  dt  das  Ele- 
ment derZeit,  während  welcher  sie  wirkt,  so  wird  die  Wirkung 
dieser  Kraft  während  dieser  Zeit  gleich  p.  dt  seyn.  Dieselbe  Wir- 

ds  d»s 

kung  ist  aber  auch  nach  dem  Vorhergehenden  d.~  =  -jj-j  wenn 

man  die  Aenclerungen  der  Zeiten  als  constant,  oder  die  Zeit 
selbst  als  gleichförmig  fortgehend  betrachtet ,  also  ist  die  Kraft 
selbst 

P  =  d^  (H) 

oder  auch  "V 

P  =  Tt 

Au»  den  beyden  Gleichungen  (I),  (II)  folgt,  dafs  die  Geschwin- 
digkeit das  erste,  und  die  Kraft  das  /.weyte  Differential  des  Rau- 
mes in  Beziehung  auf  die  Zeit  ist.  Da  sonach  die  Kralle  sich  wie 
die  Geschwindigkeiten  verhalten,  so  gilt  von  der  Zusammenset. 
zun-  und  Zerlegung  der  Geschwindigkeiten  dasselbe,  was  wir  oben 
Cap  1  g.  3.  von  der  Zusammensetzung  undZerlegung  der  Kralle 
gesagt  haben. 

§. 

Auf  einen  körperlichen  Punkt  wirke  eine  Anzahl  von  gege- 
benen Kräften  nach  gegebenen  Richtungen.  Man  suche  seine  be- 

Alle  diese  Kräfte  lassen  sich  nach  Cap.  I  auf  drey  andere 
X  Y  Z  bringen,  die  in  derselben  Ordnung  den  rechtwinkhchten 
Coordinaten  xyz  des  Punktes  parallel  sind. 

Am  Ende  irgend  einer  Zeit  t  wird  also  nach  dem  Vorherge- 
henden der  Körper  nach  den  Richtungen  der  drey  Coordinaten 

die  Geschwindigkeiten 

Ö  dx      dy  dz 

dt'    dt  '  dt 

haben,  und  wenn  man  am  Ende  dieser  Zeit  den  Körper  sich  selbst 
überliefse ,  so  würde  er  diese  Geschwindigkeiten  nach  dein  Ge- 
setze der  Trägheit  unverändert  beybehaltcn.  Da  aber  am  Ende 
der  Zeit  t  die  Kräfte  X  Y  Z  wieder  aut  den  Korper  wirken  so 
wird  der  Körper  in  dem  nächstfolgenden  Augenblicke  dt  die  Ge- 
schwindigkeiten haben  ^ 
III. 
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dz 


dy 


1/ 


dt 


dt 


oder  mit  andern  Worten  ,  er  wird  die  Geschwindigkeiten  haben 
dx  dx  dx 

"dl+j'dl  dI  +  Xdt  nachx 

Tt  +  d-:|-J4t  +  Y<Itnach^ 

dz  dz  dz 

+  d.^x      d.-^  +  Zdt  nach  z 


dt 


dt 


Allein  in  diesem  neuen  Augenblicke  sind  offenbar  auch  die  mit  den 
drey  Coordinaten  parallelen  Geschwindigkeiten 

dx  J_  ,1  dx 

d>; 

di  +  d-'di 

dz  dz 

dT  +  d*Tt  i 

woraus  daher  folgt,  dafs  die  Geschwindigkeiten  oder  die  Kräfte 

dx 

—  d.-r- +  Xdt 

dt 

—  d.^-f-Ydt 

_  dz 

in  diesem  neuen  Augenblicke  sich  aufheben,  und  dafs  ,  wenn 
blofs  diese  letzten  drey  Kräfte  auf  den  Körper  wirkten ,  er  ver- 
möge dieser  Kräfte  im  Gleichgewichte  seyn  würde. 

Die  allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichtes  (t  Cap.  $.  5. 9.) 
wird  also  zugleich  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  seyn, 
wenn  man  nur  in  jener  den  Kräften  X  Y  Z  noch  die  in  enteeeen- 
gesetzten  Richtungen  wirkenden  Kräfte 


d»x 
dt'  • 


d9y 
dt1' 


daz 

—  ~&  hinzufügt. 


I.  Sind  daher,  wie  dort ,  L  =  o ,  L'  =  o,  L"  =  o  ....  die 
Gleichungen,  durch  welche  gegebene  Nebenbedingungen  der 
Aufgabe  ausgedrückt  werden,  und  fc,  V,  X"  unbestimmte  Grtffsen, 
so  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  (Cap.  I  §.  6.  Gl.  V) 
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o  =  -z —  Sx  4-  -r^-  <5y  -4  <k 

dt»       *   dt»    y  T  dt' 

+  p<Jj?  +  (j^  +  #..  +  ÄdL+vdL/4_  (HI) 

oder  wenn  alle  Kräfte  P,  Q....  auf  drey  andere  X  Y  Z  gebracht 
werden ,  welche  nach  den  Achsen  der  x  y  z  gerichtet  sind 

•-<$-*)*+ (3^)*+©-»)' 

+  Ä.dL+ x'dL/  +  .  (Hl) 

und  man  wird  diese  Gleichung  eben  so,  nie  oben  die  des  Gleich- 
gewichtes behandeln.  Soll  z.  ß.  der  Körper  sich  auf  einer  Fläche 
bewegen ,  deren  Gleichung 

dL  =  Pdx  +  Qdy  +  Rdz  =  o 
ist,  wo  also  P,  Q,  R  nicht  mehr  die  vorhergehende  Bedeutung 
haben,  so  erhält  man  für  die  Bewegung  dieses  Körpers  die  G!e£ 
chungen 

d»x 


o  = 


dt' 


—  X 


d»y 


—  Z  —  Ml 


•  (IV) 


und  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  wird  seyn 

Ist  die  Bewegung  des  Körpers  ganz  frey,  so  wird  man  in  den 
letzten  drey  Gleichungen  die  Gröfse  A  gleich  Null  setzen. 

II.  Sucht  man  die  Bewegung  mehrerer  körperlichen  Punkte 
oder  Massenelemente ,  m  ,  m',  m" . . .  auf  deren  ersten  die  Kräfte 
mX,  mY,  mZ  parallel  mit  den  Coordinaten  x  y  z  dieses  Punk- 
tes; auf  den  zweyten  die  Kräfte  m'X',  m'  Y',  m'Z'  parallel  mit 
den  analogen  Coordinaten  x'  y'  z'  dieses  zweyten  Punktes  wir- 
ken u.  s.  w.  so  hat  man  nach  Cap.  I  y. 

(d'x'  \  /d'y'         \  /d'z'  \ 

dir  -  *)  *>s*>+(J—  v)  m<fr>+(w-z<ytz. 

+  XäL  -f  VdL'+  .  .  . 


(V) 


III.  Sucht  man  endlich  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines 
Körpers  \on  irgend  einer  Gestalt ,  so  wird  man  ebenfalls  in  den 

Da 
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sechs  letzten  Gleichungen  des  9.  Cap.  I  statt  den  Gröfsen  X,  Y,  Z 
die  folgenden 


d»y 


dJz 


—  Z 


df  dt«  '  dt» 

setzen,  wodurch  man,  wenn  dm  das  Element  der  Masse  des  Küm- 
pers bezeichnet,  folgende  sechs  Gleichungen  erhält 

dax 

Sdm.-ri  =  3.  Xdm 
dt1 

Sdm.l^  ss  S.Yrfm 
dta 

d4z 

S  dm .  5 —  =  S  .  Z  dm 
dt* 


■■•(• 


xd3y — yd'x 


dt» 


-xdB; 


dt5 


Cyd'z — zd'yX 
5P  ) 


^  dm  =  S  (Yx-^Xy)  dm 
^  dm  es  S  (Xz— Zx)  dm 
dm  =  S  (Zy—Yz)  dm 


Die  drey  ersten  dieser  sechs  Gleichungen  bestimmen  die  Bewe- 
gung des  Schwerpunktes  des  Körpers,  und  die  drey  letzten  be- 
stimmen die  Rotation  des  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt,  >vö 
x  y  z  die  Coordinaten  jedes  Elementes  de«  Körpers  in  Beziehung 
auf  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  sind.  Wird  der  Körper 
von  einem  fixen  Punkt  zurück  gehalten,  so  kann  seine  Bewegung 
nur  in  einer  Drehung  um  diesen  fixen  Punkt  bestehen,  und  dann 
wird  seine  Bewegung  blofs  durch  die  drey  letzten  dieser  Glei- 
chungen bestimmt ,  vorausgesetzt,  dafs  man  diesen  fixen  Punkt 
zum  Anfang  der  Coordinaten  x  y  z  macht. 

$.  3. 

Für  uns  ist  vorzüglich  der  Fall  der  Natur  interessant,  nach 
welchem  sich  bekanntlich  alle  himmlischen  Körper  im  geraden 
Verhältnisse  ihrer  Massen  und  im  verkehrten  des  Quadrates  ihrer 
Entfernungen  von  einander  anziehen. 

Es  seyen  x  y  z  die  rechtwinklichten  Coordinaten  eines  dieser 
Körper;  x'  y'  z'  die  den  vorigen  parallelen  Coordinaten  des  zwey- 
ten ,  die  denselben  Anfangspunkt  haben  u.  s.  w .  Auf  den  ersten 
Körper  sollen  parallel  mit  den  Achsen  der  x  y  z  die  Kräfte  X  Y^» 
auf  den  zweylen  die  Kräfte  X'  Y'  Z'  wirken  u.  s.  w.  Ist  av^er 
der  Wirkung  dieser  Kräfte  die  Bewegung  dieser  Körper  frey, 
und  nimmt  man  an  ,  dafs  die  Kräfte  X,  X'....  die  Entfernungen 
x,  x'...,  zu  vermindern  streben,  so  werden  wir  in  der  Gleichung  (V) 
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diese  Kräfte  X,  X'.,..  negativ  annehmen,  und  da  dann  dieGröfscn 
&c,  Jy,  5z,  £x'  unabhängig  sind,  so  wird  man  vermöge  die- 
ser Gleichung  haben 

d«x  d'y  d3z 

d'x'      _  d'y'  . 

U.  S.  f. 

Ist  n  die  Anzahl  dieser  Körper ,  so  ist  3n  die  Anzahl  dieser  Glei- 
chungen ,  und  ihre  zweyten  Integralien  werden  (m  Constanten 
enthalten ,  durch  "welche  die  Elemente  der  n  Bahnen  dieser  Kör- 
per bestimmt  werden.  Diese  3n  Integralgleichungen  werden  auch 
die  YVerthe  der  3n  Gröfsen  x  y  z  x'...  in  Functionen  von  t  ge- 
ben, wodurch  also  der  Ort  eiiies  jeden  dieser  Körper  für  jede 
gegebene  Zeit  bestimmt  wird. 

I.  Diefs  vprausgesetzt  wollen  wir  annehmen ,  dafs  im  An- 
fange der  Coordinaten  ein  Körper  sey,  dessen  Masse  M  ist.  Dio 
Entfernung  dieses  Central  -  Körpers  von  dem  ersten  der  oben 
betrachteten  Körper,  dessen  Coordinaten  xyz  sind , 

ist  r  =  v/x'H"ya+  z*  un(*  ^aher  die  Kraft,  mit  welcher  der 

M 

Central -Körper  auf  jene  wirkt,  gleich  -j.    Zerlegt  man  diese 

Kraft  parallel  mit  den  drey  Coordinaten  x  y  z,  so  erhält  man  für 
diese  Seitenkräfte 

x.C.I,  T-5F.Z,  z-*.'- 

r3    r  •  r9    r  1  ra  r 

Ist  daher  nur  dieser  eine  jener  Körper  da ,  so  werden  die  vorherge- 
henden 3n  Gleichungen  in  folgende  drey  übergehen 

_  d»x  t  iMx         _  d'y     My  d'z  Mz 

°~"dt'+r*   1    °  ~  dt9""*"^  '  dt«   '  *■ 

und  diese  drey  Gleichungen  werden  die  Bewegung  des  ersten 
Körpers  bestimmen. 

IC  Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  blofs  die  zwey  ersten  dieser 
Körper,  ohne  dem  Central  -Körper ,  dasind,  und  suchen  wir 
ebenfalls  ihre  Bewegung.  Diese  beyden  Körper  sind  also  blofs 
ihren  gegenseitigen  Anziehungen  unterworfen  Es  sey  m  die 
Masse  des  ersten  und  m>  die  des  zweyten  Körpers.  Die  Distanz 

beyder  ist  f  ==  \/(x'— x;8-f-(y'— y)a+(z  — z)a  und   daher  die 

m' 

Wirkung  von  m'  auf  m  gleich  ,  woraus  die  Sciteakräfte  nach 
xyz  entstehen 
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m'(x'— i)     m'(y'—  j)     m'(/.'— x) 

t'       '         t*      '  f3 
also  die  ersten  jener  drey  Gleichungen 
_  d9x     m'(x'— x)  day     m'(y'— v)  d9z    m'(z'— z) 

°-dF"+— p — 1  0 Ä  dt*"  — fr—.  °=dP"+— p — 

und  eben  so  die  drey  folgenden 

0  _  jlf,     m(x'— x)    _  ay_ro(y/-y)         d'z'     m  (z'—z) 
dt9  ?3     »°     dta  ^3     '0~dt»~~  p 

und  die  Bestimmung  der  Bewegung  dieser  beyden  Körper  wird 
von  der  doppelten  Integration  der  letzten  sechs  Gleichungen  ab- 
hängen. 

TIT.  Wären  blofr.  die  drey  ersten  Körper  da ,  deren  Massen 
m  m'  m"  seyn  sollen ,  so  sey 

*2  =(*'-*)' +(y'-y)»  + (z'-z)- 

gi*  =  (x'/_  xy  -f  (y"—y)i  +  (z"—z)9 
f  -s  (x"_x') ■  -f  (y"— y')a  +  (z"— z')9 

und  die  Bewegung  dieser  drey  Körper,  die  blofs  ihren  gegen- 
seitigen Anziehungen  unterworfen  sind ,  wird  durch  die  folgen- 
den  neun  Gleichungen  gegeben  seyn. 


"  dV  + 

•  <  1 

■*)  + 

m" 

-x), 

d9y 

m' 

m" 

*~  dt*  + 

-y)  + 

-y). 

d9z 

m' 

■*)  + 

m" 

88  dt9"  + 

—  (z'- 

C«"-«) 

d*x' 
~~  dt« 

V               -    .  • 

m"  ,  , 

d'v' 
dt9 

■y)  + 

4 

m"  . 

•pa  (y"- 

_  d9z'       m  ,  . 

-  sr  r 

■*)  + 

_  d9x" 
dt9 

-X)  - 

in'   ,  ..  A 
(x"— x') , 

—  dV 

dt2 

-  (v"- 

-y)- 

-y'h 

_  d»z" 
dt« 

-*)  - 

-  ?1  (z"- 

und  *o  fort  für  mehrere  Körper.  Allein  die  doppelle  Integration 
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dieser  sehr  zusammengesetzten  Gleichungen  biethet  Schwierig- 
keiten dar ,  welche  für  den  gegenwärtigen  Zustand  unserer  Ana- 
lysis  unübersteiglich  sind ,  und  es  vielleicht  immer  seyn  werden. 

IV.  Um  hier  schon  die  Hindernisse  einiger  Mafsen  schätzen 
zu  lernen ,  welche  sich  der  Integration  solcher  Gleichungen  ent- 
gegensetzen, wollen  wir  den  einfachsten  Fall  yon  drey  Körpern 
annehmen,  die  in  einer  geraden  Linie  liegen,  und  sich  gegen- 
seitig anziehen.  Ist  m  die  Masse  des  ersten  Körpers ,  und  x  seine 
Entfernung  von  einem  gegebenen  festen  Punkt  jener  geraden 
Linie ,  und  bezeichnet  man  für  den  zweyten  Körper  dieselben 
Gröfsen  durch  m'  x'  und  für  den  dritten  durch  m"  x" ,  wo  ich 
x'  >  x  und  x"  >  x'  annehme ,  so  ist  (x'  —  x)  die  Entfernung 
des  ersten  Körpers  vom  zweyten ,  und  (x"  —  x)  des  ersten  vom 

m' 

dritten  ,  also  die  Wirkung  des  zweyten  auf  den  ersten     /      ■  ■ , 

yx  xj 

m" 

und  die  des  dritten  auf  den  ersten  —  —  und  eben  tfo  für  die 

(x  -x/ 

übrigen.  Wir  haben  daher  für  die  gesuchten  Gleichungen  der  Be- 
wegung dieser  drey  Körper  folgende  drey  einfache  Gleichungen : 

o  =  Iii  —      m'  m" 


dt9  (x'— x)«  (x" — x)* 
dÄx'  ,        m  m" 


dt9        (x'—x)«       (x"— x<y 

dax"  .         m        ,  m' 
T  7—.  rr  + 


dt»         (x"— x)9        (x"— x')a 

Von  diesen  drey  Gleichungen  aber  kann  offenbar  keine  für  sich 
allein  integrirt  werden ,  sondern  man  mufs  sie  zuerst  unter  ein- 
ander combiniren,  um  sie  integrabel  zu  machen.  Multiplicirt  man 
die  erste  durch  m,  die  zweyte  durch  m'  und  die  dritte  durch  m", 
so  gibt  die  Summe  dieser  Producte 

mdflx  +  m'd'r.'  +  m"d9x" 

—  !  :   =  o 

dt' 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

mdx-fm'  dx'  -|-  m"  dx"  =  C .  dt  und  davon  ist  das  Integral 

mx  -I-  m'x'   +m"x"    =  C.t-fC  wo  C  und  G'  con- 
stante  Gröfsen  bezeichnen.  Diefs  ist  eines  der  gesuchten  voll- . 
ständigen  Integrale. 

Multiplicirt  man  die  erste  derselben  durch  m  dx ,  die  zweyte 
durch  m'  dx'  und  die  dritte  durch  m"dx",  so  gibt  ihre  Summe 

mdxd*x  +  m'dx'd9  x'      m"dx"  d*x" 

dt- 

m'm"(dx'— dx'O 


mm'  (dx — dxQ       mm'  (dx — dx") 
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wovon  das  Integral  ist 

mdxa-hm'dx/a-f-m"  dx'"          m  m'    ,    mm"    ,   m'm"  _T 

3   2dta  ~  x'— x       x" — x      x"— x 

wo  C''  wieder  eine  constante  Gröfse  ist.  Biese  Gleichung  ist  die 
zweyte  der  gesuchten  Integralien  ,  aber  nur  der  ersten  Ordnung. 
Es  scheint  sehr  schwer  zu  seyn,  noch  eine  dritte  Integralglei- 
chung, selbst  nur  wieder  der  ersten  Ordnung ,  wie  die  letzte  zu 
finden.  Aber  selbst  wenn  sie  gefunden  wäre ,  würde  doch  die 
vollständige  Auflösung  dieser  Aufgabe,  oder  die  Aufsuchung 
dreyer  vollständiger  zweyten  Integrale  der  drey  gegebenen  Glei- 
chungen noch  sehr  grofse  Schwierigkeiten  darbiethen. 

'  *  4'     *  ' 

Da  wir  aber  bey  den  himmlischen  Körpern ,  welche  hier  den 
vorzüglichsten  Gegenstand  unserer  Untersuchungen  ausmachen , 
nicht  ihre  absoluten,  sondern  nur 'ihre  relativen  Bewegungen , 
der  Planeten  um  die  Sonne  und  der  Satelliten  um  ihre  Haupt- 
planeten, beobachten  können,  so  müssen  wir  die  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  suchen  ,  die  sich  um  einen 
derselben,  als  um  einen  Central -Körper  bewegen. 

Sey  alsoM  die  Masse  des  Central -Körpers,  und  m  m**m"... 
die  Massen  der  anderen  Körper,  deren  relative  Bewegung  um  M 
man  sucht.  Seyen  ferner  X  Y  Z  die  rechtwinklichlen  Coordina* 
ten  von  M  und  X-J-x,  Y  +  y,  Z-f-z  die  den  vorigen,  paralle- 
len Coordinaten  von  m ,  und  X'  -|-  x',  Y'  -f-  y',  Z'  -f-  z'  die  von 
m'  u.  s.  w.  so  dafs  also  x  y  z  die  Coordinaten  von  m  in  Beziehung 
auf  M  und  x'  y'  z'  die  von  m'  in  Beziehung  auf  M  sind  u.  s.  W« 
Nenntman  dann  rr'...  die  Entfernungen  der  Körper  m,  m'...  von 
M,  so  ist  r8  =  x9  -f-  y2-f  z3,  r'a  es  x'a  +  y'9  +  z'9  u.  s.  w. 

Dieses  vorausgesetzt  ist  die  Wirkung  des  Körpers  m  auf  den 

Central -Körper  gleich  ~  und  die  Bichtung  dieser  Kraft  fällt  mit 

der  Richtung  der  Distanz  r  zusammen.  Um  daher  diese  Kraft  in 
der  Bichtung  der  Achse  der  x  zerlegt  zu  erhalten  ,  wird  man  sie 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels  multipliciren  ,  welchen  die  Distanz 

r  mit  der  Achse  der  x  macht.  Dieser  Cosinus  ist  aber  gleich  — 

also  ist  die  Kraft  von  m  auf  M  nach  der  Bichtung  der  Achse  der 

rox  m'  x' 

x  gleich  —  ,  und  eben  so  ist  auch  — —  die  Kraft  von  m'  auf  M 

nach  derselben  Bichtung  zerlegt ,  und  so  fort  für  alle  übrigen 
Körper  des  Systems.  Wir  haben  daher  für  alle  auf  den  <  •entrai- 
Körper  nach  der  Bichtung  der  Achse  der  x  wirkenden  Kräfte  den 
Ausdruck 
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mi   f   m'x'  m"x" 

r»  +  jTl     r*  7771  r« 


rox 


für  welchen  wir  der  Kürze  wegen  2.       setzen  wollen. 

Ganz  eben  so  M'ird  die  Wirkung  oller  Körper  m ,  in',  m". . . 

auf  M  nach  der  Richtung  der  Achse  der  y  zerlegt,  gleich  2.—^, 

und  endlich  nach  der  Richtung  der  Achse  der  z  zerlegt  gleich 
m  z 

seyn.  Wir  erhalten  daher  für  die  Bewegung  de«;  Central  - 

Körpers  durch  die  Wirkung  aller  andern  Körper  des  Systems 
nach  der  letzten  Gleichung  des  $.  2.  II 

d'X      ...  IM 

o  =■  —  —  •  

df  r* 

dÄY  ^  mY 
dt7"  **  '  r7" 
d9Z  v  mz 
dt»  r3 

I.  Wir  wollen  nun  eben  so  die  Bewegung  eines  der  anderen 
Körper  des  Systems  z.B.  die  des  in  suchen. 

ME 

Die  Wirkung  des  Körpers  M  auf  m  ist  — also  nach  der 

Mx 

Achse  der  x  zerlegt ,  —  — r~  ,  das  negative  Zeichen ,  weil  diese 


o 


•    •  • 


Wirkung  der  des  Körpers  m  auf  M  (oder  der  Wirkung  ■ — ,  die 

•  * 

wir  als  positiv  angenommen  haben)  in  ihrer  Richtung  eine  ent- 
gegengesetzte Lage  hat. 

Um  die  Wirkung  des  Körpers  m'  aufm  zu  finden,  bemerken 
wir,  dafs  die  Distanz  dieser  beyden  Körper  gleich 

l/(x'—  x)a  -f-(Y' — y)*-r-(z'— z)a  und  daher  der  Cosinus  des  Win- 
kels dieser  Distanz  mit  der  Achse  der  x  gleich 

x' — x 

ist. 


so  dafs  man  für  die  Wirkung  des  m'  auf  in  parallel  mit  der  Achse 
der  x  hat 

m'(x'--x) 

[  (x'-x)  •  +  (7*-y) 9  +  («'— «) a  ] 1 
Eben  so  ist  die  Wirkung  von  m"  auf  m  gleich 


•  « 
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 m"(x"— x)  

C(*"-*)9  +(y"-y)"  +  («"-Oa]# 

und  so  fort  für  alle  übrigen  Körper,  so  dafs  man  für  die  erste 
Gleichung  der  Bewegung  des  Körpers  m  erhält 

d'(X+x)     Mi    m'(x'— x)  ^ 

dt*  r*        [(^-x)»  +  (y/-y)»+(z/-z)^]4 

m//  (x" — x) 


[(x"_x)>+(y"— y)>  +  (z"-z)»]* 


d*X 

Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  für  den  oben  gefunde- 
nen Werth 

mx       m'x  m"x" 

irr  +  r/»  +  i^TTs     r  •  •  ■ 

so  erhält  man 

d8x  x        m'x'  m"x" 

0  =dt7^M  +  m)r7  +  77»    +  +  

 m'(x'-.x)  

m//(x//_x) 


3  *  •  • 


[(X//-_X)2  +  (y"— y)'  +  (Z//— z)«]1 

Um  diesen  Ausdruck  einfacher  zu  machen,  wollen  wir  eine 
Hülfsgröfse  R  so  annehmen ,  dafs  man  hat 

_       m'  m'' 

R  =    (** + yy' + zz0 + ^  c*x" + yy" + zz") + * — 

m' 

^  (x'-x)  .  +  jp—fi  i  (+z,_z)  a 

m" 


•  * » ♦  • 


^(x"— x)*  +(y'/— y)a  +(z"^-z)» 
so  erhält  man 

Zwey  ähnliche  Gleichungen  wird  man  erhalten,  wenn  man  dasselbe 
Verfahren  auch  in  Beziehung  auf  die  Achsen  der  y  und  der  z 
wiederholt,  oder  einfacher,  wenn  man  blofs  in  dem  letzten 
Ausdrucke  dieGröfse  x  in  y  und  in  z  verwandelt.  Wir  haben  also 
für  die  ralative  Bewegung  des  Körpers  m  durch  die  Wirkung 
aller  übrigen  Körper  des  Systems  die  drey  Gleichungen 
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o  =  *!?  +  (M-f  m)i 
dt»       V  r3 


dx/ 


Verwandelt  man  in  diesen  Gleichungen  die  Gröfsen  m  r  x  y  z 
in  m'  r'  x'  y'  z';  m"  r"  x"  y"  z"  u.  8.  f.  und  umgekehrt ,'"  so 
erhält  man  die  Gleichungen  der  Bewegung  der  Körper  m',  m"u.  f. 
um  den  Central -Körper  KL 

II.  Man  kann  diesen  Gleichungen  noch  auf  folgende  Art  eine 
einfachere  Gestalt  geben : 

0  M  4-  m 

Scy  Q  =p   1        —  ß  so  ist 

©  --(=*=)(=)-(?)•  4l"ß)-r  * 

(§)—  (=*=)-<©. 

und  ähnliche  Ausdrücke  erhält  man  auch  für 

(?)  -  ©■ 

Substituirt  man  sie  in  den  vorhergehenden  Gleichungen /  so  ist 

•  -   -  er 

•-(£)-  GS) 
-(£)-©. 

III.  Sind  aufser  dem  Central -Körper  M  nur  zwey  Körper 
m  und  m'  zu  betrachten ,  und  sucht  man  die  Bewegung  von  m 
um  M  t  so  gehen  die  vorhergehenden  Gleichungen  in  folgende 
über 


o=  i!i+(M  +  m 
dt* 


o  =  ÜI  +  (M  +  m)3L 
0      dt«  ^  V  r" 

dt»  r3  r'a 


x^     m'x'_m^(x'-- x)l 

VTH>  A3  ] 

y  my^mfr-y) 

l)r^  +  r^"  > 
N  z       m'z'      m'(z' — z) 


6o 


MD 


r2    =-  x9   -j-  y*  -J-  z" 

r'9  =  x'9  +  y/9-f-  z'9 

A°  =  (x'-r-x)9  -f-  (y'— y)9  +  (z<— z)9  ist. 

IV»  Ist  endlich  aufser  dem  Körper  M  nur  ein  einziger  m 
übrig,  und  sucht  man  die  Bewegung  von  m  umM,  so  hat  man 

d9x  x 
0  ^SF+CM  +  nO  p 


o  = 


d9y  y 

dir  +  (¥+») 

dsz   '  z 
4-(M  +  m)- 


wo  r' 


,  dt* 
x*  +  y« 


+  z9  ist. 
5.  5. 


Man  kann  in  allen  yorhergehenden  Gleichungen  statt  den 
rcchtwinkliehten  Coordinaten  x  y  z  auch  andere  einführen,  wo- 
durch ihre  Integration  oft  sehr  erleichtert  wird.  Dazu  dient  fol- 
gende Methode ,  welche  zugleich  den  Vortheil  hat,  den  neuen 
Gleichungen  die  möglichst  einfache  Form  zu  geben. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  besteht  nach  dem 
Vorhergehenden  aus  zwey  wesentlich  von  einander  verschiedenen 
Theilen ,  von  welchen  der  erste 


Vdt9 


dt9 


0 


m 


und  der  andere  S  (XSx  -f-  Yfy  +  Z«5z)  m  ist,  und  statt  dem 
letzten  kann  man  auch  S  (P  <5p-(-  Q^q-f-RÄ'-r-. .  .)m  setzen,  wenn 
P ,  Q ,  R , ....  die  nach  den  Richtungen  p  q  r  . . .  wirkenden  Kräfte 
bezeichnen. 

Es  sey  nun  A  irgend  eine  Function  von  x,  y,  z  und  dx,  dy,  dz. 
Wenn  man  die  Werthe  von  x  y  und  z  durch  andere  veränderliche 
Gröfsen  a  ß  cy  ausdrückt,  so  wird  auch  A  als  eine  Function  von 
*  ß  7  und  da  dß  d<y  zu  betrachten  seyn ,  und  das  vollständige 
Differential  von  A  in  Beziehung  auf  die  Characteristik  l  wird  seyn 


^==|^x  +  ^y+^*z-f 


rfk 
 $\ 


JA 


^dx 


Es  ist  aber,  wenn  man  nach  dem  Ausdrucke  f  udt=ut— /t  du  integrirt 
P  S  A 

J  $dx     x  0C*C1  was  das'sclbc  ist 

r$x  . *      £A        „    *A  „ 
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und  eben  so 

y       y  * ^d*    j  9 d« 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  der  Torhergehenden  Gleichung , 
so  gibt  der  erste  Theil  derselben 


£A  h    .  $A   ...  ,  SA 


^*dx      ^*dy  7T15' 
und  der  zweyte 

Da  aber  lieyde  Theile  einander  6'eich  seyn  müssen  ,  und  die  Glie- 
der unter  dem  Integralzeichen  ganz  heterogene  Greisen  von  je- 
nen  sind,  welche  diese  r-iegralzeichen  nicht  enthalten,  so  müssen 
die  Glieder  des  er*«-*n  Theiles  ,*  welche  dieses  Zeichen  haben  , 
zusammen ^nor^en  der  Summe  der  Glieder  des  zweyten  Thei- 
les ,  welche  -ntei*  demselben  Zeichen  stehen ,  gleich  seyn ,  oder 
man  hat       Gleichung  , 

Es  sey  z.  B.  der  besondere  Fall  A  ==  *  (dx'  +  dy'  dz9)  ge- 
geben. Da  A  kein  x  y  z  enthält,  so  ist 

K      dy      £z  *dx  £dy  Mz 

also  die  letzte  Gleichung 
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Daraus  folgt  also ,  dafs  man  den  Werth  von  dem  gegebenen  Aus- 
drucke 

\dt»  dt8    J     -dt»  / 

als  eine  Function  von  a  ß  y  erhält,  wenn  man  blofs  den  Werth 

der  Gröfse 

als  Function  von  a  ß  y  sucht.  Denn  nennt  manT  diese  Function, 
so  hat  man  sofort  für  den  verlangten  Werth  von  dem  gegebenen 
Ausdrucke 

Was  endlich  den  * weytenTheil P  £p +  Q5q  +  R  betrifft, 
so  läfst  er  sich  immer  leicht  auf  eine  Function  von  u  ß  7  bringen, 
■weil  man  nur  die  Ausdrücke  der  Instanzen  p  ,  q ,  r . , .  und  der 
Kräfte  P  Q  R. ...  auf  diese  Functions  bringen  darf.  Ist  dieser 
zweyte  Theil  ein  vollständiges  Differential,  ^nd  än  =  P  dp  +  Q  dq 
H-RdV  +  ...alsoauch&7==P<$p  +Q^q  +  Rd.  +  ...  so  hat  man, 
wenn  man  den  letzten  Ausdruck  durch  m  multipl{cirt }  und  die 
Summe  für  alle  Körper  des  Systems  nimmt 

S  (P<5p  4-QÄj-f-R^  +  ..0m  =  S^/Tm  =  £.SJ2n 

weil  das  Zeichen  S  von  dem  Zeichen  $  unabhängig  ist.  Man  sucVf-, 
daher  blofs  den  Werth  der  Gröfse  S77m  in  Functionen  von  «/3<y  j 
heifst  dann  V  dieser  Werth  von  S  Jim ,  so  ist 

d*      ^&ß  H^d<y  * 

und  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  geht  in  folgende 
über: 

\     b&y      by  b^J 
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WO 


T  =  8  f^l±Jll±±2)  m 
V  2  dt"  J 


dir  =  Pdp-j-Qdq  +  Rdr  und  V  =  8. 77m  ist 

I.  Um  das  Vorhergehende  auf  einige  besondere  Fälle  anzu- 
wenden ,  wollen  wir  die  Gleichungen  der  Bewegung  eires  Kör- 
pers suchen ,  auf  welchen  eine  veränderliche  Kraft  S  in  der  Rich- 
tung r  =  J/x»  +  y«  +  z*  wirkt.  Nach  g.  2.  II  sind  diese  Glei- 
chungen in  Beziehung  auf  die  rechtwinklichten  Coordinaten  x  y  z 


• 

o 

„  d»x 

Sx' 

dt» 

r 

o 

= 

df 

Sy 

7"  ' 

o 

d9z 

dt»" 

s 


sey  nun  3  der  Winkel  der  Distanz  r  des  Körpers  von  dem  Mit- 
punkte der  Kraft  mit  der  Protection  dieser  Distanz  in  dPrFU« 


Es 

telpuukte  der  Kraft  mit  der  Projection  dieser  Distanz  in  der  Ebene 
der  xy  und  v  der  Winkel  dieser  Projection  mit  der  Achse  der  x. 
Man  suche  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  Beziehung  auf  die 
Coordinaten  r  £  und  v 


also  in  J.  4. 


T  = 


Es  ist  x  =s  r  Cos  3  Cos  v 
y  ssi  r  Cos  S  Sin  v 
z  =  r  Sin  $ 

r«  (äv*  Cos9  d+d^*)4-dr» 


?  dfT_ ~          und  V=/Sdr 

Man  hat  daher 

ÖT        r  , 


adr 


dt» 


aV         6V  _  *T 

iT       *  iT  ~  a7 '  *  •  =  0 


also  die  gesuchten  Gleichungen 
d»r  r 

3F— *t(*'  Cos»s+ds')+s =0 


r"dv  Cos»  9 


,.(! 


dv' 


r»  Sin»Cos*.—  =  0 
dt* 


Würde  der  Körper  nach  zwey  festen  Punkten  gezogen,  nach  den 
ersten  von  der  Kraft  S  in  der  Richtung  der  r,  und  nach  der  zwey- 
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ten  von  der  Kraft  S'  in  der  Richtung  der  r',  so  würde  T  den  To- 
rigen Werth  behalten,  und  V  =  y'Sdr  +  y'S'dr'  seyn,  und»  man 
würde ,  um  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Körpers  zu  er- 
halten ,  blofs  der  ersten  der  drey  vorhergehenden  Gleichungen 

_.  S'dr'      '  S'dr'  ,  S'dr' 

die  Giöfse  ,  der  zweyten  — - — ,  der  dritten    ^  -  hinzu- 

fügen, woraus  man  zugleich  sieht,  wie  man  auch  für  mehr  als 
zwey  Kräfte  verfahren  soll. 

II.  Auf  eine  ähnliche  Art  lassen  sich  auch  die  allgemeinen 
Gleichungen  des  §.  4.  II  behandeln,  die  man  durch  folgende  ein- 
zelne ausdrücken  kann  : 

>  @    0  *+  (g) 

wo  die  Variationen  £x,  $y  und  £z  von  einander  unabhängig  sind. 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  dem  oben  gegebenen 
Ausdrucke,  so  ist,  wie  zuvor, 

r9  (dva  Cos»  S  +  d3«)  +  dr* 

Tdv  ' 

also  behält  auch  —  und  —r-  .  .  .  ♦  seine  obigen  Werthe.  Die 

er  6  dr  0 

Gröfse  &n  aber  ist  gleich 

oder  b'n  ist  das  vollständige  Differential  von  O  in  Beziehung  auf 
x ,  y  und  Z.  Allein  das  vollständige  Differential  derselben  Gröfse 
in  Beziehung  auf  r  v  und  $  ist  eben  so 

©*+<»-+<#» 

Substituirt  man  daher  diese  Werthe  von  T  und  V  und  ihre 
Differentialien  in  der  letzten  Gleichung  von  I  und  nimmt  die  Grös- 
sen £r,  £v  und  #3  als  von  einander  unabhängig  an,  so  erhält  man 

-  aji  <*<  cos»  9  +  *»•)  =  (^) 


•  4 
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III.  Um  endlich  den  letzten  Gleichungen  noch  eine  andere 

für  die  Anwendung  bequeme  Gestalt  zu  geben ,  sey  u  =  — ^ — 

rCosS 

und  s  ss  Tang  3,  also  u  gleich  der  Einheit  dividirt  durch  die  Pro- 
jection  des  Radius  Vectoi  s  r  auf  die  Ebene  der  xy  und  s  gleich 
der  Tangente  der  Breite  vonm  über  derselben  coordinirten  Ebene. 
Diefs  vorausgesetzt  ist  die  zweyte  der  drey  letzten  Gleichungen , 
,      ,  dv 

wenn  man  sie  durch  —j  multiplicirt 


dvvd, 


•  T —   V  dr  s    u ' 

u'dt 

und  ihr  Integral ,  wenn  h  eine  Constante  ist . 

Multiplicirt  man  aber  die  erste  jener  drey  Gleichungen  durch 

—  Cos  3,  und  die  dritte  durch  -  Sin  3,  so  gibt  die  Summe  bey- 

der  Producte 
nV 

—  +  *da  3  Sin  3  —  d3  r  Cos3      2  drd3  Sin  3  -f-  rd3*  Cos  3 

Es  ist  aber  d .  —  =  dr  Cos  S  -r-  r  d  3  Sin  3  und  daher  • 
u 

d».-i==  —  rd'3Siu3  +  darCos3  — 2drd3Sin3  — rd3»  Cos 3 
also  auch  der  erste  Theil  der  Gleichung  (a)  gleich 

T  (  «  ^ 

» 

Da  ferner  Q  eine  Function  von  r  v  3  Und  von  v  a  u  ist ,  so 
hat  man  für  das  vollständige  Differential  von  Q 

*-©*+!»•+<»*•. 
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also  ist 


und  überdiefs 

■ 

T          dS          T  i  dr       .  dSSinS 

ds  ss    und  du  =  —   +  — =  

Cosa3  rmCos3  rCos*$ 

wodurch  die  vorhergehende  letzte  Gleichung  in  folgende  zwcj' 
übergeht: 


d5/       Vdu'  rCos'3  \ds/Cos»3 

VdrV  Vdu/  r'CosS 

so  dafs  also  der  letzte  Theil  der  Gleichung  (a)  ist 

<3)«-:©— 

Diese  Gleichjung  (a)  ist  daher 

udt»  Vu'dt'y  Mu/  VdsV 

Sej  dßr  Kürze  wegen  t 

so  gibt  die  Gleichung  (i) 

also  auch  die  letzte  Gleichung  (a) 

d»>  Ka  Vd»/  Wdr/ 

-*(£)-*-.©•••<*> 

Endlich  ist  noch  die  letzte  der  drey  Gleichungen  in  II 
rM'^  2rdrd3  +  r9dv8  Sin  3  Cos  3 


dt» 


-(2) 
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dt*  dv»  T  VdW  di; 


radv»  SinSCosS 
dtV 


=  K8  u*  .s 


und  überdiefs 


'  (2) -  (2)  (£) + (2)  (*) 
(2)  -  ®  #  +••) + ®  - 


Substituirt  man  jeneWerthe  in  der  letzten  jener  drey  Gleichun- 
gen ,  so  ist 

Sammelt  man  die  Gleichungen  i  ,  2  ,  3 ,  so  hat  man  für  die  ge- 
suchten Ausdrücke 

•    (a>  . . .  dt = Jl.  wo  K. = h»  +  *  r(äV).  äJL  ;* 

Vduy     Vd.  yu 

*.;.*-<§+.) -*  +  ©)S 

« 

und  diese  drey  Gleichungen  bestimmen  ebenfalls  die  Bewegung 
des  Körpers  m  um  M.  In  ihnen  ist  das  Differential  dv  constant 

1  1  s  1 

und  ac  =  —  Cos  v,  y  =  —  Sin  i>,  z  es  —  so  wie  x'  =  —  Cos  v', 
u  y       u  u  u' 

1  s' 
y'  =  --  Sin  v'y  z'  =  — ^  Hat  man  blofs  zwey  Körper  m  und  m' 

nebst  dem  Central -Körper  M ,  und  nimmt  man  die  Summe 
M  +  m  für  die  Einheit  der  Mafsen  ,  so  ist 

Q=r"-r^(**'  +  yy'+'2') 


m' 


V  (x'-x)»  -f-  öFtF  +  (z'-^9 


E  2 
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Das  letzte  Glied  dieses  Ausdruckes  ist 

m' 


-f-r" — 2  xx' — 2  yyl — 2  zz' 

also  auch ,  wenn  man  die  Distanz  r'  sehr  grofs  gegen  r  annimmt , 
und  dieses  letzte  Glied  nach  den  negativen  Potenzen  von  W  ent- 
wickelt, 

m'     m'Cxx'-f-yy'  +  zz'—  £r«)       |  m'(xx'-r-yy'-r-  zz'—  \  r9)* 

--  +  +  ■  » 

r'  r/s  r/s 

oder  wenn  man  für  x  x' . . .  die  angezeigten  Werthe  substituir*  } 

u  u' 


+ 


m'u' 


f  +4[«n/Cos(v~^)4-uu'.ss'--f u'»(i4-s»)]8  (i  +s»)u'*  ] 
t  (i  +  s'»)».u4  "~~2(i-fs'9)uaJ 

Ist  s  so  klein  ,  dafs  man  es  ohne  merklichen  Fehler  vernachlässi- 
gen kann ,  so  hat  man  den  einfachen  Ausdruck 

._  n  m'u" 

==.  +  m'u-f--^— f-  [1  -J-3Cos(2t>— 2p')— -as*] 


auf  welche  Gleichungen  wir  bey  der  Theorie  des  Mondes  wieder 
zurückkommen  werden. 
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DRITTES  KAPITEL. 


Allgemeine  Gesetze  der  Bewegung. 


J.  i. 

Sind  {,  u>  l  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  ehies  Körpers, 
dessen  ganze  Masse  durch  m  bezeichnet  wird ,  so  hat  man  nach 
Cap.  I 

m£  =  Sx dm, 

m  u  =  Sy  dm, 
m  {  =  Sz  dm , 

wo  das  Integralzeichen  S  sich  auf  die  Masse  des  ganzen  Körpers 
bezieht.  Differentiirt  man  diese  Gleichungen  zweymahl ,  so  ist 

md'l     qi      d-x  md«u  d'y  md^  d«z 

_  m  Sdm ,  ^ ,  ^  =  3dm  .  —  ,  =  Sdm  .  — 

und  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  den  drey  vorletzten  Gleichun- 
gen des  Cap.  II  J.  iK  substituirt, 

mda?  ,      md*u       „    _  m.d*?   

woraus  folgt,  dafs  wenn  der  Körper  durch  keinen  festen  Punkt 
zurückgehalten  wird ,  d.  h.  wenn  die  drey  letzten  Gleichungen 
des  Cap.  II  §.  2.  von  selbst  wegfallen,  dafs  dann  der  Schwerpunkt 
des  Körpers  sich  so  im  Baume  bewegt,  als  ob  die  ganze  Masse 
des  Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre ,  und  als  ob 
alle  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  unmittelbar  an  diesem 
Schwerpunkte  angebracht  wären.  Dasselbe  gilt  auch  von  einem 
Systeme  von  Körpern,  deren  Massen  m,  m/.  m". ..  sind.  Ist  dann 
M  =  m  +  m'  -(-  m"  +  . . .  die  Summe  aller  dieser  Massen ,  und 
sind  wieder  jf,  u,  {  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  gan- 
zen Systems ,  so  ist 

da£       ^,  dau      „  d°C  _ 

M  —  =  2  Xm,  M  —  =  2Ym,  M  — ■  =  2Zm, 
dt8  dt3  dt»  ~"m« 

1 

wo        m  =  Xm  +  X' in'  -{- X"  m"       . . 
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Ist  daher  die  gegenseitige  Anziehung  der  Elemente  des  Körpers, 
oder  ist  die  gegenseitige  Anziehung  der  einzelnen  Massen  desSy- 
stemes  die  einzige  Kraft,  welche  auf  den  Körper  oder  auf  das 
System  der  Körper  wirkt,  so  ist  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
gleichförmig  und  geradlinicht.  Denn  da  in  diesem  Falle 
die  Gröfsen  X ,  Y ,  Z  verschwinden ,  so  sind  jene  drey  vorher- 
gehenden Gleichungen 

mda|f  md'u  ni<I9£ 

• 

und  deren  Integrale 

mf  =  at  +  b,  mu  =  a't  +  b',  m£  =  a"t  -|-  b" 

wo  a ,  b ,  a', . . .  die  Constanten  der  Integration  sind. 

Diese  allgemeine  Eigenschaft  der  Bewegung  wird  der  Grund- 
satz derErhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunkt  s 
genannt.  , 

5-2. 

Multiplicirt  man  von  denselben  drey  vorletzten  Gleichungen 
des  Cap.  II  §.  2.  die  erste  durch  y,  und  die  zweytc  durch  —  x, 
so  gibt  ihre  Summe 

_        Ad'x-xd'y   ,   ,r     v  \ 

»am  [J—^ ,_J  +  rx-xj)  =0 

und  eben  so 

( zd9x— xd'z       n  \ 
Sdm  ^  1-  Zx— Xz  J  ss  o 

/zd2y— yd»z       „  N 
Sdm  ^  i^f        4-Zy-Yzj  =  0 

vergl.  Cap.  IT  §.  2.  die  drey  letzten  Gleichungen.  Integrirt  man 
diese  Ausdrücke  in  Beziehung  auf  dt,  so  erhält  man 

„  _    f  y  dx — xdyNy 

Sdm   ~ — -J  +  S./dm  (Yx~Xy)  dt  =  C 

_  _     f  zdx — xdz\ 

Sdm  ^  J  -f-  S./dm  (Zx— Xz)  dt  =  C 

Sdm  Q^^J^  +  S./dm  (Zy— Yz)  dt  =•  C" 

wo  C,  C,  C"  die  drey  Constanten  der  Integration  sind. 

Wirken  keine  äulseren  Kräfte  auf  den  Körper,  oder  auf  das 
System  der  unter  einander  auf  irgend  eine  Art  verbundenen  Kör- 
per, so  ist  X  =  Y  =  Z  =  o.  Wirken  aber  auch  äufsere  Kräfte 
auf  dasselbe,  doch  nur  solche,  die  sämmtlich  nach  dem  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  gerichtet  sind ,  so  ist 
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In  diesen  beyden  Fällen  sind  also  die  zweyten  Thette  der  drey 
vorletzten  Gleichungen  gleich  Null ,  und  man  hat  daher 

Sdm  (ydx— xdy)  sa  C  dt 

S  dm  (z  dx— x  dz)  =  C'.dt 

S  dm  (z  dy—y  dz)  =  C".dt 

Es  sind  aber  ydx  —  xdy,  zdx  —  xdz,  z  Jv  —  ydz  die  auf  die 
Ebenen  der  xy,  xz,  yz  projicirten  doppelten  Winkelflächen, 
welche  die  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  nach  den 
verschiedenen  Elementen  des  Körpers  oder  nach  den  verschie- 
denen Körpern  des  Systemes  gezogenen  Radien  in  der  Zeit  dt 
beschreiben.  Die  Summe  dieser  WinkeMlächen ,  jede  mit  der 
Masse  ihres  Körpers  multiplicirt ,  ist  also  in  jenen  beyden 
Fällen  der  Zeit  dt  proportionirt,  in  welcher  diese  Winkel- 
•  Hachen  beschrieben  werden ;  diese  Winkelllächen  sind  selbst  in 
einer  endlichen  Zeit  t  dieser  Zeit  proportionirt,  und  diese  allge- 
meine Eigenschaft  der  Bewegung  heilst  der  Gr  undsatz  der 
Erhaltung  der  Flachen. 

§.  3. 

Nach  Cap.  IT  g.  2.  Nro.  I  ist  die  allgemeine  Gleichung  der 
Bewegung  eines  Körpers 

o  =  sam  f  *  +  +  Pip  +  Q„  +) 

wo  V  ,  Q  ♦  ♦ .  die  äufsern  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  ,  und 
dm  das  Element  der  Mafsc  des  Körpers  bezeichnet.  Verwan- 
delt man  in  diesem  Ausdrucke  das  Zeichen  Sdm  in  Sm,  so  dafs 
Sm  =  m  +  m'  4"  m"  +  •  •  so  erhält  man  nach  Cap.  II  J.  2.  Nro.  lt 
die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung  eines  Systems  von  Kör- 
pern, deren  Massen  m,  m',  m". . .  sind. 

Man  kann  in  dieser  Gleichung  die  Zeichen  d  und  Limmer  als 
gleichbedeutend  annehmen ,  so  lange  die  äufsern  Bedingungs- 
gleichungen XdL,  X'dL', ...  der  Bewegung  nicht  die  Zeit  t  selbst 
enthalten.  Nimmt  man  ferner  an,  dafs  Pdp  -\-  Qdq-f-..  =;  d/I, 
ein  vollständiges  Differential  ist,  was  immer  seyn  wird,  wenn  die 
Kräfte  P.  Q.»  blofse  Functionen  ihrer  Entfernungen  sind,  wie 
diefs  in  der  Natur  der  Fall  ist ,  so  hat  man 

und  dessen  Integral 

A  =  Sm  CU'+^  +  **°  +„-) 


Dl 
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wo  A  eine  constante  Gröfse ,  und 


V/dx9      dy«  +  dz* 
dt 

bekanntlich  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  bezeichnet.  (Cap.II 
g.  1.  Gleichung  (I)). 

Man  nennt  aber  in  der  Mechanik  dasProduct  der  Masse  eines 
Körpers  in  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit  die  lebendige 
Kraft  des  Körpers.  Die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  oder 
eines  Systeuies  von  Körpern  hängt  also  blofs  von  den  äufseren 
Kräften  ,  und  keineswegs  von  der  Verbindung  der  Körper  unter 
einander  oder  von  den  krummen  Linien  ab,  welche  diese  Kör- 
per beschreiben ,  und  wenn  keine  äufsern  Kräfte  auf  das  System 
wirken,  so  ist  die  lebendige  Kraft  desselben  eine  constante  Gröfse. 
Diese  Eigenschaft  der  Bewegung  heifst  der  Grundsatz  der 
Erhaltung  der  lebendigen  Kraft. 

Wenn  man  von  den  allgemeinen  Gleichungen  (IV)  des 
Cap.  II  die  erste  durch  dx,  die  zweyte  durch  dy,  und  die  dritte 
durch  dz  multiplicirt ,  so  ist  die  Summe  dieser  Producte,  da 

Pdx  +  Qdy +  Rdz  «  o  ist, 

Jxd.x-t-Jyj.y+a2j.z=xJx  +  Ydy  +  zdz 

dt9 

Ist  aber X  dx  -f"  Y  dy  -f-  Z  dz  as  d.U  ein  vollständiges  Differential, 
so  erhält  man,  wenn  man  die  vorhergehende  Gleichung  integrirt, 

dx»  -\-  dy9  -f-  dz9 

wo  A  eine  beständige  Gröfse  ist,  oder  wenn  v  die  Geschwindig- 
keit des  Körpers  bezeichnet  v'  =  A  +  2U,  Wirken  daher  keine 
äufsern  Kräfte  auf  den  Körper ,  so  ist  ü  =  o  und  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  desselben  ist  eine  constante  Gröfse,  wie 
zuvor. 

I.  Wenn  keine  äufsern  Kräfte  auf  den  Körper  wirken .  der 
sich  auf  der  Fläche  dL  =  o  bewegen  soll,  so  ist  nach  Cap.  HJ.  2. 1 

d9x        fdlA  d9y         /"dLx  d9z  /'dLx 

und  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  ist  (ebendaselbst)  gleich 


*•  V  (£>•  +  (£»  C 


dLy 


Pa  hier  keine  äufsern  Kräfte  wirken,  so  ist ,  nach  dem  so  eben 
erklärten  Grundsatze  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  die 
Geschwindigkeit  v  des  Körpers  constant,  und  da  man  überhaupt 
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hat,  (Cap.  II  J.  1.)  eis  =  vdt,  wo  ds  das  Element  des  von  dem 
Körper  beschriebenen  Bogens,  und  dt  das  immer  als  constant 
vorausgesetzte  Element  der  Zeit  bezeichnet,  so  ist,  euch  da* 
Element  ds  des  beschriebenen  Bogens  selbst  constant.  Substitu- 
irt  man  aber  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  für  dt  seinen 

Werth  — ,  so  erhält  man 
v 

f^L\    9*&*x  .  y'ft'y     WLn  _  i*ad»jB 

*  VdJ )  ~  ds*  '  *  \djJ  -  ~dsT  '  X  KdiJ  ~  ""ÖV~  . 

und  daher  ist  auch  der  Druck  des  Körpers  auf  die  gegebene 
Fläche  ,  auf  welcher  er  während  seiner  Bewegung  zu  bleiben 
gezwungen  ist,  gleich 

Allein,  wenn  ds  constant  ist,  so  ist  bekanntlich  der  Krümmungs- 
halbmesser f  einer  jeden  Curve  von  doppelter  Krümmung 

ds9 

f  =    = 

✓  (d«r)«+(d-y)«-Kd-z)» 

woraus  daher  folgt,  dafs  der  Druck  des  Körpers  auf  die  gegebene 
Fläche  gleich 


t 

oder  gleich  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch 
den  Krümmungshalbmesser  der  Curve  ist,  welche  der  Körper 
auf  der  Fläche  beschreibt,  wenn  keine  äufsern  Kräfte  auf  ihn 
wirken.  Wirken  aber  auch  äulsere  Kräfte  auf  den  Körper,  so  wird  . 


v9 


man  zu  jenem  Drucke  —  noch  jlen  Theil  des  Druckes  addiren , 
welcher  aus  der  Wirkung  jener  Kräfte  entsteht« 

Bezeichnet,  wie  zuvor,  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers, 
oder  ist 

dx«+dy«  +  dz- 

v%  =  

dta 

so  hat  man  nach  J.  3. 

Sm         +  JX^  aa  A  ,  also  auch 

Sm(^  +  ^)=o  , 

Dadurch  geht  die  erste  Gleichung  des  g.  3.  in  folgende  über:. 
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Es  ist  aber    ^  * 
d3x£x-f-  da  y£y  -f-d*z£z  = 
d.(dx£x  +  dy$y  +  dz$z)  —  dxd£x  —  dydty  —  dzd^z 

Der  letzte  Theil  dieses  Ausdruckes  ist 

dxd£x  +  dyd£y  +  dzd£z  =s  dx£dx  +  dy«%  +  dz^dz 

es  x£(dx«  +  dy«  +dz») 
•  =i^(v»dt«)  =  i^(ds)* 

=  ds.^ds 

Also  ist  auch  4 

d  »x  Sx  +  d    by      d  3z  bz       d  (dx  Äx  -f-  dy  by  +  dz  $z)  v'g.ds 

—  =  ät>  Jr~ 

und  daher  die  vorhergehende  Gleichung 

/  dxÖx  +  dyöy-|-dz  5z>.       v9.5ds  B_ 
Sm  (d.  I   _\_U  ^  —  vbv)  =  o 

V  dt»  J  ds 

ds 

oder  wenn  man  alle  Glieder  durch  die  constante  Gröfse  dt  = 

multiplicirt ,  und  bemerkt ,  dafs 

8  (y  ds)  =  v  ^ds  -f-  ds  $v  ist , 
„     /^d.(dxÄx  +  dy  6y  +  dz5z)  N 
Sm  Q_   At  —  "T  5  ("  W ^  =  ° 

oder  endlich,  da  das  Zeichen  S  sich  nur  auf  m,  aber  nicht  auf 
d  und  8  bezieht , 

d.Sm  (d*6x  +  ayay  +  dz6z)_  ^  ^  ^  =  ^ 

dt 

Integrirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  d,  und  zeigt  man 
diese  Integration  durch  /  an ,  so  ist 

dt 

Da  aber  das  Zeichen/ in  dem  letzten  Gliede  dieser  Gleichung 
nur  auf  die  Gröfse  v  und  s,  und  keineswegs  auf  die  Zeichen  Sundtf 
sich  beziehen  kann ,  so  ist  * 

/£.Sm.vds  es  £.Sm.  /vds 
Setzt  man  also  voraus ,  dafs  für  den  Anfangspunkt  des  Inte- 
grals/vds  sey  $x  =  o  =  £y  =  8z ,  so  wird  auch  die  Constante  G 
gleich  Null  seyn ,  oder  man  wird  haben 
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S  dm  (dx  5x  4-     *y  +  dz  bz) 

d.  Sm  ./Vds  =  

dt 


•  i 

Setzt  man  endlich  noch  voraus,  dafs  auch  für  den  Endpunkt  de» 
Integrals  fv  ds  die  Gröfsen  8x ,  £y,  £z,  verschwinden ,  so  ist 

Sm./vds  bs  o 

das  heifst :  die  Variation  der  Gröfse  Sm./vds  ist  für  diesen  Fall 
gleich  Null,  also  diese  Gröfse  selbst  ein  Gröfstes  oder  ein  Klein- 

8tes» 

Wenn  daher  die  Körper  eines  Systems  von  inneren  Kräften, 
oder  auch  von  solchen  äufseren  Kräften ,  die  blofse  Functionen 
ihrer  Entfernungen  sind,  getrieben  werden ,  so  verhalten  sich  die 
Curven ,  welche  von  diesen  Körpern  beschrieben  werden  ,  und 
die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  sie  beschrieben  werden, 
immer  so ,  dafs  die  Summe  der  Producte  jeder  Masse  ,  multipli- 
cirt  in  das  Integral  /vds  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  vor- 
ausgesetzt, dafs  man  den  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Curve  als 
gegeben ,  also  die  Variationen  der  Coordinaten  für  diese  beyden 
äulserhten  Punkte  als  Null  betrachtet.  Diese  allgemeine  Eigen- 
schaft der  Bewegung  heifst  der  Grundsatz  der  kleinsten 
Wirkung. 

I.  Dieser  Grundsatz  ist  sehr  allgemein,  und  er  enthält  die 
gesammte  Theorie  der  Bewegung,  wie  man  leicht  auf  folgende 

Art  zeigen  kann.  •  # 

Da,  wie  bereits  erinnert  wurde,  das  Zeichen  J  von /und  b 

unabhängig  ist,  so  ist 

£.Sm  /vds  =  Sm/^Ods)  =  Sm/-(ds£v  +  v^ds)  =  o 
Der  erste  Theil  dieses  Ausdruckes  ist 

Sm  yds£  v  =  Sm7v  dv .  dt  =  /dt .  Sm .  v  dv 
Aber  nach  5.  3.  ist    Sv2  m  =  2  A  — 1  SUm,  wo 

dJ7=  Pdp+  Qdq  + 
also  ist    Sm.^v  =  -  S5/7m  =  —  S(Pdp  -f  Q  dq  +).m 
Derzweyte  Theil  jenes  Ausdruckes  ist  Sm/v*ds,  oder 

(dxd^x-4-dy  döy  +  dzdßzX 
 Z  '  = 

lxdöx  +  dy  döy-r-dzdöz 


dt 


Aber/^  =  Jt.,x_/dxd.J,u.,f. 
also  der  zweyte  Theil 


r 
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und  daher  die  ganze  erste  Gleichung,  wenn  man  die  Zeichen 
S  und /versetzt,  • 

/dt.S  (^«x+g^+il^  +  Pip  +  Qiq+J  m=o 

welches  die  ohen  gegebene  allgemeine  Gleichung  der  Bewe- 
gung ist. 

$.  5. 

Sind  also  X,  T,  Z  die  Kräfte,  welche  parallel  mit  den  Ach- 
sen der  x  ,  y,  z  auf  einen  Punkt  wirken,  der  gezwungen  ist,  auf 
einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben,  und  nimmt  man  an,  dafs  die 
Gröfsen  ,  ^x,  5y,  £z  schon  dieser  Fläche  angehören,  so  hat 
man  nach  dem  Vorhergehenden  für  die  Bewegung  des  Punktes 
auf  der  Fläche : 

.-(rs-x>+<5-.>+<g-.o-. 

Wirken  aber  keine  Kräfte  auf  den  Körper,  sondern  bewegt  er 
sich  blofs  durch  einen  ersten  augenblicklichen  Stöfs ,  so  geht  diu 
vorige  Gleichung  in  folgende  über 

o  =  dax.<5x  +  <Lay.$y  +  d«z.£z. 

Nach  dem  Grundsatze  der  kleinsten  Wirkung  (J.  4«)  aber  ist, 
wenn  keine  Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  oder  wenn y  constant 
ist,  die  von  dem  Körper  auf  der  gegebenen  Fläche  beschriebene 
Curve  die  kürzeste,  die  man  auf  dieser  Fläche  zwischen  den 
beyden  Endpunkten  des  Weges  des  Körpers  ziehen  kann.  Also 
ist  auch  die  letzte  Gleichung ,  verbunden  mit  der  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche ,  die  gesuchte  Gleichung  der  kürzesten  Curve, 
die  auf  der  Fläche  zwischen  jenen  Endpunkten  gezogen  werden 
kann. 

Es  sey  daher  u  =  o  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche,  wo 
u  eine  Function  von  x  y  z  ist ,  so  ist  auch 

*  -  © *x + Cry)  * + (s) iz  - 0 

Eliminirt  man  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen  die  Gröfse  £x, 
so  erhält  man 

(©'■'-CeH,'*(©'-©H— 

und  da  $y  und  dz  von  einander  unabhängig  sind,  so  hat  man 

od  •••-©'--• 


Digitized  by  Google 


77 

also  auch 

welches  die  gesuchten  Gleichungen  der  kürzesten  Linie  auf  der 
gegebenen  Fläche  sind. 

I.  Man  kann  diese  Gleichungen  noch  durch  eine  andere  Be- 
trachtung finden,  die  ebenfalls  der  Mechanik  angehört. 

Ist  wie  zuvor,  u  =  o  die  Gleichung  der  Fläche,  so  ist  die 
Gleichung  der  diese  Fläche  tangirenden  Ebene 

Die  kürzeste  Linie,  welche  auf  dieser  Fläche  zwischen  zwey  ge- 
gebenen Punkten  gezogen  werden  kann,  wird  die  seyn,  welche 
ein  auf  dieser  Fläche  zwischen  jenen  Endpunkten  frey  ge- 
spannter Faden  beschreibt,  d.  h.  ein  so  gespannter  Faden, 
dessen  Elemente  alle  im  Gleichgewichte,  in  Buhe  auf  der  Fläche 
liegen.  Dieses  Gleichgewicht  wird  aber  nur  dann  Statt  haben,  wenn 
der  Druck,  der  aus  der  Spannung  des  Fadens  auf  die  Fläche  ent- 
steht, in  allen  Punkten  des  Fadens  senkrecht  auf  die  Fläche,  oder 
in  der  «Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der  Fläche  liegt. 
Die  gesuchte  kürzeste  Linie  wird  also  die  Eigenschaft  haben,  dals 
ihre  Krümmungshalbmesser  alle  senkrecht  auf  die  Fläche  sind*  Sey 

x  +  Ay+Bz  =  o.   (a) 

die  Gleichung  der  Ebene  des  Krümmungskreises  der  gesuchten 
Cur vc* ,  so  hat  man  auch 

dx  -f"  A  dy  +  ß  dz  sa  o 

Aday  +  Bd9  z  =  o 

Woraus  man  für  A  und  B  die  Werthe  erhält 

dxd9z  dxd'y 

A  =  ,  ,  B  =—   1  

dzd'y  —  dyd9z  dzd9y— dyd'z 

Da  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die  berührende  Ebene  und 
die  Ebene  des  Krümmungskreises  auf  einander  senkrecht  stehen 
müssen,  so  werden  sich  die  Ebenen  (i)  und  (2)  unter  rechten 
Winkeln  schneiden,  welche  Bedingung  durch  folgende  Gleichung 
ausgedrückt  wird 

—  5    1     '  ( —  ]  =0 


©+*•(©+■ 


vdzy 


Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  Differential  der  Glei- 
chung (1)  oder  mit 


1 
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so  erhält  man 


0-£>©+(»-l)CäD 


O 


oder  ürenn  man  die  vorhergehenden  YVerthe  ton  A  und  B  sub- 
stituirt  und  die  Gleichung  durch 

ds3=(dx*  +  dy9  +dz9)*r 

diyidirt 

ox9  <i9z      dy9  d2z~dydzd9y 
dV 

dx8  d9y  +  dz9  d3y  —  dydi  d9z  ^duN 

1  vsj  -  ; 

•     «  .  • 

Da  aber 

dydV+d-zd8*  ,  ,  • 

,Ja8   für  dx  =  Const.  ist,  so  hat  man 

ds 

<jz  (dsd9z  —  dzd9s)ds  dx»  d'z  +  dy 9  d9z —  dy  dz d9y 
und  eben  so 

dy      dx*  d9y  +  dz9d9y  —  oydzd'z 

d ,    -  • 

*  ds  ,  <[83 

und  daher  die  vorhergehende  Gleichung 

Für  die  gesuchte  kürzeste  Curve  auf  der  gegebenen  Fläche  ,  wie 
zuvor. 
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Viertes  kapitel, 


Bewegung  eines  Körpers  Tön  gegebener  GesUlt, 


Wir  haben  bereits  im  zweyten  Capitel  J.  2.  III  die  Glei- 
chungen für  die  fortschreitende  sowohl ,  als  für  die  drehende 
Bewegung  eines  Körpers  von  irgend  einer  Gestalt  gegeben.  Die 
Wichtigkeit  dieses  Gegenstandes  fordert  aber  noch  eine  nähere 
Betrachtung  dieser  Gleichungen,  besonders  der  letzten.  Setzt 
man  der  Kürze  wegen 

N  =  S/(Yx  —  Xy)  dt. dm 

N'=  Sf(Zx  —  Xz)dt.dm 

N"  =  S/(Z  y  —  Yjz)  dt .  dm 

so  gehen  die  drey  letzten  jener  Greichungen ,  wenn  man  sie  in 
Beziehung  auf  dt  integrirt ,  in  folgende  über 

S(xdy-ydx)^  =N 


dt 

6  (x  dz— z  dx)  ^  &  W 
S(ydz— zdy)^  =  N" 


und  diese  Gleichungen  enthalten  die  Theorie  der  Rotation  der 
Körper. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  dafs  ein  Körper,  dessen 
Oberfläche  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  rechtwinklichten 
Coordinaten  x,  y,  z,  gegeben  ist,  blofs  durch  die  Wirkung 
eines  augenblicklichen  Stöfs  es  sich  um  die  Achse  der  z  drehe, 
ohne  dafs  sonst  äufsere  Kräfte  auf  ihn  wirken.  Heifst  dann  «  die 
Rotationsgeschwindigkeit  irgend  eines  seiner  Elemente  dm ,  des- 
sen Entfernung  von  der  Achse  der  z  gleich  r  ist ,  so  ist  die  wahre 
Geschwindigkeit  dieses  Elements  v  ==  r.w 


* 
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Wenn  aber  ein  Punkt  gezwungen  ist ,  Während  seiner  Bewe- 
gung auf  einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben ,  so  übt  er  gegen 
diese  Fläche  einen  Druck  oder  eine  Kraft  aus,  welche  nach 
f  ap.  III.  3.  I  gleich  ist  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit 
dividirt  durch  den  Krümmungshalbmesser  der  von  dem  Funkte 
beschriebenen  Curve,  wenn,  wie  hier  vorausgesetzt  wird  ,  keine 
aufseren  Kräfte  auf  den  Körper  wirken.  Da  aber  diese  Curve 
hier,  wo  wir  die  Rotation  um  eine  Achse  betrachten,  ein  Kreis 
des  Halbmessers  r  ist,  so  ist  die  Kraft,  welche  das  Element  dm 
senkrecht  auf  die  Peripherie  des  von  ihm  beschriebenen  Kreises 

dm 


v 


d,  h.  sönkrecht  auf  die  Rotationsachse  der  z  ausübt,  gleich 

v 

oder  wenn  man  die  Winkelgeschwindigkeit  »  =  -der  Kürze  we- 

V 

gen  gleich  der  Einheit  annimmt,  gleich  v dm.  Diese  Kraft  nach 
der  Richtung  der  r  gibt ,  wenn  man  sie  nach  den  Richtungen  der 
Achsen  der  x ,  und  y  zerlegt ,  und  wenn  man  a  den  Winkel 
nennt  *  welchen  r  mit  der  Achse  der  x  bildet ,  die  Kraft 

dX  =  rdm  Cosa  nach  x,  und 
d  Y  ss  r  dm. Sin a  nach  y 

oder  da  x  =  r  Cos  et,  und  y  =r  Sin  et  ist,  so  hat  man  dX  =  xdm, 
und  dY  ss  y  dm.  Diese  Kräfte  dX,  und  dY  entspringen  also 
blof  s  aus  der  Rotation  des  Körpers  um  die  Achse  der  z,  und 
die  erste  derselben  strebt  die  Achse  der  z  um  ihren  Anfangspunkt 
nach  der  Richtnng  der  x  mit  einem  Momente  zu  drehen, 
welches  dem  Produkte  dieser  Kraft  in  ihre  Entfernung  von  dem 
Anfangspunkte  gleich  ist  (Cap.  I  J.  0.),  das  heilst^  mit  dem  Mo- 
mente z  dX.  Eben  so  ist  das  Moment  der  zweyten  Kraft,  um  die 
Achse  der  z  nach  der  Richtung  der  y  zu  drehen,  gleich  »dY. 

Also  auch  dann,  wenn  keine  äufseren  Kräfte  auf  den  Körper 
wirken,  wird  die  Achse  der  z  doch  durch  die  blofsen,  aus  der 
Rotation  entstehenden  Schwungkräfte  von  jedem  Elemente  dm 
des  Körpers  den  Druck  z  dX  ss  xz  dm  nach  der  Richtung  der  x , 
und  den  Druck  z  dY  =  yzdm  nach  der  Richtung  der  y  leiden, 
und  daher  wird  der  aus  der  Rotation  entstehende  Druck  des  gan- 
zen Körpers  auf  die  Achse  der  z  seyn 

/x  z  dm  nach  x  ,  und  fy  z  dm  nach  j 

Wenn  daher  diese  Achse  der  z  durch  die  Rotation  keinen  Druck 
leiden  soll,  oder  wenn  der  Körper  um  diese  Achse  sich  frey 
drehen  soll,  ohne  diese  Achse,  auch  wenn  sie  nicht  unterstützt 
ist,  selbst  zu  bewegen,  so  müssen  diese  beyden  Kräfte/xzdm 
und  jy  zdm,  jede  für  sich,  gleich  Null  seyn.  Eben  so  wird  auch 
die  Achse  der  y  keinen  Druck  leiden  ,  wenn  /xy  dm  =  o  und 
/yzdm  =s  o  ist,  und  die  Achse  der  x,  wenn/xydra  =s  o  und 
Jxzdm  ss  o  ist. 
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Man  nennt  eine  solche  Achse,  welche  durch  Hie  Rotation 
des  Körpers  um  sie  keinen  Druck  leidet,  eine  fr  eye  Achse. 
Ein  Körper  wird  sich  also  um  jede  seiner  drey  Koordinatenach- 
sen x,  y,  z  frey  drehen  können,  oder  jede  dieser  drey  Achsen 
wird  eine  freye  Achse  seyn,  wenn  man  hat 

/xydm  es  o,/xzdra  =  o,/y z  dm  =  o 

I.  Ein  Körper,  der  um  eine  solche  freye  Achse  rotirt,  ohne  dafs 
äufsere  Kräfte  auf  ihn  wirken,  setzt  seine  Rotation  um  diese  freye 
Achse  mit  der  einmahl  erhaltenen  Winkelgeschwindigkeit  unver- 
ändert fort,  und  die  Achse  bleibt  unbeweglich,  gleichsam  als 
wenn  sie  befestigt  wäre,  ohne  dafs  eine  Kraft,  sie  zu  halten, 
erfordert  wird.  So  sind  z.  B.  die  drey  conjugirten  Durchmes- 
ser a,  b,  c  eines  homogenen Ellipsoids  zugleich  die  drey  freyen 
Achsen  desselben.  Denn  nimmt  man  diese  Durchmesser  für  die 
Achsen  der  x,  y,  z,  so  fallt  der  Anfangspunkt  dieser  Coordins- 
ten  in  den  Mittelpunkt  des  Körpers,  welcher  zugleich  der  Schwer- 
punkt desselben  ist,  und  man  hat  für  die  Gleichung  seiner  Ober- 
fläche 

a«b3z9  +  a»c»y»  +  bac»xB  =  a'b'c- 

Jede  der  drey  coordinirten  Ebenen  derxy,  nz,  und  yz  theilt 
diesen  Körper  in  zwey  gleiche  und  ähnliche  Hälften.  Ketraehtetmau 
also  z.  R.  irgend  ein  Element  dm  des  Körpers  über  der  Ebene 
der  xy,  zu  welchem  die  drey  Coordinaten  x ,  y,  z  gehören,  so 
wird  es  immer  ein  anderes ,  jenem  an  Masse  gleiches  Element 
unter  der  Ebene  xy  geben,  dessen  Coordinaten  x,  y  ,  und  —  z 
sind,  so  dafs  die  Difierenzialien  xzdm,  und  yzdm,  welche  zu 
diesen  beyden  Elementen  gehören,  für  die  erste  xzdm  und 
—  'xzdm,  und  für  die  zweyte  yzdm,  und  —  yzdm  seyn  wer- 
den, wo  daher  jedes  der  beyden  lntegralien  fx  zdm  und  fy  z  dm 
die  Summe  einer  unendlichen  Anzahl  von  DifTcreitialien  ist,  die 
sich  gegenseitig  paarweise  aufheben ,  so  dafs  also  diese  beyden 
lntegralien  fx  z  dm  und  fy  z  dm ,  und  eben  so  auch  /x  y  dm  für 
diesen  Körper  immer  gleich  Null  seyn  werden,  wenn  nur  die 
Achsen  der  x,  y,  z  den  Durchmessern  a,  b1  c  parallel  sind, 
und  beyde  sich  in  dem  Mittelpunkte  oder  dem  Schwerpunkte  de» 
Körpers  schneiden. 

Es  sey  die  Gleichung  der  Oberfläche  eines  Körpers  durch 
drey  willkührliche  senkrechte  Coordinaten  x ,  y  ,  z  gegeben , 
die  sich  in  dem  Schwerpunkte  des  Körpers  durchschneiden.  Mau 
suche  die  Lage  der  freyen  Rotationsachse  des  Körpers  gegen  jene 
drey  gegebenen  Koordinatenachsen  der  x,  y  ,  z. 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zuerst  die  drey  senkrechten 
Coordinaten  x,  y,  z  auf  drey  andere  ebenfalls  unter  sich  senk- 
rechte Coordinaten  x',  y',  z'  bringen,  die  denselben  Anfangs- 
funkt haben,'  und  so  liegen,  dafs  die  neue  Ebene  x'j'  gegen 
III.  '  t 
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die  vorige  Ebene  der  xy  unter  dem  Winkel  3  geneigt  sev ,  und 
dafa  die  Durchsthnittslinic  dieser  beyden  Ebenen  mit  der  Achse 
der  x  den  Winkel  vj/ ,  und  mit  der  Achse  der  x'  den  Winkel  p 
bilde.  Dieses  Vorausgesetzt,  hat  man  bekanntlich  die  Gleichungen 

x  =  x'  (Cos  3  Sin  \J/  Sin  p  +  Cos  vj/  Cos  p) 
-\-  y'  (Cos  3  Sin  \J>  Cosp  —  Cos  4>  Sin  p) 
+  a'    Sin  3  Sin  vj/ 

y  =  x'  (Cos  3  Cos  \J/  Sin  p  —  Sin  +  Cos  ß) 
4-  y'  (Cos  3  Cos  ^  Cos  p  -f-  Sin  +  Sin  p) 
-f*  z'   Sin  3  Cos  4* 

i 

z  =  x'  Sin  3  Sinp 
—  y'  Sin  3  Cos? 
+  z'  Cos  3 

oder  umgekehrt ,  wenn  man  diese  Werthe  fori  x,  y,  z  nacfli 
der  Ordnung  duich  die  Coeflicienten  Ton  x'}  von  y'  und  Ton  rJ 
multiplicirt ,  und  diese  drey  Produkte  addirt 

x*  r=  x  (Cos  *  Sin  +  Sin  p  +  Cos      Cos  p) 
-f.  J  (Cos  3  Cos  vj/ Sin  p  —  Sin  +  Cos  p) 

—  z   Sin  3  Sin  p 

y'  =s  x  (Cos  3  Sin  \J/  Cos  ß  —  Cos  Sin 
+  y  (Cos  3  Cos  +  Cos  ?  -f-  Sin      Sin  p) 

—  z  Sin  3  Cos  p 

z'  =  x  Sin  3  Sin  \J/ 
-f-  v  Sin  3  Cos  vi/ 
-f"  z  Cos  3 

•  _ 

Man  erhält  diese  Gleichungen  am  einfachsten  auf  folgernde  Arl: 

Gehen  die  Coordinaten  x,  y,  z  in  andere  f ,  u,  £über,  "wo 
f  u  in  derselben  Ebene  mit  xy  Hegt,  und  wo  die  Achsen  der  £ 
und  x  unter  einander  den  Winkel  vf/  bilden ,  so  ist 

x  =  |  Cos  vj/  -f-  u  Sin  %J/  oder  f  =  x  Cos  +  —  y  Sin  %J/ 
y  =  v  Cos  v|>  —  l  Sin  v)>  ü  =  x  Sin  \J/  -f-  y  Cos  + 

z  =  l  {  =  z 

Gehen  aber  diese  Coordinaten  f ,  u,  £  in  andere  f',  u',  f  über, 
wo  die  Ebene  der  g'u'  mit  der  Ebene  derfu  den  Winkel  h  bildet, 
.  und  wo  die  Durchschnittslinie  dieser  beyden  Ebenen  zugleich  die 
Achse  der  %  und  der  J'  ist,  so  hat  man 
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|  =  f  oder  f'=f 

u  =  \>*  Cos  3  +     Sin  3  u'  =  v  Cos  5  —  {  Sin  * 

£  as  f  Cos  3  —  u*  Sin  9  J'  =  v  Sin  S  +  £  Cos  3 

Gehen  endlich  die  Coordinaten  f',  w',  in  andere  x',  y',  z'  über, 
wo  x'y'  in  derselben  Ebene-niit  f'u'  liegt,  und  wo  die  Achsen  der 
x'  und  §'  unter  einander  den  Winkel  f  bilden ,  so  ist ,  wie  zuvor 

g'  =.  x'  Cos  <p  —  y>  Sin  9  oder  x'  =  u'  Sin  p  -f-  £'  Cos  ß 
u<  =  y'  Cos  <{>  +  x'  Sin  <*  y'  =  u'  Cos  p  —  |'  Sin  0 

^  =  z'  z'  =  £' 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  GrÖfsen  ^,  «,  {  und 
0',  u',  f  so  erhält  man  die  oben  gegebenen  Ausdrücke  zwischen 
x  y  z  und  x'  y'  z'.4 

I.  Stellt  man  die  drey  ersten  dieser  Gleichungen  durch 

xsax'+b  y'  -f-  c  z' 
y  es  a'x'-f-b'y'  +  c'  z' 
z  =  a"x'  -f  b"y'  -f-  c  'z' 
Tor ,  so  sind  die  drey  letzten 

x'  sa  ax  -f-  a'y  -f-  a"  a 
y'  =bx4-b'y  +  b"2 
z'  =  cx  +  c'y  -f-  c"  z 

Man  sieht  leicht ,  dafs  diese  Gröfscn  a  b  c  resp.  die  Cosinus  der 
Winkel  sind,  welche  die  Achse  der  x,  mit  den  Achsen  derx',  y',  z' 
bildet,  sowie  a'b'c'  die  Cosinus  der  Winkel  der  y  mit  x',  y',  z', 
•u"nd  endlich  a"  b"  c"  die  Cosinus  der  Winkel  der  z  mit  x',  y',  z' 
sind. 

Da  sich  aber,  wie  wir  so  eben  gesehen  haben,  die  Großen 
x',  y',  z'  durch  x  y  z  blofs  mittelst  drey  Gröfsen  un^  $  be- 
stimmen  lassen ,  so  mufs  es  zwischen  den  neun  Gröf  sen  a  b  c 
a'  b'  c'  a"  b"  C,  welche  dieselbe  Bestimmung  ausdrücken,  sechs 
Uedingungsgleichungen  geben ,  wodurch  sie  wieder  auf  drey 
Ton  einander  unabhängige  Gröfsen  zurückgeführt  werden.  Man 
erhält  diese  sechs  Bedingungsgleichungen  ,  wenn  man  die  vor- 
hergehenden Werthe  von  x ,  y ,  z  in  der  Gleichung 

X»  +  y»  -f-  Z»  =  x'a  +  y'a  4-  z'a 

substituirt und' die  Factoren  von  x/9  y"  z.",  x'y',  x' z'  und 
y'  z'  einander  gleich  setzt ,  so  dafs  man  hat 

a*  -|-  a/a  +  a"*  =1  ab  +  a'b'  +  a"b"  «Ü  o 

b»  +  b"  -f-  b"9  =1  ac  +  a'c'  +  a"c"  =  o 

c*  -f-  c/a  -f-  &d  ==  1  bc  +  b'c'  +  b"c"  =  o 

F  2 
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„.  «|_  b»  -f-  Q*  ==  i  aa'  -f-  Mi'  -f-  ce'  =  <» 

Ä<V-|-b'«  +  c'"=  i  aa"-f-  bb"-f-  cc"=  o 

a"8-j-b"'-r-c"9s=  ,  a'a"-r-b'b"-r-c  c"=  o 

II.  Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  annehmen,  daf» 
eine  Ebene  durch  die  gesuchte  freye  Rotationsachse  und  durch 
die  Achse  der  z  die  gegebene  Ebene  derxy  in  einer  Linie  schnei- 
det, welche  letzte  mit  der  Rotationsachse  den  Winkel  vj/ ,  und 
mit  der  Abscissenachse  der  x  den  Winkel  9  bilde.  Da  diese  Ebene 
durch  die  Rotationsachse  und  durch  die  Achse  der  z,  welche  wir 
für  die  Ebene  der  neuen  x'y'  annehmen  wollen,  auf  der  Ebene 
der  xy  senkrecht  steht,  so  ist  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
5 ss  <)ott,  und  man  erhält  daher  für  die  neuen  Coordiuaten  x'y'a' 
die  Ausdrücke 

x'  =    (x  Cos  vj/  —  y  Sin  \J/)  Cos  p  —  z  Sin  p 

y'  =  — (x  Cos  \J>  —  y  Sin  \J/)  Sin  p  —  z  Cos  p 

z*  =s      x  Sin  4*  +  y  Cos  \J/ 

Wenn  aber  die  neue  ^chse  der  x'  zugleich  eine  freye  Achse  seyn 
«oll  ,  so  mnJl  nach  dem  Vorhergehenden  J  x'  y*  dm  =s  o  und 
/x'z'dm  s=  o  seyn.  Da  übrigens  dieselbe  Achse  auch  durch  den 
Schwerpunkt  des  Körpers  gehen  soll,  so  ist  (nach  Cap.  1  J.  10. 1) 
auch./y'dm  s=  o,  und/z'  dm  =  o 

Setzt  man  aber  der  Kürze  wegen 

/x»dms=.a         und        fxy  dm  =  d. 

.  yyadrfis-b  yxzdm  =  e 

J  z 2  dm  ss  c  j yz  dm  =  f 

so  gibt  die  erste  jener  Bedingungsgleichungen,  oder,  so  gibt 
die  Gleichung /x'y' dm  =  0,  wenn  man  in  ihr  die  vorhergehen- 
den Werthe  von  x'  und  y' substitüirt, 

nfSinv)/— 2  e  Cos  vi/ 

tg  2  9  =s 


a  Oos8  v^-f-  b  Sin9  vj/ — c — 2  d  Sin    Cos  \// 

und  eben  so  gibt  die  zweyte /x'z'dm  =  o 

d  (Cos9  %)/— Sin9  vJ/)  +  (a— b)  Sin     Cos  vj/ 

Tg  9  =  ■  ■   

e  Sin  4»  +  f  Cos  vj/ 

* 

Substitüirt  man  diesen  Werth  von  tg  ?  in  der  Gleichung 
tg  2  $  =s       ^gf^'  50  ei'hält  man  zwey  Ausdrücke  für  tg2  9,  und 

wenn  man  diese  beyden  Ausdrücke  von  tgaß  einander  gleich 
setzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  in  welcher  blofs  die  unbe- 
kannte GrÖfse  tg  v[/  vorkömmt,  und  die,  wie  man  leicht  sieht, 
für  tg  ^  des  dritten  Grades  ist.  Da  aber  eine  Gleichung  des 
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dritten  Grades  immer  wenigstens  eine  mögliche  Wurzel  hat, 
so  hat  auch  jeder  Körper  immer  wenigstens  eine  freye  Achse. 

Um  zu  linden,  ob  er  deren  noch  mehrere  hat,  nehme  man 
dio  eben  gefundene  freye  Achse  zur  Abscissenachse  der  x  an, 
wodurch /xy  dm  =  /xz  drn  =  o,  also  d  =  e  es  o  wird.  Wird 
dann  die  andere  freye  Achse,  wie  vorhin,  durch  die  Winke)  <p 
und  4»  bestimmt,  so'erhält  man,  wie  zuvor,  für  tg  2<p  die  Glei- 
chungen 

(a  Cos»     -f-  b  Sina  vj>  —  c)  tg?  <p  —  2  f  Sin  vj/  =  o  und 
(f  tg  <p  -J-  (b  —  a)  Sin  vj/) .  Cos  +  o 

und  da  die  letzte  Gleichung  den  Factor  Cos  4/  enthält,  so  ist 
4»  =90,  also  die  erste  Gleichung 


tg  2  <p  = 


b — c 


und  da  tg  29  einen  doppelten  Werth  hat,  so  gibt  die  letzte 
Gleichung  auch  einen  doppelten  Werth  von  20>,  oder  von  9. 
Ist  nähmlich  der  erste  dieser  Werthe  von  9  gleich  <p%  so  ist  der 
zweyte  gleich  90  4-  <p\ 

Man  erhält  also  noch  zwey  andere  freye  Achsen,  die  wegen 
des  rechten  Winkels  \J/  alle  bevde  in  die  Ebene  der  y'  l1  fallen, 
so  ,  dals  also  jeder  Körper  immer  drey  freye  Achsen  hat,  die 
sich  in  dem  Schwerpunkte  desKörpers  senkrecht  durchschneiden. 

So  ist  z.  B.  bey  allen  Körpern,  die  durch  Umdrehung  einer 
Curve  um  eine  gerade  Linie  entstanden  sind ,  diese  gerade  Linie 
eine  freye  Achse  des  Körpers,  weil  es  in  jedehi  auf  dieser  Achse 
senkrechten  Schnitte  des  Körpers  ,  in  gleichen  Entfernungen  von 
der  Achse ,  auch  zwey  gleiche  Elemente  gibt ,  deren  Schwung- 
kräfte oder  deren  Pressungen  auf  die  Achse  einander  aufhe- 
ben. Die  beyden  andern  freyen  Achsen  liegen  in  dem  durch  den 
Schwerpunkt  gehenden,  auf  der  Rotationsachse  senkrechten 
Schnitte ,  oder  sie  sind  die  Durchmesser  dieser  kreisförmigen 
Schnitte,  und  da  diese  Durchmesser  sich  untereinander  durch 
nichts  unterscheiden,  so  sind  sie  insgesammt  freye  Achsen,  so 
wie  endlich  für  die  Kugel  alle  ihre  Durchmesser  zugleich  freye 
Achsen  sind  (jj.  1.  I) 

5.  3. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  \\)  des  §.  1.  wieder  vor- 
nehmen, und  die  drey  Coordiuaien  x ,  y,  z  derselben  auf  drey 
andere  x',  y',  z'  bringen,  welche  letzteren  mit  den  drey  freyen 
Achsen  des  Körpers  zusammenlallen  sollen.  Zu  diesem  Zwecke 
werden  wir  in  den  Gleichungen  (i)  für  x ,  y .  z  ihre  Werthe  in 
x'  y*  z'  aus  den  drey  ersten  Gleichungen  in      2.  substituiren. 

Bey  dieser  Substitution  werden  wir  also  auch,  da  die  Xchsen 
der  x'  y  z'  zugleich  die  Ircyen  Achsen  des  Körpers  sind ,  nach 


*  '  Digitized  by  Google 


8* 

dem Voi hergehenden /x'y' dm  es  0,/x'z'dm  =  o,/y'z/dm  =  o 
setzen.  Ferner  wollen  wir  der  Kürze  wegen  annehmen 

S(y"  +  z'9)  dm  =  A    und   pdt  =  dp  —  dv)/  Cos  9 
/(x'*  +  z'2)dm  =  B  qdt  =d+  Sin  9  Sin  9  —  d3  C0S9 

y(x'3  -r-y'9)dm  =  C  r  dt  =  dvj/  Sin  9  Cos  9  +d5  Sin  9 

d3 

.  also  auch     ~  =  r  Sin  9 —  q  Cos  9 
dvl/ 

g^-  Sin  9  =  r  Cos  9  ~f-  q  Sin  9 

5i.Sin9  =  (r  Cos  9  + q  Sin  9)  CosS+pSinS 

Führt  man  nun  die  angezeigte  Substitution  aus  ,  so  erhält  man : 

Aq  Sin  9  Sin  9  +Br  Sin  9  Cos  9  —  Cp  Cos  9  =  —  N 

(Aq  Cos  3  Sin  9  -f-  Br  Cos  9  Cos  9  +  Cp  Sin  9)  Cos  + 
-f-  (B r  Sin  9  —  Aq  Cos  9)  Sin  +  =  — .N' 

(Aq  Cos  9  Sin  9  -f-  B r  Cos  St  Cos  9  -f-  Cp  Sin  9)  Sin  %J/ 
+  (Br  Sin  9  — A  q  Cos  9)  Cos  vj/  ca  —  N" 

Wenn  man  diese  drey  Gleichungen  differentiirt ,  und  nach  der 
Differentiation  den  Winkel  vj/  =  o  setzt,  was  erlaubt  ist,  da  man 
die  Lage  der  x  in  der  Ebene  der  xy  willkührlich  annehmen  kann , 
so  erhält  man  ,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

Br  Cos  9  -p-  Aq  Sin  9  =  P,  und 
B r  Sin  9  —  Aq  Cos  9  =  <J  setzt 

d9,PCos9  +  SinS.dP— d.Cp  Cos  9  se  —  dN 

dvJ,.Q  —  d9.P  Sin  9  +  Cos  S.dP-f-d.Cp  Sin  9  =  —  dN' 

d.Q  —  d^J/.P  Cos  9—  Cp  dvJ/.Sin  9  =  —  dN'/ 

oder  auch ,  wenn  man  die  erste  dieser  drey  Gleichungen  durch 
Cos  9,  und  die  zweyte  durch  Sin  9  multiplicirt,  und  die  Diffe- 
renz dieser  Produkte  nimmt 


•...(II) 


C dp  +  (B — A)*qr  dt  =  dN  Cos  9-dN'  Sin  9 
und  eben  so 

Adq-f(C-B)pr  dt=-(dN  Sin9+dN'Cos9)Sin  9-f  dN"Cos>| 
Bdr  +(A-C)pq  dt=-(dN  Sin9+rIN'Cos3)Cos  9_dN"'Sin  9J 

und  diese  Gleichungen  sind,  "wie  wir  später  sehen  werden,  sehr 
geschickt^  die  Botation  der  Körper  zu  bestimmen,  wenn  diese, 
wie  es  bey  den  Körpern  des  Himmels  der  Fall  ist ,  nahe  um  eine 
freye  Achse  statt  hat. 

5.4.  *  • 

Die  in  dem  Vorhergehenden  eingeführten  drey  GrÖfscn  p,  q,v 


Dl 
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sind  vorzüglich  dcfswegcn  merkwürdig,  weil  sie  es  sind,  wel- 
che die  Lage  der  Rotationsachse  des  Körpers  für  jeden  Augen- 
blick bestimmen.  Man  hat  nämlich  für  die  Punkte  ,  die  in  der 
Rotationsachse  liegen ,  die  drey  Gleichungen,  dx  =  o ,  dy  =  o 
und  dz  =  o.  Differentiirt  man  daher  die  durch  die  drey  ersten 
Gleichungen  des  ft.  2.  gegebenen  Werthe  von  x,  y,  z  in  Bezie- 
hung auf  3,  cp  und  vf  und  setzt  wieder  nach  der  Differentiation  v)/c=o, 
so  gehen  diese  drey  Gleichungen  dx  =;o,  dy  =  o,  dz  =  o  nach 
der  Ordnung  in  folgende  über : 

o =x'  (d  \J>  Cos  3  Sin  9 — d?  Sin  ?)+y '(d Cos  3  Cos  9 — dp  Cos  9) 

+  z'dvj/Sin3  '....(1) 

=  x'  (dy  Cos  3  Cos  9 — d3  Sin  3  Sin  9 — d\J/  Cos  9)  . 

-j-y'(d^Sin9— d9Cos3Sin9— .d^Sin3Cos9)-|-z'd3Cos3. .  .  (a) 

o  =  x'  (d3  Cos  3  Sin  9  -f-  d9  Sin  5  Cos  9) 

+y'(d3  Cos  3  Cos  9— d9  Sin  d  Sin  9)  -f-  z'd3  Sin  3 . , . .  (3) 

Combinirt  man  aber  diese  drey  Gleichungen  auf  folgende  Art 

—  (1)  Sin  9      (2)  Cos  3  Cos  9  -f-  (3)  Sin  3  Cos  9 ,  und 

(1 J  Cos  9  +  (2)  Cos  3  Sin  9  +  (3)  Sin  3  Sin  9 ,  und  endlich 
+  (2)  Sin  3  —(3)  Cos  3 

so  erhält  man  nach  der  Ordnungjder  drey  Gleichungen 

o  =px'— qz'l 
o  =  py' — rz'  >(4) 
o  es  qy' — rx'  J 

von  welchen  jede  eine  Folge  der  beyden  andern  ist.  Diese  letz- 
ten Gleichungen  gehören  aber  für  eine  gerade  Linie ,  nähmlich 
für  die  gerade  Linie,  welche  während  der  Rotation  des  Körpers 
in  jedem  Augenblick  in  Ruhe  bleibt,  d.  h.  sie  gehören  für  die 
Rotationsachse ,  und  wenn  diese  Rotationsachse  mit  den  Achsen 
der  x'  y'  z'  nach  der  Ordnung  die  Winkel  A,  p9  v  macht ,  so 
hat  man 

*  * 

q  r  »  p 

CosA.= — ^  —  ,Cos^= —  — ,  Cosv=— — 

|/p9+q9+r*        v/p9-Ha+rB  v/p9+<i9+r2 

Um  endlich  auch  die  Geschwindigkeit  der  Rotation  des  Körpers 
11m  diese  Achse  zu  erhalten,  wollen  wir  den  Punkt  der  Achse  der  z' 
betrachten,  der  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  um  eine 
Gröfse  entfernt  ist ,  die  wir  für  die  'Einheit  annehmen  wollen. 
Für  diesen  Punkt  Ist  also  x'  =  o,  y'  =  o  und  z'  =  1 ,  also  die 
drey  ersten  Gleichungen  des  §.  2. 

x  ss  Sin  3  Sin  ^ ,  y  =  Sin  3  Cos  v)/ ,  z  s  Cos  3 

Die  Geschwindigkeit  dieses  Punktes,  parallel  mit  den  drey  Coor- 


dmaten  x  j  z  z erlegt,  ist  daher,  — ,  ~,  und  oder  wenn 
man  wieder  nach  der  Differentiation  vi  =  o  setzt 

d  J/  dS  dS 

Tf  Sin  5,  ^  Cos  S  und  —  -5-  Sin  3 
dt  dt  dt 

und  daher  ist  auch  die  eigentliche  Geschwindigkeit  dieses  Punktes 

l/dx'H-uV+dF^  yM^+d^Sin'^  y^Tf? 

dt  dt 

I>a  man  aber  die  absolute  Geschwindigkeit  eines  Punktes  erhält, 
der  sich  um  irgend  eine  Achse  bewegt,  wenn  man  die  Winkelge- 
schwindigkeit desselben  mit  seiner  Entfernung  von  dieser  Achse 
mulliplicirt ,  und  da  hier  diese  Entfernung  gleich  Sin  v  ist ,  so 
int  die  Winkelgeschwindigkeit  du  dieses  Punktes ,  also  auch  die 
de§  Körpers  selbst 

4  Siu  v 

«der  da  nach  dem  Vorhergehendem 


ist,  so  hat  man  für  die  gesuchte  Winkelgeschwindigkeit  de* 
Jtörpers 


d»=  J/pa_f_,,3_|.r. 

»  .  • .  ■ 

also  auch 

p  =  d*{.  Cos  v 

q  =  d*J .  Cos  X ,  und 

r  =  dB.  Cos  ft 

Pie  Lage  der  Rotationsachse ,  so  wie  die  Winkelgeschwindigkeit 
des  Körpers  für  jeden  Augenblick  hängt  daher,  wie  die  vorher- 
gehenden Gleichungen  zeigen,  von  den  Gröfsen  p,  q,  r  ab, 
und  man  sieht  zugleich ,  dafs  auch  die  rotirende  Bewegung  eines 
Körpers,  so  wie  die  progressive  sich  in  drey  andere  Drehungen 
um  drey  unter  einander  senkrechte  Rotationsachsen  auflösen  läfst. 

I.  In  dem  Vorhergehenden  sind  die  Achsen  der  x,  y,  r. 
ihrer  Lage  nach  wülkührlichc ,  aber  im  Räume  fixe  Linien  , 
wahrend  die  Achsen  der  x'  y*  z',  die  denselben  Anfangspunkt 
haben,  in  dem  Körper  fix,  also  mit  dem  Körper  beweglich 
sind,  und  die  mit  ihnen  parallelen  Coordinaten  x'  v'  z'  bestim- 
men die  Lage  eines  Elementes  des  Körpers  gegen  den  Anfangs- 
punkt. Die  Coordinaten  x  y  z  sind  also ,  so  wie  die  Gröfsen  a  b  c 


Digitized  by  Google 


3<) 

*'  b'  c' . . .  (5  «•  I)  in  jedem  Augenblicke  dieselben  für  alle 
Elemente  des  Körpers,  aber  sie  ändern  sich  mit  jedem  Augen- 
blicke, oder  sie  sind  Functionen  der  Zeit,  während  im  Gegentheile 
die  Gröfsen  x'  y  z'  sich  nur  bey  dem  Uebergange  von  einem 
Elemente  des  Körpers  zu  einem  andern  Elemente  sich  ändern , 
aber  für  dasselbe  Element  immer  dieselben  Werthe  haben ,  also 
von  der  Zeit  unabhängig  sind. 

Differcntiirt  man  daher,  diesem  gemäfs,  die  drey  (in  ($•  2.  I) 
für  v,  y,  und  z  gegebenen  Werthe  iu  Beziehung  auf  die  Zeit  t, 
so  erhält  man 

<3*  ;  db    ,     ;  de 

dt  ~~  X    dt   +  y    dt        *  dt 


dy 


da'  db'  de' 

dt  ~  *   dt  +  y/  Tt  +  z'  Tt 

dz  da"  db"  ,  de" 

dt=x'  df  +  >r/  dT+z'dT 

dx    dv  dz 


und  diese  Werthe  von  ~ ,  -7  ,  4"  drücken  für  jeden  Augen- 

dt    dt    dt  '  »° 

blick  die  nach  der  Richtung  der  Achsen  der  x,  y,  z  zerlegten 

Geschwindigkeiten  des  Elementes  aus,  dessen  Coordinaten  x'y'z' 

sind.  Will  man  daher  diejenigen  Tunkte  des  Körpers  kennen, 

die  in  jedem  Augenblicke' in  Ruhe  sind,  oder  keine  Geschwtn- 

di<rUoit     Ii  .'.l-i  011         tn     Vinf     min     vn     i  Iii- An     H n<i  t  i  m  m  II  1 1 ' r     t\\P     (  1 1  •  •  I  - 


digkeit  haben,  so  hat  man  zu  ihrer  Bestimmung  die  Glei- 
chungen 

x'  da  -f-  y'  db       z'  de  =0^1 
x'  da'-h  y'  db'+  z'  de'  =  o  J>(5) 
x'  da"-|-  >'  db"+  z'  dc"=  o  J 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

pdt  es  bda  -f-  b'da'  +  b"da"  "| 
qdt  =  cdb  +  c'db'  -f-  c"db",  und  J>(6) 
—  rdt  =  eda  -f-  c'da'  +  c"da"  J 

so  hat  man,  vermöge  der  in  §.  2.  I  gegebenen  Bedingungsglei- 
chungen zwischen  den  Gröfsen  abc. ...  auch  folgende  Ausdrücke 

-r-  pdt  =  adb  -r-a'db'-f-a"db" 
—  qdt  =  bdc4-b'dc'-r-b''dc" 
rdt  =  ade  +  a'dc'  +  a"dc'' 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  (5)  nach  der  Ordnung  durch 
c,  C,  e  ',  so  erhält  man  für  die  Summe  dieser  Produkte  (da  nach 
f.  3.  1..  c9  -j-  c"  -J-  c"a  =•  i  also  cdc-f-c'dc'-f- c"dc"  =  o  ist) 
die  Gleichung 
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qy'  —  rx'  =  o 

Multiplicirt  man  dieselben  Gleichungen  nach  der  Ordnung  durch 
b,  b',  b''i  so  erhält  man 

px' —  qz'  =  o 

und  endlich  eben  so  ,  wenn  man  sie  durch  a  a'  a"  multiplicirt 

rz'  —  py'  =  o 

ynd  da  diese  drey  Gleichungen  mit  den  bereits  oben  erhaltenen 
Gleichungen  (4)  identisch  sind  ,  so  sind  auch  die  in  (6)  angenom- 
menen Werthe  von  p ,  q ,  r  identisch  mit  jenen ,  welche  wir 
im  Anfange  des  §.  3  angenommen  haben,  wie  man  sich  auch  leicht 
durch  eine  unmittelbare  Vergleichung  überzeugen  kann,  wenn 
man  in  (6)  die  oben  durch  f  \J/  und  3  gegebenen  Werthe  von 
a  b  c . . .  substituirt. 

II.  Zwischen  diesen  Gröfsen  a  b  c  . . .  und  pqr  gibt  es  noch 
einige  merkwürdige  Relationen,  welche  wir  hier  kurz  anzeigen 
wollen. 

Es  war         rdt  =  ade  +  a'tfc'  +  a"dc" 

"  »'       —  qdt=  bdo-hb'dc'  +  b"dc" 

o  =  c  de  -f-  c'dc'  +  c"  de" 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Ordnung  durch 
a ,  b,  c  so  findet  man  de  =  (ar  —  bq)  dt. 

Multiplicirt  man  sie  aber  durch  a'  b'  c'  und  dann  durch 
a"  b"  c",  so  erhält  man 

de'  =a  (a' r —  b'q)dt,  und 

de''  =  (a"r  —  b"q)dt 

Behandelt  man  eben  so  die  Gleichungen 

qdt  =  cdb  +  c'db'-|-  c"  db« 
—  pdt  =  a.db  +  a'db'  +  a"db" 
o  =s  b  db  +  b<  db'  -f-  b"  db'.' 

so  erhält  man 

d  b.  =  (c  q  —  a  p)  dt 
db'  =  (C  q  —  a'  p)  dt 
d  b"=  (c"q a"p)  dt 

Behandelt  man  endlich  eben  so  die  Gleichungen 

pdt  =  bda  +  b'da'  +  b"da" 
—  rdt  =  eda-h  c'da'  +  c"da" 
o;  ss  a  da  -|-  a'  da'  +  *'  da" 

so  erhält  man 

da  =  (b  p— c  r)dt 
d  a'  =  (b'p  — c'r)dt 
d  a"=  (b"p  —  c"r)di 
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Endlich  hat  man  noch 

q  da  -f-  r  db  -f-  p  de  =  p 
qda'-f-  rdb'-J-  pdc'  =  o 
qda"+rdh"-f-pdc"Ä  o 

'S-  *- 

Man  nennt  Moment  der  Trägheit  eines  Körpers  in 
Beziehung  auf  eine  Achse",  die  Summe  der  Produkte  aller  Ele- 
mente des  Körpers  in  das  Quadrat  ihrer  Entfernung  von  dieser 
Achse.  Die  in  J.  3.  mit  A,  B,  C  bezeichneten  Grüsen  sind  also 
die  Momente  der  Trägheit  des  Körpers  in  Beziehung  auf  die 
Achsen  der  x'  y'  z'. 

Sey  eben  so  C'  das  Moment  der  Trägheit  desselben  Körpers 
in  Beziehung  a.uf  die  Achse  der  z,  so  ist  C  c=  / (x3  y9)  dm« 
Substituirt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  Werthe  yon  x  und  y, 
welche  wir  in  den  zwey  ersten  Gleichungen  §.  2.  gegeben  haben, 
und  bemerkt  man  ,  dafs 

/x'y'dm  =  /Vz'dm  =/y'z<dm  =  o 

ist,  so  erhält  man 

O  =  A  Sin'  3  Sin'  9  -f-  B  Sin'  3  Cos«  9  +  C  Cos»  3 

Sind  aber  a  ß  <y  die  Winkel ,  welche  die  Achse  der  z  mit  den 
Achsen  der  x'  y'  z'  bildet ,  so  ist  bekanntlich 

Cos  et  =  Sin  3  Sin  9 

Cos  ß  =  Sin  3  Cos  9  und  , 

Cos  <y  =  Cos  3, 

also  ist  auch 

C  s«  A  Cos2  *  +  B  Cos?  ß  +  C  Cos»  7 

Wenn  man  daher  die  Momente  der  Trägheit  in  Beziehung'  auf 
die  freyen  Achsen  des  Körpers  durch  die  Quadrate  der  Cosinus 
der  Winkel  multiplicirt ,  welche  diese  freyen  Achsen  mit  irgend 
einer  andern  neuen,  ebenfalls  durch  denselben  Punkt  gehenden 
Achse  bilden ,  so  ist  die  Summe  dieser  drey  Produkte  das  Mo- 
ment der  Trägheit  in  Beziehung  auf  diese  neue  Achse.  Da  die 
Gröfsen  A,  B,  C  ihrer  Natur  nach  immer  positiv  sind,  so  roufs, 
wie  die  letzte  Gleichung  zeigt ,  C  kleiner  seyn  als  die  gröfste 
der  drey^Gröfsen  A,  B,  C,  und  gröfser  als  die  kleinste  dieser 
drey  Gröfsen ,  so  dafs  daher  das  gröfste  und  kleinste  Moment 
eines  Körpers  der  freyen  Achse  desselben  zugehört.  Ist  nämlich 
z.  B.  A  das  gröfste  von  den  drey  Momenten  A,  B,  C,  so  läfst 
sich  die  letzte  Gleichung,  wenn  man  in  ihr 

Cos'  «  =  i  —  Cos»  ß  —  Cos'  y. 
setzt,  auch  so  ausdrücken 

C/  =  A  —  (A  —  B)  Cos'  ß  — (A  — C)  Cos*'  <y  , 
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und  da  hier  (A  —  B)  und  (A  —  C),  so  wie  Cos'  ß  und  Cos"  y 
immer  positive  Gröfsen  sind,  so  ist  auch  immer  C  <  A.  Ist 
aber  G  das  kleinste  der  drey  Momente  A,  B,  C,  so  ist  C' =  C 
(A  — C)  Cos»  «  +  (B  —  C)  Cos»  ß  und  daher  auch  immer 
C'>  C 

I.  Sind  für  einen  Körper  die  beyden  Momente  der  Trägheit 
A  und  B  einander  gleich ,  so  gibt  die  vorhergehende  Gleichung 

C'.ss  A  Sin'  <y  -f-  C  Cos»  <y 

also  C'  unabhängig  von  den  Winkeln  et  und  ß.  Nimmt  man  also 
an,  dafs  <y  ein  rechter  Winkel  ist,  d.  h.  dafs  die  Achse  der  z 
senkrecht  auf  der  Achse  der  zß  steht,  so  ist  C'  =  A,  oder  die 
Momente  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  alle  Achsen,  die  in 
der  Ebene  der  x'y'  liegen,  sind  unter  einander  gleich,  und  alle 
diese  Achsen  sind  freye  Achsen,  wie  dieses  der  Fall  mit  den 
durch  Rotation  einer  Curve  entstandenen  Körpern  ist  2.). 
Hätte  man  endlich  A  =  B  =  C,  so  wäre  auch  allgemeine*  =  A, 
oder  dann  sind  alle  Achsen  des  Körpers,  die  in  irgend  einer 
Bichtung  durch  den  Schwerpunkt  desselben  gehen,  zugleich  freye 
Achsen,  wie  dieses  z.  B.  mit  der  Kugel  der  Kall  ist. 

II.  Kennt  man  das  Moment  der  Trägheit  eines  Körpers  in 
Beziehung  auf  eine  Achse,  die  durch  seinen  Schwerpunkt  geht , 
so  kann  man  daraus  leicht  auch  das  Moment  der  Trägheit  für 
jede  andere  der  ersteren  parallelen  Achse  linden. 

Sey  z  B.  die  erste  gegebene  Achse  die  der  z,  die  also  durch 
den  Schwerpunkt  geht,  der  zugleich  der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  seyn  soll.  Die  zweyte  der  ersten  parallele  Achse  soll  die 
Ebene  xy  in  dem  Punkte  x  =  a ,  y  s  ß  schneiden.  Sey  a  die 
Distanz  des  Schwerpunktes  von  dieser  zweyten  Achse,  alsoaa=a* 
-|-  ß".  Sey  ferner  r  die  Distanz  eines  Elementes  dm  des  Körpers 
von  der  ersten ,  und  r'  von  der  zweyten  Achse ,  also 

r'  =  x*  +  y*  und 

r  «=  (x  —  «)9  +  (y  —  ß)\  also  auch 
f*  =.  X»  +y*  +  a»  +  ß»  —  2  (a  x  +  ß  y) 
=  r9-Ma  —  2(ax  +  ßy) 

Multiplicirt  man  den  letzten  Ausdruck  durch  dm,  und  integrirt, 
so  ist 

fr*3  dm  =  fr*  dm  -f-  a*/ dm  —  2a/x  dm  —  aB/*y  dm 

Da  aber  der  Voraussetzung  gemäfs ,  der  Schwerpunkt  in  der 
Achse  der  z  liegt,  so  ist  (Cap.  I  §.  10.  II) 

fr  dm  =  fy  dm  =  o 

feiner  ist  ./  dm  =  m  die  Masse  des  ganzen  Körpers , 

also  auch     fr'9  dm  =  fr*  dm  +  a9 .  m 

Man  erhält  also  das  gesuchte  Moment,  wenn  man  zu  dem  gege- 
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henen  Momente  die  Masse  des  Körpers,  multiplicirt  in  Jas  Qua- 
drat der  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  der  neuen  Achse 
addirt.  So  ist  für  die  Kugel ,  deren  Halbmesser  a  ist ,  wie  wir 
bald  sehen  werden , 

3  it  a  ^  /fira  . 

fr7  dm  =  — r—  ,  und  m  =  —5 —  ,  also  ist  auch  das  Moment  der 

Kugel  für  eine  Achse,  welche  die  Oberfläche  der  Kugel  tangiit, 
gleich 

(Ina5    .    /,  ?ra3  28 

Nennt  man  überhaupt  mk9  das  Moment  fr9  dm  für  eine  durch 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehende  Achse ,  so  hat  man 

/r"dm  =  m(ki  +  al) 

und  da  k9  seiner  Natur  nach  immer  positiv  seyn  mufs  ,  so  sieht 
man,  dafs  das  Moment  der  Trägheit  eines  Körpers  in  Beziehung 
auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Achse  immer  kleiner 
ist«  als  das  in  Beziehung  auf  jede  andere  mit  jener  parallelen 
Achse,  und  dafs  endlich  die  Momente  der  Trägheit  eines  Körpers 
in  Beziehung  auf  solche  Achsen,  die  gleich  weit  von  dem  Schwer, 
punkte  entfernt ,  und  unter  einander  parallel  sind ,  auch  alle 
Unter  einander  gleich  seyn  müssen. 

Ehe  wir  weiter  gehen ,  wollen  wir  zuerst  die  Momente  der 
Trägheit  einiger  Körper  für  besondere  Fälle  zu  bestimmen  suchen. 

I.  Man  suche  die  Momente  der  Trägheit  eines  rechtwinklich- 
ten  Parallelepipedums. 

Sind  a  b  c  die  Längen  der  drey  Seiten  desselben ,  die  mit 
den  Achsen  der  x  y  z  parallel  sind,  so  ist  das  Volum  des  Kör- 
pers gleich  abc,  und  diesem  Ausdrucke  ist  auch  die  Masse  m  des 
Körpers  proportional ,  wenn  die  Dichte  desselben  in  allen  seinen 
Theilen  dieselbe  ist.  Das  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung  auf 
die  Achse  der  z  ist  /(x9  ya)  dm  oder  fff(x 9  -f»  y9)  dx  dy  dz. 
Integrirt  man  diesen  Ausdruck  zuerst  in  Beziehung  auf  z  .  von 
7.  as  o  bis  z  =  c,  so  hat  man  c  .  ff(*%  -f-  ya)  dx  dy ;  integrirt 
man  diese  GrÖfse  in  Beziehung  auf  y  von  y  =  0  bis  y  =  b,  so  ist 

c.y(bxa  +  j  ^  dx;  integrirt  man  endlich  auch  diese  Gröfse 

(a8b  ab*\ 
"5 — ' — 3"  y» 

also  ist  das  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Achse 

abc  m 
der  z  gleich  -j-  (a9-|-b9)  =  ~  (a9  +  b9),  und  eben  so  in  Bt- 
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zichung  auf  y  gleich  ™-  (aa  -f-c9),  und  endlich  in  Beziehung  auf 

x  gleich      (b9  +  c9),  und  diese  Achsen  der  z  y  x  gehen  hier 

durch  den  Scheitel  eines  der  acht  Winkel  des  Körpers;  gehen  sie- 
aber  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  der  zugleich  sein  Mit- 
telpunkt ist,  und  sind  sie,  so  wie  zuvor,  den  drey  Seitenflächen 
des  Parallelepipedums  parallel,  so  hat  man  für  die  Momente  der 
Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Achse  der  z ,  y  und  x  die  Aus- 
drücke 

£<••+<»•)  «na  £>■+«>•).' 

I  •  .  t    .  , 

Für  den  Würfel ,  dessen  Seite  gleich  a  ist ,  hat  man  daher  in 
dem  ersten  Falle  das  Moment  der  Trägheit  für  jede  der  drey 

2  t  1 

Achsen     aam,  und  in  dem  zweyten  Falle  —  a2m. 


II.  Man  suche  die  Momente  der  Trägheit  eines  senkrechten 
Cylinders  nrit  kreisförmiger  Basis. 

Sey  2  a  die  Höhe  des  Cylinders ,  und  c  der  Halbmesser  der 
Basis,  also  m  =  2*ac9.  ls"t  der  Anfang  der  Coordinaten  der 
Mittelpunkt  der  Achse  2  a  des  Cylinders  ,  in  welcher  auch  die 
Achse  der  x  liegt,  während  die  Ebene  xy  mit  der  Ebene  der  Ba- 
sis parallel  ist,  so  hat  man  erstens  fx 3  dm  =  y"x9  dx  dy  dz.  Inte- 
grirt  man  diesen  Ausdruck  in  Beziehurg  auf  z,  und  setzt  nach 
der  Integration 

t  =  J/c9 — y9 ,  so  ist  /x»  dm  =/xa  dx./dy  jA=a— ya. 

,   ■ 

Es  ist  aber  /dy  |/c* — ya  von  y  =  o  bis  y  =  c  viermahl  genom- 
men gleich  f°c  dy  \/ca—  y2  =  n  c*  ,  also  ist/x9  din  =  *c5 /xadx  * 

/»a  -    t  ma9 

bderjrc'y     x9dx  =  |  *c*a*  =  — — ■ 

Eben  so  istjzweytens  , 

Jy2    =  /*dx/ya  *y  j/c^9".  Aber 

/V9  dy  v/c9—  7J  =  "TJ*»  welches  viermahl  genommen  gibt 

/y2dm=— -/    dx  =i  TC4a=  — — 
i\  J  -*  4 

Drittens  endlich  ist 

yz9  dm  =/dx/z%  dz  \/c2 — za ,  oder  wenn  man  diesen  Ausdruck 
wie  den  vorhergehenden  behandelt 
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Es  ist  daher  das  Moment  der  Trägheit  des  Cylinders  in  Beziehung 
auf  diejenige  Achse,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Basis 
senkrecht  auf  dieselbe  geht ,  oder  in  Beziehung  auf  die  Achse 

nie9 

der  x  gleich /(y9  -J-  zÄ)  dm  =  -  -  j  auf  die  Achse  der  y  aber 

(a9  ca\ 
j^-f-  —  J ,  und  anf  die  Achse  der  z  end- 

(a9        c9 \ 
y  +  —  J .  Die  beyden  letzten  sind 

also  gleich.  Ueberhaupt  sind  die  Momente  in  Beziehung  auf 
a  1 1  e  Durchmesser  des  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordina- 
ten  mit  der  Basis  paralellen  Kreisds  einander  gleich ,  da  man 

nach  g.  2.  hat  tg  2  9  =  r-        oder  tg  2  9  =  —  — - .  Es 

*  0    r       b — c  0    r      ^y9  dm— :/zadm 

ist  aber ,  da  man  für  jedes  Element  -h  y  z  dm  über  der  Ebene 
der  x  y  ein  ähnliches  —  y  z  dm  unter  dieser  Ebene  hat ,  / yz  dm=o, 
und  da  überdiefs  nach  dem  Vorhergehenden /y9dm  =/zsdm 

o 

ist ,  so  hat  man  tg  2  9  =  -  oder  der  Winkel  9  bleibt  unbe- 
stimmt. 

III.  Man  suche  däs  Moment  der  Trägheit  einer  Kugel  in  Be- 
ziehung auf  einen  ihrer  Durchmesser. .  . 

Ist  a  der  Halbmesser  der  Kugel ,  so  ist  ihr  Volum  oder  ihre 

Masse  m  =5  >  und  ihr  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung 

auf  die  Achse  der  x  gleich  f(y*  +z9)dm.  Es  sey  r9  =  y9  -f-z9 
und  y  =  r  Cos  9 ,  z  =  r  Sin  9 ,  so  ist  dm  =  r  dr  d9  dx  und  daher 
yradm  =  /r*  drd9dx  =  2«- /r3drdx,  weil  /d9  =  2*  ist. 
Man  hat  über 


2*/r3drdx  =  ~  fr*  dx  =  *  /7a«-—x9)9  dx 

a  2 w 

x  /  k.        3a»t3  x5\ 


Nimmt  man  diesen  Ausdruck  von  x  =  a  bis  x  =  —  a,  so  erhält 
man  für  das  gesuchte  Moment 

/r9dm  =  /(y»-|-z9)dm  =  ~  a*.*  =  g-a"m 

IV.  Man  suche  das  Moment  der  Trägheit  einer  Kügelschale 
Ton  gegebener  Dicke  in  Beziehung  auf  irgend  eine  durch  den 
Mittelpunkt  der  Srchaie  gebende  Achse. 
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Ist  a  der  Halbmesser  der  äufseren,  und  b  der  inneren Gränze 
der  Schale,  also  (a  —  b)  ihre  gegebene  Dicke,  so  ist  ihre  Masse 

m  =  Ii  (a»-b*). 

Für  eine  Kugel  des  Halbmessers  a  ist  nach  III  das  Moment 

a 

der  Trägheit  gleich       a'.  x ,  und  für  eine  Kugel  des  Halbmes- 

1  yJ 

a 

sers  b  ist  das  Moment-^  b5.*,  also  ist  das  gesuchte  Moment  der 

«  • 

gegebenen  Schale  gleich 

8  o     ae  },< 

2     a4+a3  b-f-a3ba  4-ab*  -f-b4 
m  5*  a'  +  ab  +  b'  '  m 

ist  die  Dicke  der  Schale  unendlich  klein ,  also  a  =  b ,  so  ist  das 

2 

Moment  der  blofsen  Oberfläche  eiuer  Kugel  gleich  —  a2  m. 

V.  Man  suche  das  Moment  der  Trägheit  derjenigen  Körper, 
welcbe  durch  Umdrehung  einer  Curve  um  eine  geradlinichte  Achse 
entstehen,  in  Beziehung  auf  diese  Achse. 

Aus  irgend  einem  Punkte  dieser  Rotationsachse ,  "welche  zu- 
gleich die  Achse  der  x  seyn  soll ,  denke  man  sich  mit  dem  Halb- 
messer r  und  r+dr  zwey  Kreise  gezogen,  so  ist  die  ringförmige 
Fläche,  welche  zwischen  den  Peripherien  dieser  zwey  Kreise 
enthalten  ist,  gleich  (r -J-  dr)3  x —  r*  ar  a  2  ar  rdr ,  "wenn  man 
die  zweyten  DiiFerentialien  von  dr  vernachlässiget.  Multiplicirt 
man  diese  l  lache  durch  dx  ,  so  erhält  man  für  den  körperlichen 
Inhalt  des  so  entstehenden  Ringes  2  7rrdrdx.  Da  alle  Tunkte  die- 
ses Ringes  von  der  Rotationsachse  um  die  Gröl  sc  r  entfernt  sind, 
so  ist  das  Moment  des  Ringes  in  Hcziehung  auf  diese  Achse 
=  yy*2  x  ,r3  dr  dx.  Ist  aber  die  Gleichung  der  rotirenden  Curve 
zwischen  den  Abscissen  x  und  den  darauf  senkrechten  Coordina- 
ten  y  gegeben ,  so  wird  man  den  vorhergehenden  Ausdruck  von 
r  =  o  bis  r  =  y  integriren  ,  so  dai's  man  für  das  gesuchte  Mo- 
st 

ment  des  ganzen  Körpers  den  Ausdruck  —  fy+  dx  erhält,  wo- 

durch  also  die  Bestimmung  des  Moments  solcher  Körper  auf  eine 
einzige  Integration  zurückgeführt  wird. 

Exempel  A.  Für  den  Kreis,  dessen  Halbmesser  a  ist, 
hat  man  y9  =  aax  —  x',  also  das  gesuchte  Moment  eines  Kugel- 
stückes, zu  welchem  die  Abscissex  vom  Scheitel  genommen  gehört 

l  /(/,  a«  x'-.',  ax«  +x-)dx  =  ^(~^  -  ««  +  ^) 
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Für  die  ganze  Kugel  ist  x  sa  2a,  also  ihr  Moment  — j-g — 
wie  zuvor. 

Exempel  B.  Ist  die  rotirende  Curve  eine  Gerade ,  und 
ihre  Gleichung  y  =  ax  +  b »  so  ist  das  Moment  des  so  entste- 
henden Kegels  gleich 

I/(ax  +  b)<dx  =  —r  (ax  -f-b)*. 

b 

Nimmt  man  diesen  Ausdruck  von  x  =  —      (d.  h#  von  y  =  o) 

bis  x  ss  h,  so  ist  das  Moment  des  Kegels,  dessen  Höhe  h  ist, 

gleich  j^r-  (ah  +  b)5.  Nimmt  man  aber  jenen  Ausdruck  von 

x  =  o  bis  x  =a  h ,  so  erhält  man  für  das  Moment  des  abge- 
stumpften Kegels,  dessen  Höhe  h  ist ,  den  Ausdruck' 

—  [(ah  +  b)5-b5]* 
>o.a  LV      1     J  J 

Ist  endlich  a  =  o,  oder  ist  die  rotirende  Gerade  parallel  zur 
Rotationsachse  ,  so  erhält  man  das  Moment  eines      linder«  , 

dessen  Höhe  h  und  Halbmesser  der  Basis  , b  ist,  gleich  - — — 
wie  in  II. 

VI.  Man  suche  endlich  die  Momente  der  Trägheit  eines  Ellip- 
soids ,  in  Beziehung  auf  seine  drey  durch  seinen  Mittelpunkt 
gehenden  Achsen  a  b  c.  Sind  diese  Achsen  zugleich  die  Coordi- 
tenächsen  der  x  y  z ,  so  hat  man  für  die  Gleichung  der  Oberflä- 
che des  Ellipsoids 

a*  b*  za  +  a9  c9  y9  4-  b9  c*  x"  =a9b9  c« 

Da»  Moment  der  Trägheit  dieses  Körpers  in  Beziehung  auf  die 
Achse  der  z  ist  C  =zßj\\*  -f-  y9)  dx  dy  dz.  Integrirt  man  die- 
sen Ausdruck  zuerst  in  Beziehung  auf  z ,  so  ist  ' 

C  =/r(x'  4-  y9)  z .  ^x  dy  +  Gonst.  . 

Die  zwey  äufsersten  Werthe  von  z  sind  aber 

z=H-  c  l/i-^-^  und  z  =  -  c  l/i- 

V  a»      b9  V         a9  b" 

also  auch  jenes  Integral  zwischen  diesen  zwey  Werthen  von  s 
genommen 

C=>^2c(x9  +  y')  ^1-^  dxdy,  oder 

HL  G 
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b9  x* 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  ra  =  b*  —  — —  ,  so  ist  der  erste 
Theil  des  yorliergebenden  Ausdrucks 


Um  die  Gränzen  des  Integrals 


/dy  J/r2— y3  =  ijr  V^*— }'a  +  *  r9  Arc.tg 


y/r'-y* 

zu  finden ,  hat  man  für  den  Schnitt  des  Ellipsoids  mit  der  Ebene 
der  xy  die  Gleichung 


,3  v  a 


aa  y'+k2*1  =  a9  b9,  oder  y*  =  b9  oder  endlich  y 5  =r% 

so  dafs  diese  Gränzen  y  =  +  r  und  y  =  — r  sind,  und  man 

.   r'or 

also  hat y*dy  y/r3— ya  =  — - .  Es  ist  daher  der  erste  Theil  der 
Gleichung  (i)  , 

!ll/r9x9dX  =  *!£2  /(a9— x9)x-dx, 
b  aa 

und  dessen  Integral  yon  x  =  a  bis  x  s=  —  a  gleich  Aa3bc.jr. 

Ganz  eben  so  findet  man  für  den  zweyten  Theil  der  Gleichung  (i) 
den  Ausdruck  A  acb5.  x,  und  daher  das  Moment  der  Trägheit 
des  ganzen  Ellipsoids 

in  Beziehung  auf  die  Achs  der  z  .  .  .  .  -1-  ab  c .  w  (a9  -f*  b9)  =  C 
 y  iLabcr(a9-|-cO  =  ß 


x  .  . \  .  ±  abc (b9  +  c9)  =  A 
i5 


Das  Volum  oder  die  Masse  des  ganzen  Ellipsoids  ist  aber 
fff&*  dy  dz  r=  ^JLt  abc  =  m,  also  auch 
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C*2  <••  +  !>•) 


B=  j(a«  +  c«) 

A=m(b>  +  C) 

Setzt  man  a  =  b  =  C ,  so  erhält  man  für  die  Kugel,  deren  Halb- 
messer gleich  a  ist,  das  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung  auf 
jeden  ihrer  Durchmesser  gleich 

— -t  a5  =  rmaa,  wie  zuvor. 
io  o 

Setzt  man  aber  nur  a=  b,  so  erhält  man  für  das  Sphäroid, 

welches  durch  die  Umdrehung  einer  Elipse  um  ihre  kleine  Achse 

si  1 
c  entstanden  ist,  C  =  ja'm,  und  B  =  A=  j(a"-f-  c°)  m , 

wo  m  =  -a*  c  x  ist.  Das  Moment  C  in  Beziehung  auf  die  kleine 

Achse  c  ist  also  das  gröfste,  und  das  Moment  A  =  B  in  Beziehung 
auf  die  grofse  Achse  oder  auf  irgend  einen  Halbmesser  des  Aequa- 
tors  ist  das  kleinste  aller  Momente  des  Sphäroids. 

DicseGröfsen///*(x»+y2)dm,///(x«-r-za)dm,///(y«  +  z')  dm 

also ,  welche  wir  in  dem  Vorhergehenden  für  mehrere  Körper 
bestimmt  haben,  und  welche  die  Momente  der  Trägheit  dieser 
Körper  gegen  die  Rotationsachse  derselben  ausdrücken,  sind 
ihrer  Natur  nach  nicht  als  veränderliche  und  unbestimmte  Gröfsen 
zu  betrachten,  sondern  sie  stellen  solche  Integration  vor,  die 
sich  über  die  ganze  Masse  des  Körpers  erstrecken,  und  daher 
gewisse  bestimmte  und  für  jeden  gegebenen  Körper  constante 
Werthe  haben  ,  Werthe ,  die  blofs  von  der  Gestalt  und  von  der 
Dichte  des  Körpers,  aber  nicht  von  seinem  Orte  im  Baume  ab- 
hängen. 

Wir  wollen  nun  annehmen  ,  dafs  auf  eine  körperliche  Masse 
m ,  die  um  eine  fixe  horizontale  Achse  beweglich  ist,  blofs  die 
constante  Kraft  g  der  Schwere  in  einer  vertikalen  Richtung  wirke, 
und  die  Rotation  dieses  Körpers  um  jene  Achse  bestimmen. 

Man  denke  sich  eine  auf  die  Rotationsachse  senkrechte  und 
durch  denSchwerpunktA  desKörpers  gehende  Rhene.  Sey  a  die  Ent- 
fernung des  Schwerpunktes  von  dem  Punkte  O  ,  in  welchem  die 
Rotationsachse  jene  vertikale  Ebene  trifft ,  und  B  der  während 
.  der  Bewegung  des  Körpers  veränderliche  Winkel,  welcher  die 
Entfernung  AO  =  a  mit  der  durch  den  Punkt  O  gezogenen  ver- 
tikalen Linie  bildet,  so  ist  (§.  l.)  das  Moment  jedes  Elementes, 
den  Körper  um  die  fixe  Achse  zu  drehen,  gleich  x  =  am  Sin  S. 

G  2 


2  !•„ 
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Da  aber  die  Kraft  gdt,  "welche  den  Körper  in  jedem  Augenblick« 
in  Bewegung  setzt,  der  Aenderung  der  Winkelgeschwindigkeit 
b  des  Körpers  proportional  seyn*  mufs ,  so  ist  gdt  =  hd)J ,  wo 
h  eine  constante  Gröfse  ist. 

Jedes  Element  dm  des  Körpers ,  dessen  Entfernung  von  der 

r  dm 

Rotationsachse  gleich  r  ist,  wirkt  mit  der  Kraft  — ^—  ,  und  ihr 

r8  dm 

Moment  ist  daher  — : — ,  und  da  die  Summe  aller  dieser  Mo- 
li 

mente  dem  Momente  x  des  ganzen  Körpers  gleich  seyn  mufs , 
i 

so  ist  ~,yradm  =  x,  oder  wenn  man  den  vorhergehenden 

Werth  von  h  =  ~-  substituirt,  —  =  -  g  .    ,  oder  endlich, 

dU  dt  yrfcdm' 

dS 

da  »  =  —  ^  ist,  wenn*  man  voraussetzf,  dafs  der  Winkel  » 
während  der  Bewegung  abnimmt,  so  ist 

d8  $  gx 
dt8    ~~      j  r3  dm 

\n  diesem  Ausdrucke  ist/r9  dm  das  Moment  des  Körpers  in  Be- 
ziehung auf  die  Rotationsachse  oder  auf  den  Punkt  O.  Nennt  man 
aber  mk2  das  Moment  des  Körpers  in  Beziehung  auf  eine  andere 
der  vorigen  parallele,  und  durch  den  Schwerpunkt  A  gehende  Achse, 
so  ist  (fi-  ö.)./*8  dm  =  m  (ka  -f-  a8),  also  auch  da  x  =  amSmSist 

d9S  agSinS 

dt8    "~  a8-r-k8 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  adS,  und  integrirt  y  so  ist 


d98        öag  CosS  . 

ttt~  =  "rrn — r  Const. 

dt8  aa-f-k8 


d3 

Ist  —  =  o  für  3  =  «,  das  heifst,  fängt  die  Bewegung  des 

Körpers  aus  der  Ruhe  dann  an ,  wenn  der  Winkel  der  Linie 
AO  =  a  mit  der  durch  O  gehenden  Vertikale  gleich  a  ist ,  so 
hat  man 

dS9  aa& 

dl^  =  irA:  (Co*  »-Cos  «) 

dS 

und  dieser  Werth  von  —  drückt  die  Geschwindigkeit  des  Kör- 
pers für  jeden  Werth  des  Winkels  9  aus.  Man  sieht  daraus,  dafs  der 
Körper,  wenn  er  ursprünglich  in  Ruhe  ist,  nur  dann  immer  in  Ruhe 
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bleiben  wird ,  wenn  9  =  o  ist ,  d.  h.  wenn  sein  Schwerpunkt 
A  in  der  durch  O  gehenden  Verticale  ist,  oder  mit  andern  Wor- 
ten ,  wenn  sein  Schwerpunkt  den  tiefsten  oder  den  höchsten  Ort 
einnimmt.  Geht  aber  die  Rotationsachse  durch  den  Schwerpunkt 
A  selbst,  so  ist  AO  =  a  =  o,  und  der  Körper  wird  daher  ent- 
weder immer  in  Ruhe  bleiben,  oder  wenn  er  sich  bewegt,  um 
diese  neue  Achse  immer  gleichförmig  rotiren. 

L  Man  bemerke ,  dafs  dem  vorhergehendem  Ausdrucke  ge- 
mäfs  der  Körper  um  die  Achse  in  O  nicht  so  rotirt,  als  ob  seine 
ganze  Masse  in  dem  Schwerpunkt  vereinigt  wäre,  wie  dieses  wohl 
bey  der  progressiven  l'cwegung  der  Fall  ist;  denn  dann  wäre 
das  Moment  des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  Achse  durch  A 

1  d*9  gSin£ 

gleich  mk'  =^o,  also  auch  -^j-  = — — - — ,  also  seine  Ge- 
schwindigkeit grölser  als  um  die  Achse  durch  O. 

II.  Es  kann  aber  einen  andern  Punkt  B  in  der  verlängerten 
Linie  OA  geben,  welcher,  wenn  in  ihm  die  ganze  Masse  des 
Körpers  vereinigt  wäre,  ganz  eben  so  um  die  feste  Achse  durch 
O  schwingen  würde,  wie  der  vorhin  betrachtete  Körper  selbst» 
Nennt  man  1  die  Entfernung  OB  dieses  Punktes  B  von  dem  fe- 
sten Punkte  O,  so  wird  man,  um  die  Bewegung  dieses  Punktes 
um  die  Achse  durch  O  zu  erhalten,  in  der  vorhergehenden  Glei- 
chung a  =  1,  und  k  =  o  setzen,  wodurch  man  erhält 

d93         '  er 

arr-  =  -fSin9  . 

wovon  da»  Integral  ist 

dS'     -  2  ff 

^        f  (Cos  3— Cos  a) 

wenn  wieder  d3  =  o  für  9  =  a  ist.  Diese  letzte  Gleichung  ent- 
hält also  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  B,  der  durch 
einen  unbiegsamen  und  nicht  schweren  Faden  der  Länge  1  an  der 
horizontalen  Achse  durch  O  befestigt  ist,  d.  h.  sie  enthält  die 
Bewegung  eines  einfachen  Pendels.  Vergleicht  man  diese 

dSa 

beyden  Ausdrücke  von  so  sieht  man,  dafs  die  Bewegung 

des  einfachen  Pendels,  mit  jener  des  Körpers  oder  mit  jener  des' 
zusammengesetzten  Pendels  dieselbe  seyn  wird,  wenn  man 
hat 

1        aa  -f-  k1  a 

Wenn  also  ein  Körper,  dessen  Schwerpunkt  iu  A  ist,  um  eine  * 
feste  horizontale  \chse  durch  O  schwingt,  so  kann  man  in  der 
Verlängerten  Linie  O  A  =  a  immer  einen  Punkt  B  angeben,  der 
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ganz  eben  so  um  jene  Achse  schwingt,  als  ob  die  ganze  Masse  des 
Körpers  in  diesem  Punkte  B  vereinigt  wäre.  Nennt  man  nähin- 
lich  1  die  Entfernung  BÜ  dieses  Punktes  B  von  der  Achse  durch 
O  i  so  ist 

k» 
1  a 

* 

wo  a  die  Entfernung  OA  des  Schwerpunkts  des  Körpers  von  der 
Achse,  und  wo  mk3  das  Moment  der  Trägheit  des  Körpers  in 
Beziehung  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  A  gehende ,  mit  der 
vorigen  parallele  Achse  bezeichnet.  Diese  Gröfse  1  ist  also  die 
Länge  eines  einfachen  Pendels,  welches  seine  Schwingungen  um 
die  feste  Achse  durch  O  mit  dem  Körper  in  gleichen  Zeiten  vol- 
lendet, wenn  der  Winkel  »im  Anfange  der  Bewegung  für  beyde 
derselbe  ist.  Man  nennt  den  Punkt  B  den  M i tt e  1  p un kt  des 
Schwungs.  Der  Mittelpunkt  des  Schwungs  eines  Körpers  ist 
daher  derjenige  Punkt  desselben,  der,  wenn  die  ganze  Masse 
des  Körpers  in  ihm  vereinigt  wäre,  ganz  eben  so  um  eine  feste 
horizontale  Achse  schwingen  würde,  wie  der  Körper  selbst ,  und 
dieser  Punkt  liegt  in  der  Verlängerung  der  Geraden,  welche  durch 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  senkrecht  auf  die  feste  Achse  geht, 
und  seine  Entfernung  von  dieser  Achse  ist  gleich  der  Länge  des 
einfachen  Pendels ,  welches  mit  dem  ganzen  Körper  gleichzeitige 
und  gleich  grofse  Schwingungen  macht. 

ka 

III.  Der  gefundene  Ausdruck  für  1  =  a  +  —  zeigt  zugleich , 

dafs,  wenn  der  Körper  um  eine  feste  horizontale  Achse ,  welche 
durch  den  Schwingungsmittelpunkt  R  geht,  schwingt,  dafs  dann 
der  vorhergehende  Aufhängepunkt  Oder  Mittelpunkt  der  neuen 
Schwingungen  seyn  wird,  d.  h.  dafs  in  jedem  Körper  der  Aufhän- 

§epunkt  und  der  Schwingungsmittelpunkt  reeiproe  sind,  oder 
als  die  Schwingungen  des  Körpers  um  jeden  dieser  zwey  Punkte 
gleichzeitig  seyn  werden.  Denn  geht  die  neue  Schwingungsachse 
durch  B,  so  sey  a'  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  die- 
ser neuen  Achse  ,  und  1'  die  Entfernung  des  neuen  Schwingungs- 
nuttelpunktes von  derselben  neuen  Achse ,  so  ist  nach  der  oben 
gegebenen  Gleichung 

k9 

!'  =  *<+- 

kj  kJ 

Es  ist  aber  a'  =  1  —  a  =   ,  also  auch  —  =  a,    also  auch, 

a  1  1  a' 

k9  k9 
v.  enu  man  diese  Werthe  von  ä'und  —  in  der  Gleichung  l'=a'-f-— 

k* 

substituirt,  1'  ä  J-a,  das  heifst .  es  ist  1'  =  1.  Auf  diese 

a 


Digitized  by  Google 


io3 

Bemerkung  gründet  sich  bekanntlich  das  unveränderliche  Pendel 
des  Cap1.  Kater. 

§.  0. 

Eine  Kugel  des  Halbmessers  r  sey  durch  einen  nicht  schwe- 
ren Faden  an  eine  durch  O  gehende  fixe  horizontale  Achse  be- 
festigt. Sey  die  Distanz  des  Mittelpunktes  A  der  Kugel,  der  zu- 
gleich ihr  Schwerpunkt  is£,  von  dem  A\jfhängepunkte  O  der  Achse 
AO  =  a,  Man  suche  die  Lange  OB  cas  1  des  einfachen  Pendels, 
welches  mit  jener  Kugel  gleich  grofse  Schwingungen  in  dersel- 
ben Zeit  macht. 

,2 

Nach     6.  III  ist  das  Moment  der  Kugel  k9  m  =  —  r'm,  also 
a 

k*  =  —  r9,  also  ist  die  gesuchte  Länge  des  einfachen  Pendels 

21  r' 

und  dieses  1  ist  zugleich  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  B  der 
Schwingung  der  Kugel  von  dem  Aufhängepunkte  O. 

Wir  werden  weiter  unten  sehen,  dafs  die  Länge  L  eines 
einfachen  Pendels,  welches  seinen  ganzen  Bogen  zu  beyden  Sei- 
ten der  durch  O  gehenden  Vertikale  in  t  Secunden  zurücklegt , 

t9  . 

gleich  L  =  g.  —  ist,  wo  x  =  3. 14 i5<)  und  g  =  80,1027  Par. 

Fufs  ist,  vorausgesetzt,  dafs  dieser  Bogen  nur  sehr  klein  ist, 
und  nur  solche  kleine  Bogen  wollen  wir  hier  betrachten ,  da  sie 
zu  den  hierher  gehörenden  Versuchen  völlig  hinreichend  und  zu- 
gleich sehr  bequem  sind.  Wenn  also  das  einfache  Pendel  jeden 
seiner  Bogen ,  oder  jede  Schwingung  in  einer  Secunde  mittlerer 
Zeit  zurücklegen  soll,  so  ist  für  t  =  1  ,  die  Länge  des  einfa- 
chen SecundenpendelsL  =  ~.  Jene  Kugel  oder  unser  zu- 


sammengesetztes Pendel  wird  daher  seine  Schwingungen  eben- 
falls in  einer  Secunde  vollenden ,  wenn  man  hat, 

a  +  —  =  > 
5a  tt 

woraus  man  für  die  Länge  des  Fadens  erhält 

lt  Jca  —    V  4<ir«  5 

I.  Wäre  der  Faden  selbst  ein  Körper  z-  B.  ein  Cylinder, 
und  f  der  Halbmesser  seiner  kreisförmigen  Basis ,  so  wie  b  seine 
Länge  zwischen  dem  Aufhängepunkte  O  bis  zu  der  Peripherie 
der  Kugel,  und  endlich  \l  seine  Masse,  oder  sein  Gewicht,  so 
ist  das  Moment  dieses  Cylinders  in  Beziehung  auf  eine  horizontale , 
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durch  ihren  mittleren  Funkt  C  gehende  Achse  (nach  $.  6. 11)  gleich 


also  auch  in  Beziehung  auf  die  Botationsachse  durch  O  (nach 
g.  5.  II)  gleich 

!■•(£*$) 

aber ,  wie  zuvor  ,  r  der  Halbmesser  der  Kugel ,  und  m  ihre 
Masse,  so  ist  ihr  Moment  der  Trägheit  in  Beziehung  auf  eine  ho- 

rizontale  durch  ihren  Mittelpunkt  D  gehende  Achse  gleich  —  mr», 

also  auch  in  Beziehung  auf  die  Rotationsachse  durch  O  gleich 

~mr8  +  m.OD» 

Es  ist  daher  das  Moment  der  Trägheit  beyder  Körper  zusam- 
men ,  oder  das  Moment  der  Trägheit  des  ganzen  Systemcs  in  Be- 
ziehung auf  die  Rotationsachse  durch  O  gleich 

fx  (hl  +  *l)  -t-p.OC»  +imr"  +m.OD 
Via      4/  5 

oder  da  O  C  =  —  die  halbe  Länge  des  Cylinders,  und  OD=b-|-r  ist 

und  dieses  ist  die  GrÖfse,  welche  wir  in  7.  II  durch  ma*  -f-mkt  be- 
zeichnet haben,  so  wie  das  dort  gebrauchte  m  a  hier  p .  OC  -|-m,OD 

es  p,  -  -J-  m  (b  +  r)  ist.  Es  war  aber  a.a.O. 
a 

j       ma«  -f-  mk* 

raa  ' 

also  ist  auch 

1  =  fj.  - 

,t.b  +  i(b  +  r) 

3 

für  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  welches  mit  diesem  Systeme 
dieselben  Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  macht.  Setzt  man  in 
diesem  Ausdrucke  bssa  —  r,  und  fi  =  o,  so  erhält  man 

2  r* 

1  =  a  -f-  - — ,  wie  zuvor 
□ .  a 
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•  7r 
Für  b  ss  o  verschwindet  auch      und  es  ist  I  =  — 

o 


Für  r  ==  o  ist  auch  m  =  o,  also  hat  man  für  eine  blofse  cylindri&che, 
an  einem  ihrer  Endpunkte  aufgehängte  Stange 

3  ^Sb 

Jf.  9. 

Um  die  Oscillationen  eines  Körpers  zu  bestimmen ,  der  sich 
sehr  nahe  um  eine  seiner  freyen  Achsen  dreht,  wenn  keine  äu- 
Isern  Kräfte  auf  ihn  wirken,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 

daN  =  N'  =  N"=oist, 
B-A 


Dreht  sich  also  der  Körper  sehr  nahe  um  die  freye  Achse  der  z', 
so  sind  q  und  r  sehr  kleine  Gröfscn,  deren  Producte  und  Quadrate 
man  vernachlässigen  kann ,  also  ist  auch  nach  der  ersten  der 
vorhergehenden  Gleichungen  dp  ==  o,  oder  p  eine  constante 
Gröfse.  Es  bleiben  also  nur  die  zwey  letzten  jener  Gleichungen 
übrig,  deren  Integrale  die  Form  haben 

q  =  M  Sin  (nt  -f-  m)  und  1 
r  ->  M'Cos(nt+  m) 

wo  M ,  M'  m  und  n  constante  Gröfsen  sind ,  und  wo  man  hat 

<C — A)  (C — B) 

A  ..  und 


m  =  p  y 

M'  =  —  M  y 


A  (C — A) 


B  (C — B) 

Diese  Ausdrücke  zeigen,  dafs  die  Gröfsen  n  und  M'  nur  dann 
mögliche  oder  reelle  Gröfsen  sind ,  wenn  das  Moment  C  der 
Trägheit  in  Beziehung  auf  die  eigentliche  Rotationsachse  entwe- 
der das  gröfste  oder  das  kleinste  der  drey  Momente  A  ,  B  ,  C 
ist  ($.  5.)«  In  diesem  Falle  sind  also,  die  Gröfsen  q  und  r  in  der 
That  die  Sinus  und  Cosinus  von  Winkeln,  die  mit  der  Zeit  zu- 
nehmen, und  die  Veränderungen  der  Rotation  sind  flahcr  alle 
nur  periodisch  und  in  bestimmte  Glänzen  eingeschlossen  ,  oder 
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die  Rotationsachse  macht  nur  kleine  Oscillationen  um  ihre  ur- 
sprüngliche Lage,  welche  letzte  durch  die  Gleichungen  q=M  Sin  m, 
und  r  =  My  Cos  m  gegeben  ist.  Da  die  GröTscn  q  und  r  nach 
der  Voraussetzung  ursprünglich  nur  kleine  Werthe  haben,  so 
sind  auch  M  und  MV  nur  kleine  GrÖfsen ,  so  wie  also  auch  q  und  r 
immer  nur  klein  bleiben ,  oder  die  wahre  Rotationsachse  wird 
immer  nur  sehr  kleine  Schwankungen  um  die  freye  Achse  der 
z'  machen.  —  Ist  aber  (C  —  A)  (C  —  B)  negativ ,  oder  ist  C 
zwischen  den  beyden  Momenten  A  und  B ,  so  ist  n  im  imaginär  , 
und  der  Sinus  und  Cosinus  Ton  (nt  -4-  ITl )  verwandelt  sich  in 
Exponentialgröfsen  ,  die  nicht  mehr  wie  jene  periodisch  sind , 
sondern  die  ohne  Ende  mit  der  Zeit  wachsen  können.  Wenn  also 
der  Körper  sich  nahe  um  die  freye  Achse  dreht ,  deren  Träg- 
heitsmoment C  in  Beziehung  auf  seine  Gröfse  zwischen  die  bey- 
den andern  A  und  B  fällt,  so  kann  schon  die  geringste  Störung 
die  Rotation  über  alle  Gränzen  hinausändern ,  während  in  dem 
ersten  Falle ,  wo  C  entweder  das  gröfste  oder  das  kleinste  dieser 
drcy  Momente  ist,  geringe  Störungen  auch  nur  geringe  in  enge 
Gränzen  eingeschlossene ,  und  blofse  periodisch  wiederkehrende 
Aenderungen  hervorbringen  können.  Da  bey  der  Sonne,  den 
Planeten  und  den  Satelliten  unseres  Systems  diese  Stabilität 
der  Rotation  den  Beobachtungen  gemäfs  Statt  hat,  so  drehen 
sich  alle  diese  Körper  sehr  nahe  um  diejenige  ihrer  freyen  Ach- 
sen ,  für  welche  das  Moment  der  Trägheit  ein  Gröfstcs  oder  ein  ' 
Kleinstes  ist ,  wahrscheinlich  ein  Gröfstes ,  weil  wegen  der  durch 
die  Rotation  erzeugten  Abplattung  die  Rotationsachse  kleiner  ist, 
als  der  Durchmesser  des  Aequators,  also  auch  das  Moment  der 
Trägheit  in  Beziehung  auf  die  Rotationsachse  gröfser  ist  als  auf 
den  Dörchmesser  des  Aequators. 

Um  nun  ,  nach  dieser  Digression,  die  Lage  der  drey  freyen 
Achsen  des  Körpers  im  Räume  zu  bestimmen,  wollen  wir  voraus- 
setzen, das  die  dritte  freye  Achse  der  z'  sehr  nahe  mit  der  Achse 
der  z  zusammenfällt,  so  dafs  also  3  mir  ein  sehr  kleiner  Winkel 
ist ,  dessen  Quadrat  wir  vernachlässigen  können.  Setzt  man  also 
•  =  Sin  3  Sin  9 .  und  u  =  Sin  S  Co6  9 ,  so  geben  die  Werthe 
von  p ,  q ,  r  im  Anfange  des  §,  3. 

p  dt  =  d  9  —  d\J/ 
qdt  =  s  d\J/  —  d3  Cos  9 
rdt  =  ud\J/  +  d3  Sin  9 

oder  da  d  s  =  dd  Sin  9  4-  u  d 9  und  du  =  d3  Cos  9  —  s  d9  ist , 

p  dt  —  d9  — dvj/ 
qdt  =  s  (d<p — pdt)  —  dS  Cos  9 
»,  r  dt  =  h  (d9— pdt)  +  dS  Sin  9 

Wir  haben  daher : 


A  « 


Digitized  by  Google 


jo7 

cty  =  tl?  —  pdt 
di 

du 

dl  = 


und  davon  sind  die  Integralien 

<J/  es  9  —  pt  —  OL 

%  m  ß  Sin  (pt  +  <y) 


-4 


r 

u  =  ß  Cos  (pt  -J-  <y)  

P  - 

wo  a,  ß,  «y  constante  Gröfsen  bezeichnen.  Durch  die  Gleichun- 
gen (1)  und  (2)  ist  die  Aufgabe  vollständig  aufgelöst;  denn  jene 
geben  die  Werthe  von  q  und  r  als  Functionen  von  t ,  und  von 
diesen  geben  die  beyden  letzten  die  Werthe  von  s  und  u ,  also 
auch  von  5  und  9  als  Functionen  von  t ,  und  wenn  so  y  bekannt 
ist,  so  ist  es  auch  *j/  durch  die  erste  der  Gleichungen  (■>.).  Die 
Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  aber  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden b  =  J/^p*  -|-  qa  -f- r3 .  oder  einfacher  tf  =  p ,  wenn 
man  die  Quadrate  von  q  und  r  vernachlässigt.  Diese  Geschwin- 
digkeit ist  also  nahe  constant. 

Wenn  man  für  den  Anfang  der  Rotation  genau  q  =  o  und 
r  =  ohat,  das  heilst,  wenn  die  wahre  Rotationsachse  mit  der 
dritten  freyen  Achse  genau  zusammenfällt,  so  ist  in  dem  Vor- 
hergehenden auch  HsM'sO,  oder  ,  die  Gröfsen  q  und  r  sind 
immer  gleich  Null ,  und  die  Rotationsachse  fällt  immer  mit  der 
dritten  freyen  Achse  zusammen.  Wenn  also  ein  Körper  anfängt, 
sich  um  eine  seiner  freyen  Achsen  zu  drehen,  so  wird  er  sich 
immer  um  dieselbe  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  drehen  , 
wenn  keine  äussern  Kräfte  seine  Rotation  stören,  und  diese  Ei- 
genschaft kommt  blofs  den  freyen  Achsen  zu;  denn  wenn  die 
Rotationsachse  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  unveränderlich  ist, 
so  hat  man  dp  ■=  o ,  dq  =  o ,  dr  =  o ,  und  dann  gehen  die  drey 
ersten  Gleichungen  des  $.  9.  in  folgende  über 

B— A  C — R  *  A — C 

.rq  =  Q,  -jp.  rp  =  o,  -jp  .  pq  =  o 

Sind  also  die  Gröfsen  A,  B,  C  ungleich,  so  folgt  aus  diesen  drey 
Gleichungen,  dafs  zwey  von  den  drey  Gröfsen  p,  q,  r  gleich 
Null  seyn  müssen ,  d.  h.  dafs  die  Rotationsachse  mit  einer  der 
drey  freyen  Achsen  zusammenfallen  mufs.  Sind  aber  zwey  die- 
ser Gröfsen  A,  B,  C  z.  B.  die  zwey  ersten  einander  gleich ,  so 
gehen  die  drey  vorhergehenden  Gleichungen  in  folgende  zwey 
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über,  pr  ==  o,  und  qp  «=  o,  so  dafs  also  beyden  schon  durch 
die  Voraussetzung  p  =  o  genug  geschieht ,  wo  dann  die  Rota- 
tionsachse in  der  Ebene  der  x'  y'  liegt  ,  in  welcher  alle  Durch- 
messer freye  Achsen  sind.  (§.  5.)  Ist  endlich  A  =  B  =  C ,  so  ge- 
schieht den  drey  yorhergehenden  Gleichungen  immer  genug,  wel- 
ches auch  die  Werthe  Ton  p ,  q  und  r  seyn  mögen,  und  in  diesem 
Fallt;  sind  auch  (§.  5.)  alle  Durchmesser  des  Körpers  zugleich 
freye  Achsen.  Daraus  folgt  also,  dafs  blofs  die  drey  freyen  Ach- 
sen des  Körpers  zugleich  unveränderliche  Rotationsachsen  sind, 
und  dafs  unter  ihnen  nur  die  zwey,  deren  Trägheitsmomente  ein 
Gröfstes  und  ein  Kleinstes  sind,  eine  stabile  Rotation  geben, 
während  die  dritte  auch  nur  durch  die  geringste  Störung  die  Ro- 
tation schon  sehr  merklich  ändern  kann» 

i 

Nimmt  man  an ,  dafs  ein  ursprünglicher  Stöfs  ,  dessen  Rich- 
tung nicht  durch  den  Mittelpunkt  ging ,  die  tägliche  sowohl  als  die 
jährliche  tJewegunj*  des  Planeten  hervorgebracht  habe ,  und  ist  a 
die  Entfernung  derRichtung  dieses  Stofses  von  dem  Mittelpunkte 
des  Piarieten ,  r  sein  Halbmesser  und  H  die  Winkelgeschwindig- 
keit seiner  Rotation ,  so  ist ,  wenn  man  die  Schwere  g  für  die 

a  dt 

Einheit  annimmt ,  nach  (J.  7.)  dtf  =  -  -         Die  Geschwindig. 

keit  aber,  mit  welcher  sich  der  Planet  um  die  Sonne  bewegt, 
dt 

ist  gleich  —  .  wo  m  die  Masse  des  Planeten  bezeichnet,  also 
9         m  ' 

auch  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  jährlichen  Bewegung  gleich 
dt 

— •  >  wenn  R  die  Entfernung  des  Planeten  von  der  Sonne  be- 

mtt  .0 

zeichne^.  Diese  beyden  Winkelgeschwindigkeiten ,  die  tägliche 

a  1 

und  die  jährliche  verhalten  sich  also,  wie  rn —  zu  — —  Ist  aber 
'  n    jr*nm  mR 

t  der  Sterntag  und  T  die  siderische  Revolution  des  Planeten,  so 

verhalten"  sich  jene  beyden  Geschwindigkeiten  auch  wie  T  zu  t, 

also  ist 

T     fr9  dm 
0  ~"  nTR*.  t 

Für  eine  Kugel  des  Halbmessers  r  ist  aber  das  Moment  der  Träg- 

2  2  Tr 

heit  ($.  Q.  III)  gleich  /r»  dm  =  -mr ,  also  ist  auch  a  =  j-g 

und  dieses  ist  die  Distanz  a  des  Mittelpunktes  des  Planeten  von 
der  Richtung  des  Stofses,  welcher  die  doppelte  Bewegung  des 
Planeten  um  die  Sonne  und  um.  sich  selbst  hervorgebracht  hat. 
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T  r 
Für  die  Erde  ist  -  =  366,256,  und  ^  =.  Sin  8"  6,  oder 

r 

^  =  o,  000041694,  also  a  =  o,  0061  Erdhalbmesser. 

T  r 
Für  Jupiter  ist  —  =  10476,  —  =  o,  000087,  also  a=.o,  365 

Halbmesser  des  Jupiter ,  also  a  für  Jupiter  viel  gröfser  als  für 

die  Erde ,  daher  sich  auch  jener  viel  schneller  um  seine  Achse 

bewegt,  als  diese.  . 

T  r 
Für  den  Mond  der  Erde  Üt-  s  1,  und  g  =  0 »  oo453 , 

also  a  =  o  ,  001  ü  ' 

J.  Sey  c  und  <y  die  Winkelgeschwindigkeit  eines  Planeten 
während  einer  Secunde  in  seiner  jährlichen  und  täglichen  Bewe- 
gung. Denkt  man  sich  den  Mittelpunkt  der  Sonne  mit  dem  ihr 
nächsten  Punkte  der  Oberfläche  des  Planeten  durch  eine  gerade 
und  unbiegsame  Linie  verbunden ,  so  wird  jeder  Punkt  dieser 
Linie ,  dessen  Entfernung  von  dem  Planeten  z.  ß.  gleich  x  ist , 
durch  die  Rotation  des  Planeten  in  einer  Secunde  den  Bogen  <yx, 
und  durch  die  Revolution  des  Planeten  in  derselben  Zeit  den  Bo- 
gen Rc  beschreiben,  und  diese  beyden  Bewegungen  werden  in 
entgegengesetzten  Bichlungen  vor  sich  gehen.  Um  daher 
den  Punkt  jener  Linie  zu  finden ,  für  welchen  jene  beyden  Bewe- 

R  c 

gungen  einander  gleich  sind,  hat  man  «yx  =  Rc,  oder  x  =   , 

dafs  heifst,  der  Punkt,  welcher  von  der  der  Sonne  nächsten 

H  c 

Oberfläche  des  Planeten  um  diese  Entfernung  x  =  —  absteht, 

wird  in  jedem  Augenblicke  während  der  doppelten  Bewegung  des 
Planeten  in  Ruhe  bleiben,  weil  für  ihn  die  beyden  entgegen- 
gesetzten Bewegungen  des  Planeten  sich  aufheben.  Es  war  aber 

2   Tr  ct. 
R  ss  t.  —  ,  und  da  überdiefs  -  =       ist ,    so  hat  man  auch 
ö  t.a  7  T 

x  im  -  - 
5  a 

Tür  die  Erde  ist  a  =  o,  006 1 {  undr=  1,  also  x  =  *         ,  ■ 

5(o,oooi) 

==  65,6  Erdhalbmesser.  Für  den  Mond  ist  eben  so  x  =  221  Mond» 
halbmesser,  oder  nahe  60  Erdhalbmesser,  so  dafs  also  jener  Punkt 
nahe  in  den  Mittelpunkt  der  Erde  fällt. 

Nach  dieser  Auseinandersetzung  der  allgemeinen  Glei- 
chungen der  Bewegung  wollen  wir  nun  zu  den  Anwendungen  der- 
selben auf  besondere  Fälle  übergehen ,  und  mit  den  einfachsten 
derselben,  mit  der  Bewegung  in  geraden  Linien  den  Anfang  machen. 
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Belegung  in  geraden  Linien, 


Es 


5r 


ist,  wie  man  aus  dem  Vorhergehenden  sieht,  nicht  schwer, 
für  jeden  besondern  Fall,  die  Gleichungen  der  Bewegung  zu  lin- 
den. Allein  diese  Gleichungen  sind  Diilerenzialgleichungen  der 
zweyten  Ordnung,  und  ihre  Integration  biethet  olt Schwierigkei- 
ten dar.  Wir  wollen  von  den  einfachsten  Fällen  anfangen,  und 
zuerst  die  Bewegung  in  geraden  Linien  betrachten. 

Wenn  keine  inneren  thätigen  Kräfte ,  sondern  nur  eine  ei- 
nen Augenblick  wirkende  Kraft  den  Körper  nach  der  Richtung 
der  x  bewegt,  so  geht  die  allgemeine  Gleichung  der  Bewegung 
(Cap.  11 ,  Gleichung  III  oder  III')  in  folgende  einfache  über 

dfx 

—  =  o  weil  X  =  Y=  Z=  y  =  z=  Jl  =  A'=o  ist. 

t)as  erste  Integral  dieser  Gleichung  gibt 

dx 

Tt=a 

für  die  Geschwindigkeit,  und  das  zweyte  Integral  gibt 

x  j=  at  +  b 

für  den  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Raum.  Da  die  Geschwindig- 
keit a  constant  ist,  so  ist  die  Bewegung  gleichförmig,  oder 
der  Raum  verhalt  sich  wie  die  Zeit.  DieGröfse  b  ist  der  vor  dem 
Anfange  der  Zeit  t  zurückgelegte  Raum.  Für  einen  andern  Kör- 
per, der  sich  ebenfalls  gleichförmig  bewegt,  ist 

x'  =  a't  +  b' 

und  um  die  Zeit  zu  finden ,  wenn  sich  beyde  Körper  begegnen , 
wird  man  in  den  beyden  letzten  Gleichungen  x  =  x'  setzen ,  wo- 
durch man  für  diese  Zeit  erhält 

—  h/~b 
a — a' 
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Auf  einen  Körper  wirke  eine  immer  thätigc,  aber  constante 
Kraft  g  nach  der  Richtung  der  x,  so  ist  die  allgemeine  Gleichung 
seiner  Bewegung 

d'x 

dt'  "g 

Weil  X  =  g  und  Y=Z=y=z=o  ist. 
Das  erste  Integral  dieser  Gleichung  ist 

dx 

<      Tt  =  *  +  a 

und  das  zweyte 

x  =  *gf  +  at-fb 

wo  a  und  b  constante  Gröfsen  sind.  Die  Gröfse  a  ist  dip  anfang- 
liche Geschwindigkeit,  die  der  Körper  im  Anfange  der  Zeit  t  hatte, 
sowie  b  der  im  Anfange  der  Zeit  t  bereits  zurückgelegte  Raum  ist. 
Bewegt  sich  also  der  Körper  aus  der  Buhe,  so  ist  a  =  b  =  o,  und 
man  hat 

dx 

,  =  -  =  gt 
für  die  Geschwindigkeit ,  und 


2 


für  den  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Baum.  Die  Geschwindigkeit 
ist  also  der  Zeit  proportional,  oder  sie  wachst  wie  die  Zeit,  oder 
die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  beschleunigte,  und  der  Baum 
verhält  sich  wie  das  Quadrat  der  Zeit.  Endlich  ist  noch 

»•  sss  •  gx. 

Die  Kraft*  mit  welcher  unsere  Erde  alle  Körper  aufser  ihr  anzieht, 
oder  die  S  chw  e  r  e  ist  eigentlich  eine  veränderliche  Kraft ,  die 
sich,  wie  wir  unten  sehen  werden,  wie  verkehrt  das  Quadrat  der 
Entfernung  des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Erde  verhält.  Al- 
lein in  den  geringen  Entfernungen,  in  welche  wir  über  die  Ober- 
fläche der  Erde  k  ommen  können,  und  welche  gegen  den  Halb- 
messer der  Erde  sehr  klein  sind ,  können  wir  die  Kraft  der  Erde 
sehr  nahe  als  constant  und  gleich  g  annehmen.  Die  vorhergehen- 
den Ausdrücke  gehören  daher  für  den  Fall  der  Körper  auf  der 
Oberfläche  der  Erde ,  und  im  leeren  Baume ,  auch  sind  sie  den 
darüber  angestellten  Beobachtungen  vollkommen  gemäfs. 

Nimmt  man  die  Secunde  für  die  Einheit  der  Zeit ,  so  reicht 
es  hin ,  den  Baum  zu  kennen ,  welchen  ein  Körper  in  der  ersten 
Secunde  seines  freyen  Falles  zurücklegt,  um  alle  übrigen  Um- 
stände seiner  Bewegung  zu  erhalten.  Man  fand  durch  sehr  ge- 
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nauc  Versuche ,  welche  unten  erklärt  werden  sollen ,  dafs  dieser 
Baum  für  den  Ort  der  Oberfläche  der  Erde  >  dessen  geographi- 
sche Breite  9  ist ,  sey  ' 

ig  =  i5,o5i37 -j- 0.0O177  Sin*;?  Pariser  Fufs,  also  für  die 
Breite  9  =^  45° 

{  g  =  15.09  22  Pa™se*'  Fufs. 

Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  lassen  sich  alle  hiehcr 
gehörenden  Aufgaben  auflösen.  Ist  z.  B.  ein  Körper  durch  den 
Kaum  von  x  Schuhen  gefallen,  und  man  sucht  die  Zeit,  welche 
er  dazu  brauchte ,  so  ist  diese  Zeit 


-Vt 


8 

und  die  am  Ende  des  Falles  erlangte  Geschwindigkeit  ist 

*  =  gt  =  |/"«gx 

cl.  h.  mit  der  am  Ende  seines  Falles  erlangten  Geschwindigkeit 
würde  er  in  gleichförmiger  Bewegung  in  jeder Secunde  den 
Baum  gt  zurücklegen. 

Für  Körper ,  welche  in  der  Bichtung  der  x ,  d.  h.  senkrecht 
aufwärts  geworfen  werden ,  ist  g  negativ ,  also 

»=  a-gt 

die  Geschwindigkeit  für  die  Zeit  t ,  wenn  a  die  anfängliche  Ge- 
schwindigkeit bezeichnet,  und 

x  *s  at—  i  gt9 

für  die  in  der  Zeit  t  erreichte  Höhe  x.  Der  Körper  wird  so  lange 
steigen,  bis  seine  Geschwindigkeit  Null  ist.  Die  Zeit  seines  Stei- 
gens ist  daher 

g 

und  die  gröfste  Hohe,  die  er  erreicht,  ist 

x>  =  — 
'2S 

Von  diesem  höchsten  Punkte  wird  der  Körper  wieder  zu  fallen 
anfangen ,  und  wenn  er  durch  die  ganze  Höhe  x'  gefallen  ist , 
so  wird  er  die  Geschwindigkeit 

v1  ==      2  g*'  =  a 

« 

d.  h.  seine  anfängliche  Geschwindigkeit  haben.  Um  daher  einen 
Körper  auf  eine  gegebene  Höhe  zu  bringen ,  mufs  man  ihm  die 
anfängliche  Geschwindigkeit  geben,  welche  er  durch  den  Fall 
durch  dieselbe  Höhe  erhalten  würde. 
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f.  3. 

Da  aber  in  gröfsern.  Entfernungen  über  der  Oberfläche  der 
Erde,  die  Kraft  der  Erde  oder  die  Schwere,  nicht  mehr  alscon- 
stant  angesehen  werden  kann,  so  wollen  wir  nach  dem  Vorher- 
gehenden annehmen,  dafs  sich  diese  Kraft  X,  welche  nach  der 
vertikalen  Richtung  der  x  wirkt,  wie  verkehrt  das  Quadrat  der 
Entfernung  des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Erde  verhalte, 
Sey  r  der  Halbmesser  der  Erde ,  a  die  anfängliche  Entfernung 
des  Körpers  vom  Mittelpunkte  der  Erde ,  und  g  die  Schwere 
auf  der  Oberfläche  derselben,  so  ist,  wenn  der  Körper  den  Raum 
x  zurückgelegt  hat 

also 

-  _6'r< 
dta  (a— x)9 

MultipHcirt  man  diese  Gleichung  durch  2  dx ,  so  ist  ihr  Integral, 
wenn  die  anfängliche  Geschwindigkeit  des  Körpers  Null  ist 

dx»        3gr2  x 
dt»  a  a — x 

also  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  für  jeden  Werth  von  x  gleich 


Die  vorhergehende  Gleichung  gibt  zugleich 

dx  /  a  U  w      a— x 
dt  =  —  I  —  )     X     ;  « 

deren  Integral ,  wenn  x  mit  t  zugleich  verschwindet , 

durch  welche  Gleichung  man  für  jeden  Werth  von  x  den  ihm 
entsprechenden  Werth  von  t,  oder  umgekehrt  erhält. 

Nimmt  man  in  diesen  Ausdrücken  x  sehr  klein  gegen  a ,  und 
a  nahe  gleich  r  an ,  so  geben  sie 

v  ta  y/3  gX 

t  =■  \J  —  wie  im  J.  s. 

m.  h 
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5.  4. 

Verhält  sich  die  anziehende  Kraft  X,  wie  die  Entfernung 
der  Körper  vom  Mittelpunkte  der  Erde,  ein  Fall  der  für  alle  Kör- 
per im  Innern  der  Erde ,  in  tiefen  Bergwerken  etc.  statt  findet , 
so  hat  man ,  wenn  man  die  Bezeichnung  von  g  und  r  aus  3. 
beybehält 

dta  —  r 

also  wenn  der  Körper  auf  der  Oberfläche  der  Erde  in  Ruhe  war, 
oder  v  mit  x  zugleich  verschwindet 

^=w==  Vf(r* -o~o') 

für  die  Geschwindigkeit ,  und  wenn  t  mit  x  verschwindet 

t  =  QT  Are  Cos  ^ 

oder 

x  =  r—r  Cos  t  ^/iL 

für  den  zurückgelegten  Raum.  Setzt  man  in  diesen  Formeln 

x  =  r 

so  ist , 

v  m  V*£ 

für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Mittelpunkte  der  Erde, 
von  welchem  Punkte  er,  wenn  ihn  nichts  hindert,  bis  zu  dement- 
gegengesetzten Endpunkte  des  Durchmessers  der  Erde  gehen 
wird,  wo  x  =  2r  also  v  =  o  ist.  Seine  Geschwindigkeit  an  die- 
sem Endpunkte  wird  also  Null  seyn,  wie  sie  es  im  Anfange  der 
Bewegung  war,  und  der  Körper  wird  daher  wieder  zu  dem  Mittel- 
punkte der  Erde  zurückgehen,  von  da  zu  dem  Anfangspunkte  stei- 
gen, und  so  eine  unendliche  Anzahl  vonOscillationen  ,  alle  von 
gleicher  Dauer,  von  einem  Ende  des  Durchmessers  zum  andern 
machen. 

Für  x  =  r  ist  die  Zeit  durch  den  Halbmesser  —  \  /  L  und 
für  *  =  2r  die  Zeit  einer  ganzen  Oscillation  durch  den  Durch- 
messer gleich  ne  y~  oder  gleich  der  doppelten  Zeit  durch 
den  Halbmesser,  wo  x  sa  3,1415926 .... 

Auf  einem  in  dem  Punkte  A  ruhenden  Körper  wirke  eine 
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Kraft ,  die  sich  wie  die  n1«  Potenz  der  Entfernung  derselben  von 
dem  Körper  verhält.  Man  suche  die  Bewegung  des  Körpers. 

Ist  AC  =  a  die  ursprüngliche  Entfernung  des  Körpers  von  dem 
Mittelpunkte  C  der  Kraft,  und  hat  er  in  der  Zeit  t  denTheil  AP  =  x 
der  Linie  AC  =  a  zurück  gelegt ,  so  ist  am  Ende  dieser  Zeit  die 
Entfernung  des  Körpers  von  der  Kraft ,  PC  =  a  —  x  und  daher 

dF  =  <a-*> 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  2  dx  und  integrirt*  so  er- 
halt man 

dxa  2  fa— x)»+«      2(an  +  >  —  (a— x) ■+«; 

1  ■,  -  =  Const  —   =   .  

dt3  n  +  1  n  -f-  1 

da  der  Voraussetznng  gcmäfs  die  anfängliche  Geschwindigkeit 

dx 

des  Körpers  Null  ist ,  oder  da       mit  x  zugleich  verschwindet. 

dx 

Dieser  Werth  von  —  gibt  also  die  Geschwindigkeit  des 

Körpers  für  jeden  Punkt  AP  =  x.  Ist  n  eine  positive  ungerade, 
also  (n  -{-  1 )  eine  positive  gerade  Zahl ,  so  geht  der  Körper,  wenn 
er  im  Mittelpunkte  C  der  Kraft ,  wo  x  =  a  ist ,  angekommen  ist , 
noch  über  C  hinaus  auf  die  der  A  entgegengesetzten  Seite  der 
geraden  Linie  AC ,  bis  auf  dieser  Seite  ebenfalls  seine  Entfer- 
nung CB  von  C  gleich  a ,  also 

x  =  AB  =  2a 

wird,  wo  seine  Geschwindigkeit  verschwinde t,  und  er  daher  wie- 
der aufwärts  nach  C  und  A  geht,  wo  seine  Geschwindigkeit  zum 
Eweytenmale  verschwindet ,  und  der  Körper  auf  diese  Art  seine 
Oscillationen  um  den  Punkt  C  in  der  geraden  Linie  AB  ohne  Ende 
fortsetzt. 

Für  den  besondern  Fall  n  =  —  1  hat  man 


dt  v 


log   

0  a — : 


a 

x 


also  ist  hier  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  inC  unendlich  grofs, 
und  der  Körper  kann  nicht  über  C  hinaus  gehen ,  weil  für  x  >  a 

dx 

der  Werth  von  — •  unmöglich  wird.  Die  Zeit  durch  AP  =  x  aber  ist 

dx 


n6 


Die  Zeit  aber,  welche  der  Körper  braucht,  Jen  Theil  AP  =  x 
seines  Weges  zurück  zulegen,  ist 


-1 


<Ix  x/n+i 


\A  (a»  +  »— (a— x)"  +  ') 

ein  Ausdruck,  Jen  man  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  nicht 
anders ,  als  durch  Reihen  integriren  kann. 

Geht  die  bisher  betrachtete  anziehende  Kraft  in  eine  abstos- 
d»x 

sende  über,  so  ist  -~  =  —  (a— x)n  also  auch,  wenn  der  Kör- 
per anfanglich  im  Punkte  C  in  Ruhe  war: 


dx  ^  /  ^  (a — 1 
dt  "~    V  n~+l 


I,  Bey  der  Auflösung  der  hieher  gehörenden  Difierential- 
gleichungenist  es  oft  nothwendig,  aufser  dem  completten  Integrale, 
auch  das  particuläre  Integral  derselben  zu  suchen,  da  zuweilen 
nur  das  letzte  die  eigentliche  Auflösung  des  Problemcs  enthalten 
kann.  Suchtman  z.B.  die  geradlinichte  Bewegung  eines  Körpers, 
auf  welchen  eine  verzögernde  Kraft  wirkt,  die  der  (Quadratwur- 
zel der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  so  hat  man  für  die  Glei- 
chung der  Bewegung 

wo  v  die  Geschwindigkeit  und  a  eineConstante  bezeichnet.  Diese 
Gleichung  hat  zum  completten  Integrale 


-  (•'-?)' 


wo  c  eine  Constante,  die  anfängliche  Geschwindigkeit,  bezeich- 
net. Das  particuläre  Integral  jener  Gleichung  ist  aber  v  =  o.  Wenn 
daher  die  anfängliche  Geschwindigkeit  gleich  Null  ist,  so  mufs 
der  Körper  offenbar  immer  in  Ruhe  bleiben  ,  er  kann  sich  nicht 
Ton  seinem  ursprünglichen  Orte  entfernen ,  und  in  diesem  Falle 
ist  also  die  Auflösung  der  Aufgabe  durch  das  particuläre  Integral 
v  ■=.  o,  nicht  aber  durch  das  comple'te  v  =s  *  aa  t2  gegeben. 
Ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  nicht  Null  ,  so  wird  der  Kör- 
per sich  allerdings  bewegen,  und  diese  Bewegung  wird  durch  die 
Gleichung  v  =  u  —  \  at)a  richtig  dargestellt  werden,  aber 
nur  so  lauge,  bis  seine  immer  abnehmende  Geschwindigkeit  end 

2  l/^c 

lieh  gleich  Null ,  oder  bis  t  =    wird ;  Ton  diesem  Augen- 

■ 

blicke  an  wird  der  Körper  sich  nicht  mehr  bewegen ,  sondern  in 
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Buhe  bleiben,  und  sein  Zustand  wird  von  dieser  Zeit  an  durch 
das  particuläre  Integral  v  =  o  dargestellt  werden. 

II.  Sucht  man  die  geradlinichte  Bewegung  eines  Körpers, 
auf  -welchen  eine  Kraft  wirkt,  die  sich  wie  die  ntc  Potenz  der  Ent- 
fernung des  Körpers  yon  dem  Mittelpunkte  dieser  Kraft  verhält , 
so-  ist 


dt 


wo  a  eine  Constante  bezeichnet ,  die  positiv  ist ,  wenn  die  Kraft 
abstofsend,  und  negativ,  wenn  sie  auf  den  Körper  anziehend  wirkt. 

Nehmen  wir  an ,  dafs  die  Gröfse  n  positiv  und  kleiner  als 
die  Einheit  sey.  Das  erste  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist 


dt  —  y  — 


weua  im  Anfange  die  Bewegung  für  x  =  o  auch  die  Geschwindigkeit 
dx 

dt  6^eicn^u"  *st*  integrirt  man  diesen  Ausdruck  noch  einmahl, 
unter  der  Voraussetzung,  dafs  x  =  o  für  t  =  o  ist,  so  hat  man 


a  (l  -f-n)  x' 


— ■ 


wo  der  Annahme  gemäfs  die  Gröfse  (i — n)  positiv  ist.  Allein  dir 

tegral  x  =  o,  und  eben  dieses  ist  es,  welches  unsere  Aufgabe 
auflöfst,  da  dei4  Körper  offenbar  in  seinem  anfänglichen  Orte 
verbleiben  mufs,  weil  in  diesem  Orte  die  Geschwindigkeit  so- 
wohl, als  die  auf  ihn  wirkende  Kraft  gleich  Null  ist. 

Wäre  die  anfängliche  Geschwindigkeit  nicht  Null ,  so  würde 
wenigstens  für  einige  Zeit  nach  dem  .\nfange  der  Bewegung  dieses 
Paradoxon  wegfallen.  Wäre  endlich  a  negativ,  so  wäre  t  vollends 
eine  imaginäre  Zeit,  aus  welcher  sich  nichts  weiter  schliefsen  läfst. 

•  g.  6. 

Das  Vorhergehende  setzte  die  Bewegung  der  Körper  im 
freyen  Räume  voraus.  Allein  unsere  Versuche  werden  in  der 
Atmosphäre ,  also  in  einem  widerstehenden  Mittel  gemacht. 
Man  nimmt  gewöhnlich  an,  dafs  sich  der  Widerstand  des  Mittels 
wie  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  verhalte. 

Ist  also  y ,  die  Kraft  der  Erde  ,  eine  constante  Gröfse,  und 
m  irgend  ein  Factor,  der  für  denselben  Körner  und  für  dasselbe 
Mittel  constnnt ,  aber  mit  der  Form  des  Körpers  und  der  Dichte 
des  Mittels  veränderlieh  ist ,  so  hat  man  für  frey  fallende  Körper 


iiö 

d'x 

—  =  g— mv'  oder 
also  wenn  t  und  »  zugleich  verschwinden 

t  -      1     inff  Kg  +  >K<n 

oder 

1/k  +  v  l/m 

|/g  —  v  y*m  v  ' 

«wenn  log.nat.  e=i  ist.  Diese Gleiqhung gibt  die  Geschwindigkeit 
für  jede  Zeit.  Weiter  ist 

v  dv 

dx  =  vdt  =   - 

g — m  v* 

also  wenn  v  und  x  zugleich  verschwinden 

— 2mx  -  w  v  — — )  (O 

welche  Gleichung  den  Baum  für  jede  Geschwindigkeit,  also  auch» 
mit  der  Gleichung  (i)  für  jede  Zeit  gibt. 

Wenn  die  Zeit  sehr  grofs  ist,  so  gibt  die  Gleichung  (i) 

- 

J/fe  —  v  [/lau  sa  o  oder  v  —  ^/"g 

oder  die  Bewegung  der  fallenden  Körper  im  widerstehenden  Mit- 
tel nähert  sich  immer  mehr  einer  gleichförmigen  Bewegung  mit 
cons tanter  Geschwindigkeit.  .  ;J  

J.  Für  Körper,  die  im  widerstehenden  Mittel  senkrecht 
aufwärts  geworfen  werden ,  ist 

Tt  =-e-mv* 

I»  *  «... 

also  wenn  a  die  anfängliche  Geschwindigkeit  ist : 


*     t  =  -U-  Urc.  tgal/ü  -  Are.  tg  w  ^f™\ 


für  die  Gleichung  zwischen  Zeit  und  Geschwindigkeit.  Daraus 
folgt,  dafs  auch  dann,  wenn  die  anfängliche  Geschwindigkeit 
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a  unendlich  grofs  ist,  die  Zeit  des  Aufsteigens  eines  Körpers  doch 
nur  endlich  und  gleich 

t  =  — z=l  ist. 
\/gm 

Ferner  ist 

—  v&v 

dx  =  »dt  : 


also  wenn  *  =  a  für  x  =  o  ist 

*    i      g  + 
X"nm   °gg  +  m>J 

für  die  Gleichung  zwischen  Baum  und  Geschwindigkeit.  Die  gröfste 
Höhe  x',  auf  welche  sich  der  Körper  erheben  kann,  ist,  wenn 
man  v  =  o  setzt 


i  ✓        m  a"  \ 

*  -  ~  l0s  0  +  — }  •  •  •  •  <3> 


also  diese  Höhe  im  Allgemeinen  desto  gröfser ,  je  kleiner  m  ist. 

II.  Wenn  der  Körper ,  nachdem  er  aus  seinem  anfänglichen 
Punkte  A  durch  die  Linie  AO  =  x  gefallen  ist,  mit  der  am  Ende 
seines  Falles  erhaltenen  Geschwindigkeit  wieder  von  dem  Punkte 
O,  wie  von  einer  elastischen  Ebene  in  der  Linie  0\  aufwärts 
zurückgeworfen  wird ,  und  auf  diese  Art  seine  Reflexionen  in  O 
immer  wiederholt  werden,  so  wird  man  diese  Bewegung  des 
Körpers  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Die  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  durch  den  Fall 
durch  AO=  x  erhalten  hat,  ist  nach  der  Gleichung  (2)  gleich 


vi 


wo  log  nat  e  =  1  ist.  Mit  dieser  Geschwindigkeit  fängt  er  ,  in  O 
an  zu  steigen,  und  steigt  bis  A'.  Ist  O.V  =  x',  so  ist  nach  der 
Gleichung  (3)  die  anfängliche  Geschwindigkeit ,  welche  ihn  bis 
zur  Höhe  OA'  =  x'  erheben  kann ,  auch  gleich 

VfL  ceimk'  1)  woraus  folgt 
m 

durch  den  Fall  durch  A'O  erhält  er  die  Geschwindigkeit 
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und  wenn  er  mit  dieser  Geschwindigkeit  bis  OA"  =  x"  steigt , 
so  ist 

^^2-6-»'")  =  Vm  ^m'  U^  woraus  folgt 


3—2  e~' 


2— e~' mx 

. .  _-  -  -» 

durch  den  Fall  durch  A"  O  erhält  er  die  Geschwindigkeit 


und  wenn  er  mit  dieser  Geschwindigkeit  bis  A'"0  =  x'"  steigt , 
so  ist    — — . 

l/fLf  l~e~'mv  )  =  l/£  (e**''~0  voraus  folgt 

-  4~3e"tmt  ' ;  f 

e  —  Q   "  ,  mr  U.  5.  *. 

o — 2  e  " mx 

1  ü 
Es  ist  also  die  erste  Höhe  AO=x=  — log  e*.ro" 


2m 


•       •  i 


zweyte  .  . .  A'0=x'=  ~  log  (2— e-* 

dritte  .  .  .  A"0=x"=  —  log1  ^--——J 

und  überhaupt  die  nte Höhe   x»  =  —  log  f        '     /       ,  '    ,  ) 
r  am    BVO—  i>-(n— aje—""/. 


Die  Geschwindigkeit,  die  der  Körper  am  Ende  des  n*«n  Fal- 
les hat,  ist  aber  _ 

—  l/ s  f     i-e— "»  y 
V  m  Vn — (n — i)e^amV 

und  die  Geschwindigkeit,  die  er  am  Ende  des  n»en  Steigens  hat , 
ist  gleich 

\! Z  (         1— e-'^  \ 
Y  m  V(n— 1)  — (n-~2)c-1 -V 
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Aueh  hat  man   

x  4-  x'  m  —  log  (a  e» i) 
1  am    ■  v 


x  +  x'  +  *"  =  —  log  (3e'-"— 2). . . 

und  überhaupt  ( 

x  +  x'  +  x"  4-  •  •  .i  =  £J  log  (ne- (n— ,)) 

Ist  die  erste  Höhe  AO  =  x  unendlich  grofs,  so  sind  die  folgenden 
Höhen  x',  x", . .  ♦ .  doch  immernoch  endlich,  denn  dann  ist 

i  l  ,  i  , 


1  XI 

und  die  nte  Höhe    x°  =  •  log 


am      n — i 

III.  Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  Idafs  der  Widerstand  des 
Mittels,  in  welchem  sich  der  Körper  bewegt,  in  allen  seinen  Thei- 
len  derselbe  ist.  Diese  Voraussetzung  hat  aber  für  unsere  Atmos- 
phäre nicht  statt,  deren  Dichte,  also  auch  deren  Widerstand 
mit  der  Entfernung  von  der  Erde  bekanntlich  abnimmt.  Sey  D' 
die  Dichte  der  A  tmosphäre  an  der  Oberfläche  der  Erde  ,  und  D 
die  Dichte  derselben  in  der  Höhe  x  über  der  Erdoberfläche.  Man 
suche  die  Geschwindigkeit  v  eines  senkrecht  aufwärts  geworfenen 
Körpers  für  jede  Höhe  x. 

Nach  Laplace  (M  e  c.  c  e  1.  Li  v.  X)  ist 


D  =  D'.e  7963 

Die  auf  einen  geworfenen  Körper  wirkende  Kraft  ist  aber  gleich 
g  -f-  MD  .v\  wo  M  eine  von  der  Gestalt  des  Körpers ,  und  der 
Dichte  des  Mittels  abhängige  Constante  ist.  Setzt  man  der  Kürze 
wegen 

7963  =  n  und  MD'  =  ra, 
so  ist  also  die  Gleichung  der  Bewegung  des  Körpers 


t  •    •  *  \  * 


d'x  _JL 
dt7  +  g  +  mv\e  * 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  durch  dx,  so  hat  man 

,1  dx '  ä  *  dxdSx  ^ 
(da  v  =s       und  vdv  =  ■  ist) 

'    dt  ;   i.dt*  .      ..  ..  i  :<;... i  • 

vdv  +  gdx  +  mv*.C   "  dx  =  o 
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und  diese  beiden  letzten  Ausdrücke  mit 

•  »  • 

dz  =  dx  tg  a 

verbunden,  geben  sofort 

dx  für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 

j£  =  gt.&in  a  Cos  «       in  Jer  hori20nlalen  Richtung  der  x 

dz  für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in 

dt  ™  gt    n*  "  der  vertikalen  Richtung  der  z  ,  und 

*  -x.  jz  9  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 

— -~  ^sgtSina  in  der  Richtung  seiner  Bahn. 

Die  Integration  der  drey  letzten  Gleichungen  gtyt 
*  '       x  =  i  gta  .  Sin  «  Cos  a 
z  =  t  gt*  Sin*  a 
V/x*  +za  =  i  gt9  Sin« 

für  die  in  der  Zeit  t  zurückgelegten  Wege  in  der  Richtung  der 
x  ,  der  z  und  in  der  Richtung  der  Bahn. 

Endlich  ist  noch  der  Druck  des  Körpers  gegen  die  Ebene 

und  da  nach  den  beydeu  ersten  Gleichungen 

K  =  g  Cos*  * 

ist ,  su  ist  der   

Druck  =  g  Cos  * 

tüi  OL  =  qo°  geben  diese  Gleichungen  die  in  (\.  «.  entwickelten 
Ausdrücke  für  den  freyenFall  der  Körper,  welche  letzteren  sich 
auch  hier  unmittelbar  anwenden  lassen,  wenn  man  voraussetzt, 
dafs  die  bewegende  Kraft  nichtgiiach  der  Richtung  der  z,  sondern 
g Sin  a  nach  der  Richtung  der  schiefen  Ebene  ist. 

-  X  «ins  j  .  g.  ;  i...        . .  •  :  ' .  ;^  f 

Zwey  Körper,  die  an  deh  bey4en  Enden  eines  uriausdejinba- 
ren  Fadens  befestigt  sind ,  und  sich  auf  zwey  Ebenen  bewegen  , 
die  gegen  einander  unter  der  Gestaireines  Daches  zusammenge- 
fügt sind,  werden  von  der  constanten  Kraft  g  nach  einer  senk- 
rechten Richtung  bewegt.  Man  suche  ihre  Bewegung.  '    1  * 

Ist  m  die  Masse  des  ersten  Körpers ,  und  x  seine  veränder- 
liche Entfernung  von  einem  willkührlichen  festen  Punkte  der 
schiefen  Ebene ,  1  die  Länge  der  schiefen  Ebene ,  auf  welcher 
der  Körper  m  sich  bewegt,  und^-iudie  gemeinschaftliche  Höhe 
beyder  Ebenen,  so  ist  die  Kraft  ,  welche  ihn  nach  der  Richtung 
der  Ebene,  oder  nach  der  Richtung  der  x  bewegt 
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Bezeichnen  m'  x'  V  für  den  z>veyten  Körper  ähnliche  Grüften , 
so  ist  die  Kraft ,  welche  ihn  nach  der  Richtung  seiher  Ebene , 
oder  nach  der  Richtung  der  x'  bewegt 

X'  —  - 
\i 

und  daher  die  Gleichung  der  Bewegung  beyder  Körper 

■ 

Da  aber  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe 

ax  =  —  ba*  und  d«x  =  —  d»x' 
ist,  so  geht  die  vorhergehende  Gleichung  in  folgende  einfache  über 

d'x  . 
dt7  =  g 

wo  der  Kürze  wegen 

h  (ml^-m/1) 

gesetzt  worden  ist. 

Das  erste  Integral  dieser  Gleichung  ist 

—  Agt  +  a 

für  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  m  nach  der  Richtung  seiner 
Ebene,  wenn  a  die  anfängliche  Geschwindigkeit  des  Körpers 
bezeichnet. 

Das  zweyte  Integral  derselben  Gleichung  ist 

x  =  igt».  A      at  +  b 

wo  b  der  anfängliche  Werth  von  x  ist. 

Die  beyden  Werthe  von  v  und  t  zeigen,  dafs  die  Bewegung 
desKörpers  m  der  eines  frey  fallenden  Körpers  ähnlich  ist,  wenn 
man  nur  in  (J.  2.)  Ag  statt  g  setzt. 

Die  Bewegung  des  andern  Körpers  m'  ist  aber  offenbar  die 
entgegengesetzte  des  Körpers  m.  Ist  die  anfängliche  (  eschwin- 
digkeit  a  gleich  Null,  und  hat  man  zugleich  ml*  =  m'l,  so  ist 
auch  A  gleich  Null ,  oder  beyde  Körper  sind  im  Gleichgewichte. 
Sie  sind  also  im  Gleichgewichte  wenn  die  Massen  (oder  die  Ge- 
wichte) der  beyden  Körper  sich  wie  die  Längen  ihrer  Ebenen  ver- 
halten, wie  diefs  auch  aus  Cap.  I,  §.  9.  III  folgt. 

Sind  die  beyden  Ebenen  vertikal,  so  sind  ihre  Längen  gleich 
ihrer  gemeinschaftlichen  Uöhe ,  oder  1  =  1'  =  h ,  also 
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m  — •  my 


A  = 


m  +  m' 

Ist  daher  die  anfangliche  Geschwindigkeit  gleich  Null  t  so  ist 

m  —  in'           _          m  —  m'  .  . 

v  sm   ■  .  gt  und  x  ss   .  i  gt  +  b 

oder  die  Bewegung  dcslo  langsamer,  je  kleiner  die  Differenz 
xn— •  in'  gegen  die  Summe  m  -f-  m'  der  beyden  Massen  ist.  Diefs 
ist  der  Fall ,  wo  beyde  Gewichte  durch  einen  Faden  verbunden 
sind ,  der  über  eine  Bolle  geht. 

I.  Substituirt  man  statt  dem  Faden  mit  den  beyden  Gewichten 
eine  homogene ,  in  allen  ihren  Theilen  gleich  dicke  und  schwere 
Kette ,  so  sey  x  die  Länge  des  Theiles  der  Kette ,  der  auf  der 
ersten  Ebene  liegt,  also  c  —  x  der  andere  Theil,  wenn  c  die  Länge 
der  ganzen  Kette  bezeichnet.  Diefs  vorausgesetzt  wird  man  die  vor- 
hergehenden Gröfsen        m  in  x  und 

m'  in  c — x 

verwandeln,  und  so  für  die  gesuchte  Gleichung  der  Bewegung  der 
Kette  erhalten 

•  Cf-SD  -  <•->  Cf + S> 

oder  einfacher 

d"x 

 aax  +  ß  =  o 

dt»  ' 

wo  der  Kürze,  wegen 

gesetzt  wurde. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

x=  fL  +  aeat  +  b.t-^ 

wo  t  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist,  und  wo  a  undb 
die  zwey  Constanten  der  Integration  sind. 

Damit  keine  Bewegung,  oder  damit  Gleichgewicht  statt  finde 
mufs  seyn 

a  =r  b  =  o  oder 

ß         cl  cl' 
x  =  — -  s  - — -— -  und  c  —  x  = 


«•       l  +  l/  1-j-l/ 

d.  h.  für  das  Gleichgewicht  sind  die  zwey  Theile  der  Kette ,  wie 
die  Längen  der  beyden  Flächen ,  oder  die  beyden  Endpunkte  der 
Kette  sind  in  derselben  horizontalen  Linie. 
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II.  Wäre  der  Körperm  durch  einen  Faden  an  einem  Cylindcr 
von  kreisförmiger  Basis  ,  dessen  Radius  r ,  und  m'  an  einem ,  an 
diesem  Cy linder  concentrisch  befestigten  Rade  des  Halbmessers 
r'  angebracht ,  so  hätte  man  für  die  Gleichung  der  Bewegung  bey- 
der  Körper 


m 


(.-£)*+-(«- £3  — 


Da  ferner 

dx  ,  d»x  d* 

Tt  m  v  und  d?  "  Tt 

ist,  wenn  v  die  Geschwindigkeit  nach  der  senkrechten  Richtung 
der  x  bezeichnet ,  so  ist 

♦ 

Da  endlich  die  zwey  Geschwindigkeiten  v  und  v'  in  ihren  Richtun- 
gen einander  entgegen  gesetzt  sind,  und  da  sie  sich,  nach  der 
Eigenschaft  der  Maschine  (des  Rades  an  der  Welle)  wie  die  Halb- 
messer des  Cylinders  und  des  Rades  verhalten,  so  ist 


also  auch 


v  r 
P  7' 


an         r  _ 

—  =  ;  oder  r'  6x  sc  —  r  *x' 

ix'  r' 


oder  endlich 

r*  dv  4-  r  dW  =.  o  " 
also  ist  auch  die  vorhergehende  Gleichung  der  Bewegung 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

t,         mr — m'r* 

•  Ii  tss 


mr'  -4-  m'  r/9 
so  erhält  man  folgende  zwey  Gleichungen 

i=  Bgr  .dt 
d>'=  —  Bgr'.dt 

oder  beyde Körper  werden  wieder  so  bewegt,  als  ob  auf  den  er- 
sten die  Kraft  Br.g  und  auf  den  zweyten  die  Kraft — Br'.  g  in 
der  senkrechten  Richtung  der  Schwere  g  wirkte. 
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.:  {•  9*  . 

Man  hat  in  den  nenern  Zeiten  öfter  die  Meinung  geäufsert, 
flafs  die  Aerolilhen  von  den  Vulkanen  des  Mondes  ausgeworfen 
werden.  Wir  wollen  die  anfängliche  Geschwindigkeit  suchen,  wel- 
che diese  Körper  haben  müssen,  damit  sie  die  Attraktionssphäre 
der  Erde  erreichen  können.  Der  gröfsernEinfachhcit  wegen  wollen 
wir  hier  von  der  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde,  und  von  der 
der  Erde  um  die  Sonne  abstrahiren ,  oder  diese  beyden  Gestirne 
in  Buhe,  und  überdiefs  den  ursprünglichen  Wurf  der  Aerolithen 
gegen  die  Erde  gerichtet  annehmen,  so  dafs  man  also  die  gerad- 
linichte  Bewegung  eines  Körpers  zu  bestimmen  hat,  welcher  von 
zwey  Kräften  angezogen  wird,  die  sich  wie  verkehrt  das  (Qua- 
drat ihrer  Entfernungen  von  dem  Körper  verhalten. 

Sey  r  und  R  der  Halbmesser  des  Mondes  und  der  Erde ;  a  R. 
die  Entfernung  des  Vulkans ,  oder  des  Punktes ,  wo  der  Stein 
ausgeworfen  wird ,  vom  Mittelpunkte  des  Mondes ,  b  R  die  Ent- 
fernung der  Mittelpunkte  des  Mondes  und  der  Erde. 

Ist  p  die  Masse  des  Mondes,  jene  der  Erde  als  Einheit  an- 
genommen ,  und  g,  g'  die  Schwere  auf  der  Oberlläche  der  Erde, 
und  auf  jener  des  Mondes ,  so  ist 

3  i 
Istg  =  3o.2i6i6Fufs,  r=  —  R  und/*  =     7,  so  ist  g'  =  6.932/1 

Fufs ,  oder  auf  der  Oberfläche  des  Mondes  fallen  die  Körper  in 

der  ersten  Sekunde  durch       =  3.4 662  Fufs 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  von  g'  statt  r  überhaupt  die 
Gröfse  y  R  ,  so  ist 

y2R»  ya 

die  Kraft  des  Mondes  auf  einen  Körper,  der  von  seinem  Mittel- 
punkte um  die  Gröfse  yR  entfernt  ist,  so  wie  die  Kraft  der  Erde 

g 

auf  denselben  Körper  in  demselben  Augenblicke  gleich  —  -— 

(b  —  y)9 

seyn  wird. 

Um  daher  die  Entfernung  y  eines  Körpers  vom  Monde ,  in 
Erdhalbmessern  zu  erhalten  ,  in  welcher  Entfernung  dieser  Kör- 
per von  dem  Monde  und  von  der  Erde  gleich  stark  angezo- 
gen wird ,  hat  man 

m  1 
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Setzt  man  b  =  60  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  des  Mondes 
und  der  Erde ,  in  Erdhalbmessern  ausgedrückt ,  so  ist 

y  =  6.932358  =  h  also 

b — y  s  53.067642  Erdhalbmesser 

oder  jener  Punkt  der  gleichen  Anziehung  ist  Ton  dem  Monde  6.0,3 
und  ron  der  Erde  53.07  Erdhalbroesser  entfernt. 

Es  sej  nun  überhaupt  für  irgend  eine  Zeit  x  die  Entfernung 
des  Aerolithen  von  dem  Gipfel  des  Vulkans,  also  a  x  seine  Ent- 
fernung von  dem  Mittelpunkte  des  Mondes,  und  daher  b  —  (a  +  x) 
seine  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  so  ist  die  Kraft, 
welche  auf  den  Aerolithen  wirkt  gleich 


g 


Bf* 


(b_a-x)»       (a  +  x)» 
und  daher  die  Gleichung  seiner  Bewegung 


dt1 


(b— a— x)'       (a  +  x)» 


Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  durch  2  dx  und  integrirt ,  so 
erhält  man 

dx9  ag       ,  gf*^ 

dt» 


.  -f-  -*f  1-  Const. 

b— a— x   1   a  +  x  1 


für  die  Geschwindigkeit  v  =  ~  des  Aerolithen  in  Halbmessern 

der  Erde  ausgedrückt,  also  auch,  wenn  x  =  o  für  v  =  C,  wo 
C  die  anfängliche  Geschwindigkeit  bezeichnet, 

,*  ,  C»  +  3g  Bx  ((b_anb'_a_x)  ~ 

und  v  ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  für  jede  Entfernung 
(a  +  x)  R  desselben  von  dem  Mittelpunkte  des  Mondes.  In  dem 
Punkte ,  wo  die  Anziehungen  des  Mondes  und  der  Erde  einander 
gleich  sind ,  ist  offenbar  v  =  o,  und  überdiefs  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

a  -f-  x  =  h,  b  —  a  — x  ==  b  — h  woh«=  6.932358, 

daher  ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  C',  mit  welchen  der 
1U.  1 
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Aerolith  aus  dem  Monde  geworfen  werden  mufs,  um  jenen  Punkt 
der  gleichen  Anziehung  zu  erreichen 


.  3 

Setzt  man  R  =  19617000  Par.  Fufs,  und  a=r  =  — ,  wodurch 

man  dem  Krater  des  Vulkans  an  der  Oberfläche  des  Mondes  an- 
nimmt, wie  diefs  bey  unserer  Erde  der  Fall  ist,  so  findet  man 

sc  R  2gRu  1 

log  g—^  =  7.29773  1  log  —7—  =  7  «7030 

und  daher  mit  dem  vorhergehenden  Werthe  von  h 

O  =  v/7 1259967.21  —  2490M4.67  =  8392.7  Pariser  Fufs 

oder  diese  Geschwindigkeit  O  mufs  der  Aerolith  in  der  erstell 
Secunde  haben,  um  wenigstens  den  Punkt  der  gleichen  Attraktion 
zu  erreichen.  Eine  Kanonkugel  legt  in  der  ersten  Secunde  den 
Raum  von  nahe  i56oFufs  zurück,  also  mufs  der  Aerolith  aus  dem 
Monde  mit  einer  nahe  fünfmal  gröfscrn  Geschwindigkeit  ausge- 
worfen werden,  um  jenen  Punkt  zu  erreichen.  Ist  die  anfangliche 
Geschwindigkeit  desselben  nur  etwas  gröfser,  so  wird  der  Kör- 
per in  die  Attraktionssphäre  der  Erde  gelangen,  und  daher  auf  sie 
stürzen.  Die  Möglichkeit  eines  solchen  Ursprunges  der  Aerolithen 
kann  also  nicht  geläugnet  werden  ,  da  die  Kraft,  mit  welcher  ein 
Vulkan  wirkt,  die  einer  Kanone  wohl  leicht  mehr  als  fünfmal  über- 
treffen kann. 

Die  Zeit  endlich ,  die  der  Körper  braucht ,  die  Entfernung 
a  -f-  x  von  dem  Mittelpunkte  des  Mondes  zurück  zulegen ,  ist 

fidx  , 

dt  =    oder 

v 

Rdx 


wo  O  nur  etwas  gröfser  als  8292,7  seyn  darf,  damit  a  -f-  x  >  h 
werden  kann.  Dieses  Integral  läfst  sich  nicht  in  einem  endlichen 
Ausdrucke,  sondern  nur  annähernd  durch  eine  Reihe  geben.  Als 
eine  solche  Näherung  folgt  daraus ,  dafs  ein  Stein  ,  der  mit  der 
Geschwindigkeit  C  =  8273,78  Fufs  von  dem  Monde  ausgeworfen- 
wird ,  die  Erde  in  etwa  64  Stunden  erreichen  würde. 
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Andere  und  mehr  zusammengesetzte  Resultate  würde  man 
erhalten,  wenn  man  auch  auf  die  Bewegung  des  Mondes  und  der 
Erde  Rücksicht  nehmen  wollte.  Wegen  der  erslen  dieser  Bewe- 
gungen hat  der  Ton  dem  Monde  ausgeworfene  Stein  auch  noch  eine 
Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  der  Tangente  der  Mondsbahn, 
woraus  folgt,  dafs  alle  solche  Steine,  sobald  sie  sich  weit  genug 
von  dem  Monde  entfernt  haben ,  um  von  diesem  ungleich  weni- 
ger als  von  der  Erde  angezogen  zu  werden,  einen  mehr  oder 
weniger  von  dem  Monde  gestörten  Regelschnitt  um  die  Erde  be- 
schreiben werden  ,  wie  im  folgenden  gezeigt  wird. 


1? 
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SECHSTES  KAPITEL. 


Bewegung  in  krummen  Linien,  wenn  Kräfte  "wir- 
ken, deren  Richtungen  parallel  sind. 


i      5-  »• 

-Auf  einen  Körper,  der  im  Anfange  seiner  Bewegung  einen  au- 
genblicklichen Stöfs  erhalten  hat,  wirke  eine  immerwährende, 
beständige  Kraft  g,  deren  Richtung  mit  der  senkrechten  Achse 
der  z  parallel  ist.  Man  bestimme  die  Bewegung  des  Körpers. 

Da  die  Kräfte  X  und  Y  nach  den  Achsen  der  x  und  y  ver- 
schwinden, und  daZ  =  —  g  ist,  so  hat  man  für  die  allgemeine 
Gleichung  der  Bewegung 

d9x  d»y    m         /d9z  ,  \ 

°=  I?-  *x+  5F-  *y+  (dv  +  V  6z 

und  da  die  Bewegung  frey  ist ,  so  ist  diese  Gleichung  den  drey 
folgenden  gleichgeltend 

dax 
°=  d? 
d»y 

d9z 

'        °=dF  +  S 

Die  beyden  erstem  geben ,  wenn  man  sie  integrirt ,  da  dt  con- 
siant  ist 

dx  =  At  dt 
dy  es  Bt  dt 

wo  A  und  B  beständige  Gröfsen  sind.  Eliminirt  man  aus  diesen 
Gleichungen  die  Gröfse  t  dt ,  so  ist 

Ady  =  Bdx 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  Da  also  die  Protection  der 
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Bahn  des  Körpers  in  der  Ebene  der  xy  eine  gerade  Linie  ist,  so 
ist  diese  Hahn  selbst  eine  ebene  Curvc.  Nimmt  man  für  die 
Ebene  dieser Curve  die  coordinirte Ebene  der  xz  an,  so  ist  j  so, 
und  man  hat  für  die  Gleichung  der  Bewegung 


x 

==  o 


deren  Integrale  sind 


dt' 
d«z 


x  =  bt  +  b< 


Di  > 


z  =  —  ^—  -f  et  +  C 

wob,  b',  c ,  c'  constante  Gröfsen  sind. 

Setzt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Anfangs- 
punkt der  Bewegung,  und  zählt  man  auch  die  Zeit  t  vom  Anfange 
der  Bewegung ,  so  verschwindet  t  zugleich  mit  x  und  z,  und  man 
hat  b'  =  c'  =  o 

Nennt  man  a  die  anfängliche  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
der  Körper  durch  den  augenblicklichen  Stöfs  geworfen  wurde , 
und  a  den  Winkel  der  Bichtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der 
Achse  der  x,  so  ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  nach  der  ho- 
rizontalen Richtung  der  x  gleich  a  Cos  cc  und  nach  der  vertika- 
len Richtung  der  z  gleich  a  Sin  et 

Aber  diese  Geschwindigkeiten  sind  überhaupt 

dx 
dt 
dz 

jt  =  -  S<  +  << 

also  ist  auch  b  =  a  Cos  et  und  c  =  a  Sin  a,  und  daher,  wenn 
man  diese  Werthe  von  b  und  c  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 
von  x  und  z  substituirt, 

x  =  at  Cos  « 

z  =  —  *  gta  +  at  Sin  m 

Eliminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  die  Gröfse  t,  so 
erhält  man 

z=xtg«~a2  Cos3ä 

für  die  Gleichung  der  Bahn ,  die  der  Körper  beschreibt.  Diese 
Bahn  ist  daher  die  Apollonische  Parabel,  weil  das  höchste  Glied 
derselben  in  Beziehung  auf  die  Coordinaten  x  und  y  ein  vollkom- 
menes Quadrat  ist. 
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I.  Da  die  auf  der  Oberfläche  der  Erde  von  uns  geworfenen 
Körper  sehr  bald  wieder  auf  dieselbe  zurückfallen ,  und  daher 
während  ihrer  Bewegung  nur  solche  Räume  beschreiben  ,  die  ge- 
gen den  Umfang  der  ganzen  Erde  als  sehr  klein  betrachtet  wer- 
den können ,  so  ht  es  hier  ohne  merklichen  Fehler  erlaubt ,  die 
an  sich  veränderliche  Kraft  der  Erde ,  die  Schwere  g ,  die  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  gerichtet  ist ,  Cap.  IV»  §.  1.,  alseine 
constante  Kraft  anzunehmen,  deren  Richtungen  alle  senkrecht 
auf  die  Oberfläche  der  Erde  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung 
enthält  das  Vorhergehende  die  Theorie  der  auf  der  Oberfläche 
der  Erde  und  im  freyen  Räume  geworfenen  Körper. 

II.  Die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  irgend  einem  Punkte 
seiner  Bahn  ist 

«  -  ds  -  -1  Px*  +<*z*  ,  

v  dt  -  y      m  v"aa-a&z- 

Höhe  des  Wurfes,  heifst  die gröfste Höhe  über  der  horizon- 
talen Achse  der  x ,  die  der  Körper  erreichen  kann ,  und  sie  ist 

aa 

— .  Sin?  « 
*g 

Weite  des  Wurfes  heifst  die  Entfernung  des  Anfangspunk- 
tes von  dem  Punkte  der  Achse  der  x,  wo  die  Parabel  diese  Achse 
zum  zweytenmale  schneidet,  und  sie  ist 

a* 

-  Sin  a  « 

g 

also  ist  die  Weite  am  gröfsten  für  a  =  4-5°.  Der  Winkel  a  heilst 
die  Richtung  des  Wurfes.  Dauer  des  Wurfes  aber 
heifst  die  Zeit ,  welche  der  Körper  braucht  seine  ganze  paraboli- 
sche Bahn  zu  durchlaufen ,  und  sie  ist 

2a  Sin  a 

Ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  a  gegeben,  und  sucht  man 
den  Winkel  «,  damit  der  geworfene  Körper  einen  Punkt  treffe, 
dessen  Coordinaten  x  =  A  und  y  =  B ,  so  hat  man 

B=AtSa_  *«*' 


a2  Cos*  u 


a' 


Ist  also  k  =  —  ,so  hat  man 

2g 


2k  +  J/^k3 — 4  kB — Aa 
tg«  =  — ~~   ■ — 
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Dieter  Winkel  hat  daher  einen  doppelten  Werth,  und  für 
4  k  B  4-  Ä«  >  4  k»  sind  beyde  Winkel  unmöglich. 

III.  Ist  die  anfangliche  Geschwindigkeit  a  gleich  Null,  so 
hat  man,  wenn  g  negatiy  angenommen  wird 

x  =  o,  z  =  |  gt«  und  v  =  J/'a gz  wie  Cap.  V,  §.  a. 

IV.  Wirkt  überhaupt  auf  den  Körper  die  constante  Kraft  a 
nach  der  Richtung  der  x,  und  eben  so  die  constanten  Kräfte  b  und  c 
nach  der  Richtung  der  y  und  z ,  so  sind  die  Gleichungen  seiner 
Bewegung 


d«x 
dt' 
d"y 
dF 
d»z 
dt« 


+  a  =  o 
+  b  =  o 
+  c  =  o 


Nennt  man  afiy  die  anfänglichen  Geschwindigkeiten  des  Körpers 
noch  den  Richtungen  des  je  y  z,  so  sind  die  ersten  Int  egralien  der 
drey  vorhergehenden  Gleichungen 

dT  =  — " 
Az 

und  eben  so  die  zweyten  Integralien ,  wenn  man  voraussetzt , 
dafs  die  Wer the  von  x  y  z  mit  der  Zeit  t  zugleich  verschwinde n 


7  =  ßt- 

» 

z  m  <yt  — 


a_t» 
a 
bt*_ 

3 
Ct' 
2 


Die  drey  vorletzten  Gleichungen  geben  die  Geschwindigkeit, 
und  die  drey  letzten  geben  die  von  dem  Körper  nach  den  Rich- 
tungen der  x  y  z  durchlaufenen  Räume  für  jede  Zeit  t. 

Eliminirt  man  aus  den  drey  letzten  Gleichungen  die  Gröfsen 
t  und  t9,  so  erhält  man 


* 

O  &£  A  x  —  Ii  y  -f.  Cz 

WO  A  =  ßc  —  <yb,  B  =  ac — <ya  und  C  =*  ab — ßa  ist. 

Da  diese  Gleichung  im  y  z  für  eine  Ebene  gehört ,  so  ist 
die  Bahn  des  Körpers  selbst  eine  ebene  Curve.  Ist  n  die  Neigung 
dieser  Ebene  der  Bahn  gegen  die  coordinirte  Ebene  der  xy ,  und 
k  der  Winkel ,  welchen  die  Knotenlinie  dieser  Ebene  der  Bahn 
in  der  Ebene  der  xy  mit  der  Achse  der  x  bildet ,  so  ist 

 C  A 

Cos  n  =  und  te  k  =  — 

-f-C  ß 

Eliminirt  man  aus  den  drey  Torhergehenden  zweyten  Integral- 
gleichungen die  Gröfse  t,  so  erhält  man  für  die  Protection  der 
Bahn  in  den  drey  coordinirten  Ebenen 

o  =  (av-Dx)*  +  2C  Oy  —  ßr) 
o  ax  (az  —  cx)a  +  2B  (az —  <yx) 

O  =  (bz  — Cy)9  +  2Ä  (ßz— cyy) 

.  .  .  •* 

und  dain  diesen  Gleichungen  die  Summe  der  ersten  Glieder  ein 

vollkommenes  Quadrat  ist,  so  sind  alle  diese Projectionen  Para- 
beln. Aus  dieser  allgemeinen  Auflösung  kann  man  unmittelbar 
die  für  mehrere  besondern  Fälle  ableiten« 


a  et 


Ist* z.B.  -  s  ~-  also  C  ss  o,  so  ist  die  Protection  der 

Bahn  in  xy  eine  gerade  Linie.  Für  -  =  -  oder  B  =  o,  ist  die 

C  «y 

Projection  in  der  xz  eine  gerade  Linie.  Haben  beyde  Bedingun- 
gen zugleich  statt ,  oder  ist  C  =  B  =  o ,  so  ist  auch  A  =  o , 
und  die  Bahn  selbst  ist  eine  gerade  Linie. 

Für  a  s=  #  =  o  ist  die  Projection  in  xy,  für  a  =  y  =  o  ist 
die  Projection  in  xz,  und  für  a  =  ß  =  <y  =  0  ist  die  Bahn  selbst 
eine  gerade  Linie 

für  a  =  b  =  o  ist  die  Projection  in  xy  jßine  gerade  Linie } 
für  a  bb  b  ss  <t  —  o  liegt  die  Bahn  in  der  Ebene  der  yz$ 
für  a=b=ß=:oin  der  Ebene  der  xz ,  und 
für  a  =  b  =  et  =  ß  =  o  in  der  Achse  der  z. 

Der  vorletzte  Fall  a  =  b  =  ß  =  o  gibt  für  die  Gleichung  der 
Bahn  in  der  Ebene  der  xz  .  . 

« 

*yx       c  x  * 
a  2a* 

übereinstimmend  mit  der  letzten  Gleichung  vor  N.  I 

Der  letzte  Fall  endlich  a  =  b=  a=s:ß  =  o  gibt  für  die 
Bewegung  des  Körpers  in  der  Achse  der  z 
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*  =  TT«  -  — 

so  wie  für  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung 

dz 

übereinstimmend  mit  Cap.  V,  $.  2. 

J.  2. 

Bisher  haben  wir  vorausgesetzt ,  dafs  der  Körper  über  der 
Oberfläche  der  £rde  im  freyen  Baume  sich  bewege.  Allein  er 
bewegt  sich  in  der  die  Erde  rings  umgebenden  Atmosphäre,  von 
welcher  daher  der  Körper  einen  Widerstand  leiden  wird.  Dieser 
Widerstand  wird  in  der  Richtung  der  Tangente  der  Gurre  wir- 
ken ,  welche  der  Körper  beschreibt ,  und  man  nimmt  an ,  dafs 
dieser  Widerstand  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nirt  ist ,  oder  dafs  er  gleich  • 

ds'  . 
m.dtT»st, 


wo  «Is  m  \/dx*  dy2  das  Differential  des  beschriebenen  Bo- 
gens ,  und  m  eine  constante  Gröfse  bezeichnet.  Zerlegt  man 
diese  Kraft  in  zwey  andere ,  die  den  Achsen  der  x  und  der  z 
parallel  sind,  so  erhält  man  für  diese  äufsern  Kräfte  die  Aus- 
drücke: 

mds»  dx  mdsa  dz 

und  daher  für  die  Gleichungen  der  Bewegung,  da  die  Bahn,  wie 
in      1. ,  eine  ebene  Curve  ist, 

d*r       mdsdx  "1 

+      "  =  0  1 


cPz   ,  mdsdz 
dt«  +  ~dt»     +  g 


i 


Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  für  sich  integrabel ,  und  gibt 

dT  =  c-»7"  . 

wo  log.  nat.  1=1,  und  C  eine  Constante  ist.  Hat  aber  a  und  a 
die  vorige  Bedeutung,  und  ist  für  den  Anfangspunkt  s  =  o,  so  ist 

dx 

-T-  =  a  Cos  ot 

also  auch 

C  =  a  Cos  * 
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und  daher 


dx 

=  a  Cos  a  .  «-»»•  (a) 


Ist  ferner  p  die  t  rigonometrische  Tangente  des  Winkels  d  erTangente 

i  dz 

der  Bahn  mit  der  Achse  der  x,  oder  ist  p  =  ~,  also  auch 

dz  dx 

=  p  .  TT »  un<*  dessen  Differential 
dt  rtt  • 

dt»  "  dt  *  dt  +  dt' 

d*  z 

so  erhält  man,  wenn  man  diesen  Werth  von         in  der  zweyten 

der  Gleichungen  (I)  substituirt, 

dp  dz  +  g  dta  =  o 

Di  vidir t  man  diese  Gleichung  durch  das  Quadrat  der  Gleichung  (a) , 
so  erhält  man 

dx  T  a'Los9*    •  ° 
daraus  folgt ,  dafs  die  Gleichung  der  Bahn  des  Körpers 

d'z 

ist,  wo  A  eine  constante  Gröfse  bezeichnet.  Nimmt  man  aber 
•n,  dafs  der  Winkel«  sehr  klein  ist,  oder  dafs  sich  der  geworfene 
Körper  nur  wenig  über  die  horizontale  Achse  der  x  erhebt,  so 
ist  auch  p  sehr  klein,  umi  s  nahe  gleich  x,  also  die  letzte  Glei- 

Q  9 

chtmg ,  wenn  man  wie  in  (J.  i)  k  =  -—  setzt 


a9 
"g 


Integrirtman  diesen  Ausdruck  unter  der  Voraussetzung,  dafsx=.o 
für  p  =  tg  «  ist,  so  hat  man 

Torausgesetzt ,  dafs  die  Gröfsen  x  und  z  zugleich  verschwinden. 
Diefs  ist  die  Gleichung  der  Bahn,  welche  durch  die  Entwicklung 
der  Gröfse  e»  ■?  in  folgende  übergeht 

tff         ÜL  f—     2  mx      4m9  x9  1 
z-xtS"      2k  li.2+7Z3+I^XI+----J 
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Läfst  man  daher  die  dritten  und  höhern  Potenzen  von  x  weg,  so 
erhält  man  £ üi  die  Gleichung  der  Bahn 

ex9 


wie  in  {.  1. ,  wo  a  sehr  klein  vorausgesetzt  wird. 

5.  3. 

1 

Wirkt  überhaupt  auf  den  Körper  blofs  eine  veränderliche 
Kraft  Z  in  der  Richtung  der  z ,  so  sind  die  Gleichungen  der  Be- 
wegung, da  die  Bahn  des  Körpers,  wie  inj.  1.  eine  ebene  Curve  ist, 

dax 

d^=° 
dt*  * 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  dx ,  und  in- 
tegrirt  sie,  so  hat  man 

dx 

■dT=c 

wo  c  eine  Constante  ist.  Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  in  Beziehung  auf  die  horizontale  Achse  der 
x  immer  constant  ist.  Substilnirt  man  den  Werth  von  dt  aus 
dieser  Gleichung  in  die  zweyte  der  vorhergehenden  Gleichungen, 
so  erhält  man 

d»z  Z 

_  +  _=0...(Il) 

Diese  Gleichung  (II)  setzt  dx  als  constant  voraus ,  und  sie  gibt , 
wenn  Z  als  eine  Funktion  von  z  gegeben  ist ,  die  Gleichung  der 
Bahn,  oder  sie  gibt,  wenn  die  Gleichung  der  Bahn  zwischen  x,  z 
gegeben  ist ,  die  Kraft  Z  ,  die  nöthig  ist ,  damit  der  Körper  die 
gegebene  Bahn  beschreibe.  Das  Integral  der  Gleichung  (II)  ist 

n  dz 

.  .  .  (III) 


I.  Setzen  wir  voraus ,  dafs  in  einem  besondern  Falle  die 
Kraft  Z  sich  verkehrt,  M'ie  der  Würfel  der  Entfernung  z  ver- 
halte ,  oder  dafs  man  habe 


a* 


z  = 


(b  +  zy 

so  hat  man  für  die  Bahn  (Gleichung  III) 
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Ac 

welches  die  Gleichung  einer  Hyperbel  ist.  Für  A  =  1 ,  hat  man 

(z  +  b)«_(x-A')'  +  ^=o 


a 

für  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  halbe  Achse  gleich  -  ist, 
und  deren  Coordinaten  des  Mittelpunktes  A'  und— b  sind. 
Für  A  =  —  1  hat  man  , 

(z+l>)'  +  (x-A0"-~  =  o 

c 

einen  Kreis  dessen  Halbmesser  *  ist.  und  für  welchen  dieCoor- 

c  i 

dinaten  des  Mittelpunktes  A'  und « —  b  sind. 
II.  Für  den  Fall  der  Natur  hat  man 


(b-z)' 

also  geht  die  Gleichung  der  Bahn  (IH)  in  folgende  über 
X  =  A'  ~~  A  (b_z)*  *  (Ab~Az  -  $) 

-     108  (°      +. • yAb-A— i?j 

./  dz  2  a 

Ist  t-  =  o ,  so  ist  A  =      r  oder 
dx  c  b 


*  =  A>-c  (b+z)-2ac 

welches  die  gesuchte  Gleichung  der  Bahn  ist.  Nimmt  mau  aber 
an,  dafs  z  gegen  b  sehr  klein  ist,  so  hat  man 
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woraus  folgt 

'-"-^-(y'— -(<••>•(■+ VF)] 

Ist  z  =  o •  für  x  c  o,  so  hat  man 


,  log  (3  a)* 


und  bemerkt  man ,  dafs 

log  f(2a)*  (.  +  =log(!!a)i  +  ^/list, 

so  hat  man  für  die  Gleichung  der  Bahn 


die  Parabel,  wie  g. 

Eben  so  gibt  die  in  Nro.  1  gefundene  Hyperbel 

(x— A')  Ac  =  vAca  (b-f-z)*  +  a* 
wenn  z  gegen  b  sehr  klein  ist. 

(x_AO,.A«c«  =  Ab»c»  +  a3  +  2AbC  r. 
welches  ebenfalls  die  Gleichung  einer  Parabel  ist. 

.  5-4. 

Der  Körper,  auf  welchen  die  constante  Schwere  g  in  der  Rich- 
tung der  z  wirkt ,  sey  gezwungen ,  auf  der  Oberfläche  einer  Ku- 
gel zu  bleiben.  Man  suche  seine  Bewegung. 

Ist  der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  zugleich  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  x  y  z ,  und  ist  r  der  Halbmesser  der  Kugel ,  so 
ist  die  Gleichung  derselben 
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und  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Körpers  werden  seyn 
(nach  Cap.  II,  g.2.) 

d*x 


Biese  Gleichungen  geben  sofort  den  Druck,  welchen  der  Korper 
gegen  die  Kugelfläche  ausübt.  Dieser  Druck  ist  nämlich 

»V©>  <?>■+<£»"' 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (IV)  respectiye  durch  dx,  dy,  dz, 
und  integrirt  sie ,  so  erhält  man 

dx«  +  dy»  +  dz« 

 ^          =  c  +  2gz 

Wo  c  eine  constante  Gröfse  ist. 

Diese  Gleichung  gibt  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  je- 
dem Punkte  seiner  Balm ,  die  also 


v  =  y/c      2gz  ist. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  IV  respectiy  durch  x  y  z  und 
addirt  zu  ihrer  Summe  die  letzte  Gleichung,  so  ist 

o  =  Q\r* — 3gz  —  c 

woraus  folgt,  dafs  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Kugcllläche 
gleich 

c  4-  ^  gz 

-  ist. 


r 

Multiplicirt  man  endlich  die  erste  der  Gleichungen  IV  durch  y, 
und  die  zweyte  durch  x,  so  gibt  ihre  Differenz,  nach  der  Inte, 
gration 

•    xdy  —  ydx  =  c.dt 
wo  c'  eine  neue  Constante  ist. 

Wir  haben  daher  folgende  drey  Differential-Gleichungen  der 
ersten  Ordnung 

xdx-f-ydy-f  zdz=o  1 
xdy-ydx  =  c'.dt  I 
dx«  +  dy«-f  dz«  f  •  •  •  •  W 
 dV  — «c+agzj 
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und  die  Integralien  dieser  drey  Gleichungen  werden  die  Werthe 
von  x,  y  und  z  für  jeden  Werth  von  t,  oder  sie  werden  den  Ort 
des  Körpers  auf  der  Kugeloberiläche  für  jede  gegebene  Zeit  be- 
stimmen. Eliminirt  man  aus  diesen  drey  Integralien  die  Gröfse  t, 
so  erhält  man  zwey  Gleichungen  zwischen  x  y  und  /  für  die  Curve 
von  doppelter  Krümmung,  in  welcher  der  Körper  auf  der  Kugel- 
iläche  sich  bewegt. 

I.  Ist  im  Mittelpunkte  der  Kugel  ein  unausdehnbarer  undun* 
biegsamer  Faden  von  der  Länge  r,  der  selbst  keine  Schwere 
hat,  befestigt,  an  dessen  andern  Ende  ein  schwerer  Punkt  an- 
gebracht ist,  so  wird  dieser  Punkt,  wenn  er  in  irgend  einer  Rich- 
tung gestofsen  wird,  durch  die  Kraft  g  der  Schwere  sich  so  be- 
wegen ,  als  wenn  er  gezwungen  wäre ,  sich  auf  der  Oberfläche 
einer  Kugel  des  Halbmessers  r  zu  bewegen.  Die  Gleichungen  (IV) 
oder  (V)  enthalten  daher  auch  die  ganze  Theorie  der  Pendeln, 
und  was  dort  der  Druck  des  Körpers  auf  die  Fläche  ist,  wird  hier 
die  Spannung  des  Fadens  seyn. 

II.  Man  kann  aber  den  Gleichungen  (IV)  noch  andere  Ge- 
stalten geben  die  zur  Rechnung  bequemer  sind. 

Bestimmt  man  nämlich  die  Coördinaten  xyz  durch  die  zwey 
Winkel  «  Und  ß,  so  dafs  man  hat 

x  t=  r  Sin  a  Cos  ß 

y  =  r  Sin  a  Sin  ß 

z  =  r  Cos  et 

und  wendet  man  die  Cap.  III,  g.  3.  gegebene  Methode  att ,  so  hat 
man,  da  nach  dem  Vorhergehenden  r  constant  ist, 

dx*-J-dy9-f-dz9       r9  ,„ 

und    B  =ä  —  gr  Cos  a 
Diefs  torausgesetzt  ist 

6k        rada      6k        r'dß  Sin*« 

ft.d«  =    df  *   JJß  ~~  dt» 

6k  _  r«  dß»  SingTosa  6k     6B  _ 

6ct   ~~  dt«  1  6ß  ™  *ß  ° 

6B 

-—  =  gr.  Sin  a 
da 

also  gehen  die  Gleichungen  (V)  d.  a.  O.  in  folgende  über 
d»<*      dß' Sin  «Cosa       g  Ä, 

.  .    g-    *■  ■  *?--1,..w 

«•«PO« 
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und  auch  diese  Gleichungen,  die  den  (IV)  und  (V)  gleichgeltend 
sind,  enthalten  die  Theorie  der  Pendeln. 

1U.  Ist  der  Faden  von  einem  Augenblicke  zum  andern  in  sei- 
ner Länge  veränderlich,  so  dafs  r  eine  Funktion  von  t  ist,  so  wäre 

r9(dtt»-|-  äß*  Sinaq)  +  dr»  ^ 

2  dt* 

B  =  —  gr.Cos  a 

und  daher  die  Gleichungen  des  Pendels 

d.r»dcc  r«dß 


dt9  dta 


Sina  Cos«  -J-  gr  Sin*  =  o 


d  fr9dfi Sin2 

A       dt-      )  - 


IV.  Wäre  endlich  der  Faden  elastisch  und  ausdehnbar ,  und 
nennt  man  E  die  Kraft ,  mit  welcher  der  Faden  sich  zusammen 
zu  ziehen  bestrebt,  so  würde  A  den  vorigen  Werth  behalten,  und 

B  =  —  gr  Cos  «  +  E 

werden ,  oder  man  würde  zu  den  Gleichungen  (VI)  noch  fol- 
gende hinzufügen 

um  die  vollständige  Theorie  des  Pendels  unter  dieser  Voraus- 
setzung eines  elastischen  Fadens  zu  erhalten. 

$.  5. 

Um  diese  Gleichungen  zu  integriren,  wollen  wir  der  gröfsern 
Einfachheit  wegen  ß  gleich  Null  voraussetzen,  wodurch  also  auch 
y  =  o  wird,  und  das  Pendel  immer  in  derselben  vertikalen  Ebene 
der  xz  schwingt. 

Diefs  vorausgesetzt  gehen  die  Gleichungen  (V)  in  folgende 

über 

x  dx  -f-  z  dz  =  o 
dx^  +  dz» 

dta       =  C  +  2S* 

Eliminirt  man  aus  ihnen  die  Gröfse  dx ,  so  erhält  man 

—  rdz 


dt  = 


das  negative  Zeichen  ,  wenn  man  annimmt,  dafs  der  Körper  sich 
von  der  vertikalen  Achse  der  z  entfernt. 
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ist  offenbar  r  der  gröfste ,  und  —  der  kleinste  Werth 

Ton  i,  Wir  wollen  den  letzten  durch  a  bezeichnen,  so  dafs 

c  1 
a  s=  — ,  und  die  vorhergehende  Gleichung 

—  rdz 

dt=   

V/2g(r3— za)(z— a)         ,  , 

Führt  man  dann  die  HülfsgrÖfse  S  so  ein  ,  dafs 


Sin  S  =  \f  TJZ1  oder  z  =  r  Cos«  *  +  a  Sin»  5 
r — a 


wird  ,  so  wird  auch 

dz  es  —  2  d£  (/{(r— z)  (z— a) 

und  daher 

d* 

 (a) 


Sin»  3 


Um  daher  *  T  oder  die  Zeit  zu  finden,  die  der  Körper  braucht, 
um  yon  dem  gröfsten  Werthe  von  z  =  r,  bis  zu  dem  kleinsten  z  =  a 
zu  kommen,  welche  Zeit  der  halbe  Schwung  des  Pendels 
heifst ,  wird  man  die  letzte  Gleichung  von  S  sa  o  bis  S  =  90  inte- 
griren. 

Es  ist  aber 

Jas 
\/i-m«  Sin»  * 
=  d3  f,  +  ~Sin«S+  ili  m4Sin*3+  Sin* *+] 

L  2  1,2.2»  1.2.3,2*  J 

wo  man  hat 

S;„ -i-  U  °" C»°-»)  (»n-2) . . .  .(„+,) 
2       L  1  .  2  .  3  . .  .  .  n 

2n(ün — 1)  (an — 2)....  (n  +  2) 

-  Cos  2  3 


1.2.3....  (n—i) 
2n(2n — i)(an — 2)... .  (n  +  3) 


1  .  2  .  3  .  .  .  .  (n — 2) 


Cos  4* 


Aber  man  sieht  zugleich  ,  dafs  man  hier  alle  Glieder  der  letzten 
Reihe,  aufser  dem  ersten  weglassen  mufs,  also  ist  für  unsern  Jrali 
III.  K 


Digitized  by  Google 


i40 

i  /2n('2n — i)(2n — 3)  •  • . .  (n+  i)- 


Sin  »n  S 


a,n  V         i  •  2  ,  3  .  .  .  ,  n  / 


Setzt  man  daher  nach  der  Ordnung  n  gleich  i,  2,  3,...  so  ist 
dd 


\f\ — m8  Sin 
also  auch ,  wenn  man  den  Werth  von 


m  =  — - 
2r 


wiederherstellt,  die  Zeit  des  ganz  en  Schwunges  des  Pendels 

*-■©'•(■*«>••(??)' 

WO  ff  =  3.l4l5926.  .. 

Ist  A  die  gröfste  Winkelabweichung  des  Fadens  Ton  der  ver- 
tikalen Achse  der  z,  so  ist 

Cos  A  =  -  und  Sin  j-  A  =  l/EE* . 
r  V  ar 

I.  Dieselben  Resultate  würde  man  auch  aus  den  Gleichun- 
gen (VI)  erhalten.  Schwingt  ein  Pendel  in  derselben  vertikalen 
Ebene,  so  ist  ß  =  o  und  die  beyden  Gleichungen  (Vi)  werden  durch 
die  einzige  dargestellt, 

d9a  er 

T7T  +  ~  .  Sin  «  =  o 
dt*  t  r 

welche  daher  die  ganze  Theorie  dieser  Pendeln  enthält. 

II.  Sind  die  Schwingungsbogen  klein ,  so  ist 

*  -■©*•(■ + <JS£) 

und  wenn  man  selbst  die  ersten  Potenzen  von  (r — a)  vernachlässi- 
gen kann , 


Vi- 


woraus  folgt ,  dafs  sehrkleine  Schwingungen  isochron  oder 
von  gleicher  Dauer  sind,  welches  auch  die  Gröfse  ihres,  übrigens 
immer  kleinen  Bogens  seyn  mag«  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 
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i)  Die  Längen  zweyer  Pendeln,  die  in  derselben  Zeit  ihre  Schwin- 
gungen vollenden  z.B.  die  Längen  zweyer  Secundenpendeln  ver- 
halten sich,  wie  die  auf  sie  wirkenden  Schweren ;  a)  die  Schwin- 
gungszeiten demselben  Pendels  an  verschiedenen  Orten  der 
Oberfläche  der  Erde  sind  wie  verkehrt  die  Quadratwurzeln  der» 
Schweren;  3)die  Schwingungszeiten  derPendeln  an  demselben  Orte 
der  Erdoberfläche  sind  wie  die  Quadratwurzeln  der  Längen,  und 
/*)  die  Anzahl  der  Schwingungen  in  derselben  Zeit  z.  B.  in  einem 
Tage,  von  gleich  langen  Pendeln  verhalten  sich  wie  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Schweren. 

5-  6. 

Wirken  überhaupt  auf  einen  Körper ,  der  sich  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  bewegen  soll ,  nach  den  Richtungen  der  Achsen 
der  x  y  z  die  Kräfte  X  Y  Z ,  so  hat  man 


und  wenn  ix  =  p  ty  +  q  4z  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
ist,  «o  ist  die  Torhergehende  Gleichung  folgenden  beydeh  gleich- 
geltend , 

0  =  P  Vät*  )  dt" 


*(S-*)  +  S-J 


y .  ♦ .  (A) 


1.  IstX  =  T  =  o  undZ  =  gdie  constante  Schwere,  so  gehen 
diese  Ausdrücke  in  folgende  über 


d9x   ,    d»y  1 

d»x  ,    d"z  f 
°  =  1  d?+dF-6j 


und  wenn  sich  der  Körper  auf  einer  Kugel  des  Halbmessers  r  be- 

v 

wegen  soll,  so  ist  xdx  -f-ydy  +  z  dz  =  o,  also  p  =  — -  ~  und 
z 

q  =  ,  und  daher  die  zwey  letzten  Gleichungen 


o 

deren  Integrale 


1_  X&*Y — y  d»x  | 
-        dV  1 

xd»z— zd»x  | 

 dTi  -«*J 


K  3 


Digitized  by  Google 


t4Ü 

xJy — ydx  "=  c'»t^t  un^ 
d  .  (x  dz — z  dx) . 

 ä?  gx 

die  ganze  Theorie  der  blofsvon  der  Schwere  getriebenen  Pendeln 
enthalten. 

Soll  das  Pendel  blofs  in  einer  vertikalen  Ebene  schwingen, 
so  sey  y  =o  ,  und  die  beyden  letzten  Gleichungen  gehen  in  fol- 
gende einzelne  über 

d.(xdz— zdx)  =  gx.dt» 

Jst  aber  x  =  r  Sin  et  und  z  =  r  Cos  et ,  so  ist  auch ,  wenn  selbst 
die  Länge  r  des  Pendels  veränderlich  ist , 

dx  ==  dr  Sin«+  rd«  Cosa  und  dz  =  dr  Cos  a — rda  Sin 

also  auch,  wenn  man  diese  Werthe  von  x,  z,  dx  und  ds 
in  der  letzten  Gleichung  substituirt , 


d.(r«J«) 


oder ,  wenn  r  constant  ist , 
wie  in  §.  5«  I* 

XL  Ist  Y  =  y  =  o  und  p  =  q  =  x ,  so  ist  die  Curve  ,  auf 
welcher  sich  der  Körper  bewegt  dx  =  x  dz  oder  z  =  log  x ,  also 
die  Logistik.  Setzt  man  dann  X  =  —  aax — a't  und  Z  =  —  b 8  z — b't, 
wo  also  die  nach  den  Richtungen  der  x  und  z  wirkenden  Kräfte 
selbst  von  der  Zeit  abhängen,  so  sind  die  Gleichungen  (A) 

dax 

o  =  ^  +  a»x  +  a't 

°=d?+b9Z+Vt 
und  ihre  Integralien 

A  a't 
x=  7Sin(at+  A')--, 

B  b't 
«  =  rSiB(bt+BO-p 

HL  Ist  endlich  X  =  T  =  o  undZ  =  a  eine  constante  Grofse, 
so  »ind  die  Gleichungen  (A) 
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ä'x       d'y  . 
•  =  *  dl"  +  d^ 
I  d'x   ,  d*« 

Setzt  man  überdiefs  p  ==  y  =  o  und  q  =  Ii  eine  constanteGröfse, 
so  gehen  die  beyden  letzten  Gleichungen  in  folgende  einzelne  über  ; 

o  =  bd2x  +  d»z— adt* 

oder  da  x  =  bz  ist , 

adt» 

d'z=     .  ,  ■■ 
1  -f-b» 

und  diese  Gleichung  enthält  die  Theorie  der  Bewegung  auf  schie- 
fen Ebenen.  Es  ist  nähmlich  b  die  Tangente  des  Winkels ,  wel- 
chen die  schiefe  Ebene  mit  der  Vertikallinie  z  bildet.  Heifst  die  - 

g 

ser  Winkel   «  ,    und  ist   a   =   -  ,  so  hat  man 

Cos  a 

d'z  =  gdt*  Cos  a,  also  auch,  wenn  man  integrirt,  da  i  mit  t 
verschwindet , 

z  =  i  gt"  •  Cos  <s 
dz 

woraus  für  die  Geschwindigkeit  »  =  ^-  des  Körpers  folgt , 

v  ob  gt  Cos  a, 

so  dafs  man  hat 


Z  =  i  gt*«€0§  *  5SS  — 


=  ir.t 


gCos«  " 

Man  kann  die  Gleichung,  welche  die  Theorie  des  Pendels 
enthält,  auch  auf  folgende  sehr  einfache  Art  finden.  Nach  dem 
Grundsatze  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  (Cap.  III,  j.  3.)  ist 

»»  =  C  +  2Ü 

wo  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  und  dU  a  X  dx  -(-Tdj+Z  dis 
ist.  In  unserm  Falle  hat  man  aber  X  =  Y  =  o  und  Z  =a  g,  also 
U  =  gz  und  daher 

ssC+'igZ 

Ist  also  wieder  x  =  r  Sin  a  und  z  =  r  Cos  a  ,  so  ist 

* 

dx«  -4-  dy*  r9dct« 
dt*  dt* 

und  daher  die  vorhergehende  Gleichung 
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r»  da» 
dt» 


=  C  -f.  2  gr  Cos  o 


welcher  Ausdruck  mit  den  in  J.  5.  I  gegebenen  identisch  ist , 
da  sein  Differential  in  Beziehung  auf  a  gibt 

d»a  g 

•y— -  -{  Sin  «  =  o 

dt*    1  r 

Um  die  Constante  C  zu  bestimmen,  sey  c  die  anfangliche  Geschwin- 
digkeit des  Pendels,  und  der  Winkel  a  des  Pendels  mit  der  Ver- 
tikale z  durch  den  Aufhängepunkt ,  für  den  Anfang  der  Bewe- 

da 

^ung,  gleich  A,  so  ist  a  =  A  für  —  =  c  ,  und  daher  C  =  ca  r8 
—  2  gr  Cos  A ,  also  auch  die  vorhergehende  Gleichung 
da*  2  er 

jjy  =  c«  +  -^  (Cosa- Cos  A) 

Da  der  Winkel  a  nie  gröfser  als  i8o°  werden  kann,  für  welchen 
Fall  Cos  «  =  —  i  ist,  so  folgt,  dafs,  wenn  die  anfängliche  Ge- 
schwindigkeit c  gröfser  als 


~5  (i  +Cos  A)ist, 


die  Geschwindigkeit  v  =  ^  des  Pendels  nie  gleich  Null  werden 

kann,  dafs  also  dann  das  Pendel  nicht  zwischen  bestimmten  Ent- 
fernungen von  der  Vertikale  auf-  und  abschwingen,  sondern  dafs 
es  die  ganze  Peripherie  des  Kreises,  in  dessen  Mittelpunkte  es 
befestiget  ist,  durchlaufen  wird.  Ist  aber  c  kleiner  als  diese  Gröfse, 
so  wird  die  Geschwindigkeit  des  Pendels  zu  beyden  Seiten 
der  Vertikale  in  dem  Punkte  gleich  Null  seyn,   für  welchen 

car 

Cos  et  =.  Cos  A  —  —  ist,  und  es  wird  daher  zwischen  diesen  bey- 

2g  ' 

den  Punkten  seine  Schwingungen  rollenden.  Ist  die  anfängliche 
Geschwindigkeit  c  =  o,  so  ist  Cos  a  =  Cos  A  oder  das  Pendel 
wird  auf  jeder  Seite  der  Vertikale  wieder  auf  seinen  vorherge- 
henden Weg  zurück  kehren ,  wenn  es  die  Entfernung  von  der 
Vertikale  erreicht,  die  es  im  Anfange  seiner  Bewegung  hatte. 

I.  Um  diesen  letzten  Fall  näher  zu  betrachten,  hat  man  also, 
wenn  das  Pendel  in  der  Entfernung  A  seine  Bewegung  aus  der 
Ruhe  anfing, 

da«  2 


dt' 


=       (Cos  a  — Cos  A). 


Nimmt  man  an,  dafs  die  ursprüngliche  Entfernung  A,  also  auch 
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A» 

«  nur  sehr  klein  ist ,  so  hat  man  Cos  A  =  1  und 

3 

et» 

Cos  a  =  1  ,  also  die  letzte  Gleichung 

2 

T  /r  \4  dee 

das  negative  Zeichen,  weil  der  Winkel  a  abnimmt ,  während  die 
Zeit  t  wächst.  Das  Integral  dieser  Gleichung  ist,  da  a  —  A  fürt  =  o 

Arc/Cos  £  oder  a  =  A.Cos  t 

Heifst  also  wie  zuvor,  T  die  Zeit  eines  ganzen  Schwunges ,  wäh- 
rend welcher  das  Pendel  den  Bogen  A  zweymal  beschreibt,  so  ist 


t  — 


.  5.  IL 


Endlich  is  t  die  Winkelgeschwindigkeindes  Körpers  in  jedem  Punkte 
seiner  Bahn 


=  i/C  +  2gr 
dt         \  r« 


Cos  a 


oder  da  C  =  c9  ra  —  2gr  Cos  A  ist, 

Tt  =  \/c»+^(Co»«-CoiA) 
Ist  daher  wieder  die  anfängliche  Geschwindigkeit  c  =  o ,  so  ist 
dt       y  -^(Cosa — CosA)  oder  abkürzend 

Tt  =  V^(A._«0  =  A.(£)i.Sinty| 
und  daher  die  wahre  Geschwindigkeit  selbst 

^A.^.Sint^i 

8. 

Nach  diesen  besondern  Betrachtungen  wollen  wir  nun  wieder 
zu  den  allgemeinen  Gleichungen  (V)  des  §.  4.  übergehen,  und 
auch  sie  zu  integriren  suchen. 

Die  zwey  ersten  dieser  Gleichungen  sind 

x  dx  y  dy  =  —  z  dz 
xdy  —  ydx  =  c'.dt 
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Erhebt  man  jede  derselben  aufs  Quadrat ,  so  gibt  ihre  Summe 

(xa  +  y3)  (dx9  +  dy9)  =  z9  dz9  +  c'«.dt* 

Es  ist  aber  x9  -+-y  •  =  r9— z9  unddx«  +  dy»  =  (c+2  gz)  dt»— dz«, 

also  auch ,  wenn  man  diese  Werthe  in  der  vorhergehenden  Glei- 
chung subslituirt , 

r  dz 

dt  —  . .  (B) 

y/^r9— z 9)  (2  gz  +  c)—  c'9 

Wenn  man  diese  Gleichung  ,  deren  genaues  Integral  nicht  getun- 
den  werden  kann,  annähernd  integrirt,  so  erhält  man  t  als  Funk- 
tion,  von  z  oder  umgekehrt,  z  als  Funktion  von  t. 

Aber  diese  GröTse  z  reicht  noch  nicht  hin ,  die  Lage  des 
Pendels  vollkommen  zu  bestimmen,  da  sie  nur  die  Gröfse  der 
Projection  von  r  in  der  horizontalen  Ebene  der  xy  gibt.  Diese 

Projection  ist  nähmlich  gleich  y/r* — z".  Um  also  auchdieLage 
dieser  Projection  zu  bestimmen ,  sey  w  der  Winkel ,  welchen 
diese  horizontale  Projection  von  r  mit  der  Achse  der  x  bildet,  so  ist 


x  es  \/r*  —  za.  Cos  w  und  y  =  y/r2  — za.  Sin  w 
woraus  folgt 

xdy — ydx=(r»  —  z9)  dw,  also  auch,  nach  der  zweyten  der 
Gleichungen  (V) 

,  c'dt 

dw  =  —         .  . .  (C) 

r3 — z*  v 

Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  den  oben  aus  (B)  gefundenen 
Werth  von  z  durch  t ,  so  erhält  man ,  wenn  man  sie  integrirt, 
auch  den  Winkel  w  als  Funktion  «von  t,  und  da  so  für  jede  Zeit  v 
t  die  zwey  Gröfsen  z  und  w  gegeben  sind ,  so  ist  dadurch  auch 
die  Lage  des  Pendels  für  jede  Zeit  bestimmt. 

Substituirt  man  dann  für  z  und  w  ihre  Werthe  in  t,  so  er- 
hält man  die  Coordinaten  x  y  und  z  als  Funktionen  von  t,  und 
wenn  man  aus  diesen  drey  Ausdrücken  von  x  y  z  die  Gröfse  t 
eliminirt,  so  erhält  man  die  zwey  Gleichungen  derGurve,  welche 
der  Körper  auf  der  Kugel  beschreibt,  so  wieseine  Geschwindigkeit 
dx    dy    dz  * 

dt  '  dt  1  dt  naC^  ^Gr  ^cntun8  ^er  ^reY  Coordinatenachsen  und 
seine  Geschwindigkeit 


V 


dx1  -j-  dy"  4-  dz9 


df 

nach  der  Richtung  des  von  ihm  beschriebenen  Bogens. 
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Man  denke  sich  «las  Pendel,  dessen  Länge  gleich  r  ist,  in 
der  Ebene  der  xz  um  den  Winkel  «  von  der  vertikalen  Achse  der 
z  entfernt,  nnd  gebe  ihm  in  dieser,  ursprünglichen  Lage  eine 
Geschwindigkeit  a,  die  senkrecht  auf  diese  Ebene  der  xz  ist, 
dx  dy 

so  hat  man  j-  =  o  und  ^  =  a,  also  geht  die  zweyte  der  Glei- 
chungen (V)  in  folgende  über  c'=  ax,  oder  da  x  =  r  Sin  «  ist 
in  folgende  c'  =  ar  Sin  «.  Ferner  ist  eben  so  z  =  r  Cos  a ,  und 
dz 

j-  =  o,  also  die  dritte  der  Gleichungen  (V)  .  .  c  =  a" — a  gr  Cos  u. 

Es  sey  nun  für  irgend  eine  Lage  des  Pendels  B  der  Winkel 
desselben  mit  der  Vertikale,  also  z  =.  r  Cos  so  wird  die  Glei- 
chung (B) 

—  r  Sin  S.d9 

dt=   

\/aJ  (SinaS  — Sin»  a)  —  2  gr  Sin»  S  (Cos  «  —  Cos  9) 

oder  wenn  man  die  dritten  Potenzen  von  Sin*  3  und  Sin*  «  ver- 
nachlässiget, und  der  Kürze  wegen  (  =  Sin*  5  setzt , 

—  kr . d^ 

dt=  ;  - 

a  \/  —     +  f  (k«  +  Sin*     — k2  Sin*  « 

Tok1  =  ""a      gr  'St*  ^aS  *nteSra^  ^eser  Gleichung  ist 

kr  a^Ck'  +  Sin»«) 

t  =  —  Are,  Cos  ^t—  r-  

ssa  Sin'a — ka 

da  für  S  =  «  oder  für  f  =  Sin9  «  die  Gröfse  t  verschwindet.  Es 
ist  aber  bekanntlich 

Are.  Cos  (flx2  —  i)  =  2  Are.  Cos  x 

2f  —  kÄ  —  Sin8« 
Setzt  man  daher  2i»-i  =  — g.^a  ^  ^a  ,  so  ist 


V  Sin»«— 1 


-k» 

und  daher  auch  die  vorhergehende  Gleichung 

'  t  =  -  Are.  Co,  l/ S"Llil±l  .  .  .  .  (D) 
8  V  Sin'  a— k> 

T.  Zur  vollständigen  Bestimmung  der  Lage  des  Pendels  für 

jede  Zeit  mufs  nun  noch  der  Winkel  w  als  Funktion  von  t  gesucht 

werden.  Es  war  aber  nach  der  Gleichung  (C) 

c'  dt 

dw  =   

r* — z* 
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Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  dieGröfse  c'  es  ar  Sin  «  und 
z  =  r  Cos  3 ,  so  ist 

dw  =  ar  Sin  a .  ■ 

r9  Sin"  9 

a  t 

oder  da  Sin»  5  =  k9  -f-  (Sin9  a — k9)  Cos9  ^  ist,  wenn  man  der 

< 

Kürze  wegen  r~  =  u  setzt , 
kr 

,   .  kSina.du  d.tgu  . 

dW'=  k'  +  (8m-«-k'JCo.'»'  °Jer  *  d"  "  T+t&  'Stl 

dw=iSina.  d-t«n 


lauun  uaucr 

=  Are.  tg  I     °  *r  I  oder  tg 


k  ~Sin9a  +  tg9u 

und  dessen  Integral 

w  - Arc-  (ItH) 

Wir  erhalten  daher 

k  at 
SinT-tgkr" 

Sma  * 

Sucht  man  daraus  die  Werthe  yon  Sin  w  und  Cos  w ,  so  hat  man 
auch  für  die  drey  Coordinsten 

x  =  r  Sin  a.  Cos  ~ 

y  =  kr  Sin  f— 
3  kr 

z  =  r  *Y^Co8aa  +  (Sinaa^-k9)*Sin9 

und  diese  drey  Ausdrücke  geben  für  jede  Zeit  den  gesuchten  Ort 
des  Körpers.  Eliminirt  man  aus  ihnen  die  Gröfse  t,  so  erhält  man 
für  die  von  dem  Körper  beschriebene  Bahn  die  beyden  Gleichungen 

k9xa -f-y'Sin9a  =ak9raSin9a  \ 
k9z9— yÄ(Sin9a— k9)  =:  k9  r9  Cos9  a  j     *  *  ™ 

Daraus  folgt,  dafs  im  Allgemeinen  die  Projection  der  Bahn  in  der 
Ebene  der  xy  eine  Ellipse,  und  die  in  der  Ebene  der  xz  eine  Eljipse 
oder  eine  Hyperbel  ist,  nachdem  nähmlich  k  kleiner  oder  grölser 
ab  Sin  a,  das  heilst,  nachdem  die  anfangliche  Geschwindigkeit  a, 
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kleiner  oder  gröfser  alsy/gr.  tgaist.  Auch  zeigen  dieselben  Glei- 
chungen, dafs  wenn  die  Projection  in  xz  eine  Ellipse  ist,  die  in  yz 
eine  Hyperbel  seyn  wird ,  und  umgekehrt.  Für  den  besonderen 
Fall  k  =  Sin  a ,  das  heifst ,  wenn  die  anfängliche  Geschwindig- 
keit a  =  \/gr.  tg  o  ist,  wird  die  Projection  in  xy  ein  Kreis  de» 
Halbmessers  kr  seyn,  und  die  zwey  anderen  Projectionen  wer- 
den gerade  Linien  seyn,  da  z  =  rCos  aeine  constanteGrÖfseist. 

Endlich  ist  die  Geschwindigkeit  v  des  Körpers  in  jedem  Punkte 
seiner  Bahn 


a  /k-Cos»a+(Sin-«-k«)Sin»^ 


Cos ■  a  +  (Sin»  a— k8)  Sin2  ^ 


woraus  man  sieht,  dafs  diese  Geschwindigkeit  ihren  gröfstenoder 
kleinsten  Werth  hat ,  wenn  S  ein  Kleinstes  oder  ein  Gröfstes  ist, 
d .  h.  wenn  der  Körper  in  dem  tiefsten  oder  in  dem  höchsten  Punkte 
seiner  Bahn  ist.  Für  den  Fall  9  =  Const  ist  auch  die  Geschwin- 
digkeit constant ,  und  immer  gleich  der  anfanglichen  Geschwin- 
digkeit a.  Ist  endlich  in  allen  Vorhergehenden  die  anfängliche 
Geschwindigkeit  a  gleich  Null,  so  erhält  man  für  das,  in  einer 
vertikalen  Ebene  schwingende  Pendel  den  Ausdruck 

k  i  1 


k 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  -  in  der  Gleichung  (D) ,  so 
erhält  man  a 

t  =         Arc* Cos        =  (~)*  Arc>  Cos  ~ »  wie  in  5'  7* I# 

Ferner  gehen  die  zwey  Gleichungen  (E)  in  folgende  über , 

x  =  r  Sin  a 
z  =  r  Cos  a 

oder ,  wenn  man  ans  ihnen  a  eliminirt ,  in  folgende  einzelne 

x«+z*=r* 

welches  die  Gleichung  des  Kreises  ist.  Endlich  wird  die  Glei- 
chung (F)  ■ 

/       Sin»  «.Sin «t^^ 
r   Cos^  +  Sin^Sin'tl/ g, 


Dl 
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oder  nenn  a  sehr  klein  ist , 

v  ='*.  (gr)*»  Sin  t  wie  $.  7.  L 

Betrachten  wir  nun  auch  noch  die  Bewegung  des  Pendels 
in  einem  widerstehenden  Mittel.  Wenn  wir  die  Bezeichnungen 
des  5.  7.  beybehalten ,  also  a  die  Abweichung  des  Pendels  für  ir- 
gend eine  Zeit,  und  A  die  ursprüngliche  Abweichung  desselben 
von  der  Vertikale,  und  s  =  r  (A — «)  den  in  der  Zeit  t  durchlau- 
fenen Bogen  nennen ,  so  ist  der  Widerstand  des  Mittels ,  dem 
(Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  vorausgesetzt,  gleich 
ds9 

m.  - — ,  wo  m  eine  constante  Gröfse  ist,  die  von  der  Dichte  des 
dta 

Mittels  und  von  der  Dichte  und  Gestalt  des  bewegten  Körpers 
abhangt.  Bewegt  sich  also  das  Pendel  in  einer  senkrechten  Ebene, 
so  ist  die  Kraft,  welche  auf  dasselbe  in  jedem  Augenblicke  nach 
der  Richtung  der  Tangente  der  beschriebenen  Curve  wirkt,  gleich 
ds  9 

g  Sin  a  —  m.  ^p-,  und  man  hat  daher  für  die  Gleichung  der  Be- 

■ 

wegung  des  Pendels 

d-s  c.  ds' 

- —  =r  c  Ena  a.  —  m.-= —  . 
dt9       b  dt»* 

oder  wenn  man  für  s  seinen  Werth  r  (A — a)  setzt , 

dt9  r  T  dt9 

Da  aber  diese  Gleichung  nicht  genau  integrirt  werden  kann ,  so 
-wollen  wir  bemerken,  dafs  *  eine  Funktion  vonA  ist,  die,  wenn 
.diese  beyden  Gröfsen  nur  klein  sind,  in  folgende  Form  aufgelöfst 
werden  kann 

«=PA  +  QA9  +  RA»  + 

wo  P,  Q,  R ..  Funktionen  der  Zeit  t  seyn  werden.  Um  diese  Funk- 
tionen zu  bestimmen,  wird  man  diesen  Werth  von  a  in  dem  vor- 

daÄ 

hergehenden  Ausdrucke  von  —  substituiren ,  und  dann  die 

Coefficienten  derselben  Potenz  von  A ,  jeden  für  sich  ,  gleich 
Null  setzen ,  wodurch  man  so  viele  Gleichungen  erhalten  wird , 
als  man  unbekannte  Gröfsen  P(JR  .  hat ,  aus  welchen  Glei- 
chungen man  daher  auch  diese  unbekannten  Gröfsen  durch  Eli- 
mination bestimmen  kann.  Geht  man  blofs  bis  zu  dem  eweyten 
Gliede  der  oben  aufgestellten  Reihe  fort ,  so  erhält  man 
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 ss  a.  1-  A*.  — — 

df  dt'  ^     *  df 

Sin  «  =  AP  +  A«Q 

dF  "  Aa*dt» 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  der  ersten  unserer  Gleichungen 
substituirt,  und  die  Faktoren  von  A  und  A*  gleich  Null  setzt , 
so  erhält  man  folgende  zwey  Gleichungen 

d'P  gP       _  d'Q  gQ   .  dP« 

-j- -  =  —  —  und  — ^  =  —  ÖX  +  mr.  — 
dt«  r  dt»  r  dt* 

Die  erste  dieser  Gleichungen  gibt,  da  im  Anfange  der  Bewegung 
da  dP 

t  =  —  as         =o,  «  =  A  und  P  =  1  ist, 

5  -  -  ©*• Sin  1 ü"', 

p  =  cos  t 

jp 

Substituirt  man  diesen  Werth  top  -jj  ,  in  dem  vorhergehenden 

Ausdrucke  für  ^-2    so  erhält  man 
df  ' 

dt«  r   ^    2        a  IT  « 

von  Welcher  Gleichung  das  Integral  ist , 

Q  =  CCo>  («  O) +™  +  ^Co»  ,  t  y| 

dQ 

und  da  man  für  den  Anfang  der  Bewegung  hat  t  =  Q  =  ^  =  o, 

2  rar 

so  sind  die  zwey  Constanten  der  Integration  C  =  und 

--  o  .  also  auch 

Q==_^co,tyj+^+^co8aty^  • 

Da  so  r  und  Q  bestimmt  ist,  so  hat  man 

«  =  PA  +  QAa  oder 
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a  - .(A-|nrA.)Co.tyr£  +  =^ 

-1  Cosatl/  2.  (G) 

wodurch  also  die  Ausweichung  a  des  Pendels  für  jede  Zeit  t  gege- 
ben ist.   Die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  aber  ist 
r  du  _ 

'  -  ~  IT  oder 

i  . 

v=(A_^)(gr)*Si„tl/f 

•  •  ♦ 

Für  m  =  o  oder  für  die  Bewegung  des  Pendels  in  freyen  Räume 
hat  man 

«  =  4  Cos  t  und 

*  -      (gr)*  Sin  <  y£ ,  wie  in  ?. 

I.  Um  die  Zeit  T'  des  halben  absteigenden  Schwunges  zu 
bestimmen,  hat  man  a  =  0,  also  wild  der  vorhergehende  Aus- 
druck  yob  a  ° 

o  -  (*  - 1  mrA)  Co.  *  ?^ Cos  %  T/  y £ 

Wäre  die  Gröfse  A  genau  gleich  Null ,  so  gäbe  diese  Gleichung 

CosT/  -yffL  =  o  oderT/  = 
Ist  also  die  erste  Ausweichung  A  des  Pendels  nur  klein,  so  kann 
man  T>  *y^=  £ .+  *  8etzen» 

wo  also  x  ebenfalls  eine  sehr  kleine  Gröfse  ist,  deren  Quadrate 
und  Produkte  mit  A  man  vernachlässigen  kann.  Substitmrt  man 

diesen  Werth  yon  T'  'm  der  vorh ergehenden  Gleichung, 

so  erhält  man 
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» «v  «.       ■   mrA       mr  A  _ 
o  =  —  (1  —  |  mr  A)  Sin  x  -\  —  Cos  2  x  oder 

2  O 

mr  A  . 

x  =  ~ ^— »  also  ist  die  gesuchte  Zeit  des  halben  absteigen- 
den Schwunges 

Um  aber  die  Zeit  T  eines  ganzen  Schwunges  zu  erhal- 
ten bemerke  man ,  dafs  die  Geschwindigkeit  v  im  Anfange  und 
am  Ende  der  Zeit  T  gleich  Null  seyn  mufs.  Der  oben  gegebene 
Ausdruck  (H)  von  v  wird  aber  gleich  Null  für  t  =  o  und  für 

t  —  *  i  weil  in  dem  letzten  Falle  sowohl 

Sin  t  *y^i  als  auch  Sin  9  t  gleich  Null  ist. 

Substituirt  man  daher  in  diesem  Ausdrucke  t  =  *  8talt  1 

die  Zeit  T  des  ganzen  Schwunges ,  so  erhält  man 


T  =  *  ^/i  (J) 

wie  in  dem  leeren  Räume  §.  7.  I«  Heifst  daher  endlich  T''  die  Zeit 
des  halben  aufsteigend  en  Schwünge  s,  so  ist  T=T' 4- T", 
oder  wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  vorhergehenden  Werthe 
von  T  und  T'  substituirt , 

— vT-  =^  vT- 

Setzt  man  also  der  Kürze  wegen  k  =  r  A ,  so  hat  man 

oder  die  Zeit  des  ganzen  Schwunges  in  dem  widerstehenden  Mit- 
tel ist  gleich  der  Zeit  des  ganzen  Schwunges  in  dem  freyen  Baume ; 
die  Zeit  des  halben  absteigenden  Schwunges  aber  wird  durch  den 
Widerstand  um  die  Gröfse 

km  /""" 

-j-  *  vermehrt ,  und  die  Zeit  des  halben  aufsteigenden 
Schwunges  wird  um  dieselbe  Gröfse  vermindert» 
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II*  Die  Grüfic  des  Schwunges  aber ,  oder  die  Amplitude , 
die  Ausweichung  dcsBogens  zu  beyden  Seiten  der  Vertikale  wird 
durch  das  widerstehende  »Mittel  constant  vermindert.  Denn  wäh- 
rend der  Zeit  T'  des  ersten  halben  Schwunges  geht  das  Pendel 
ron  seinem  höchsten  zu  seinem  tiefsten  Punkt,  also  durch  den 
Winkel  A.  Während  der  Zeit  des  ersten  ganzen  Schwunges  aber 
geht  es  durch  einen  Winkel,  den  man  erhält,  wenn  man  in  der 
Gleichung  (G)  für  t  die  Gröfse 

T  =  *  lf  L,  also  für  t  die  Gröfse  *  setzt,  also  durch 

den  Winkel 

(2mr  .    \  ,  mrA*      rar A  k  _ 

A  —  \'J  -\      -  —  =     (A     $  mrA*) 

woraus  folgt,  dafs  die  Amplitude  des  zweyten  halben  Schwunges 
durch  den  Widerstand  um  die  Gröfse  $  mrA",  also  sein  Bogen 
um  die  Gröfse  §  rar*  A3  =  -f  mk9  vermindert  wird.  Ist  daher 
k  =  r  Ader  Bogen  des  ersten  halben  Schwunges ,  so  ist  der  Bogen 
des  zweyten  halben  Schwunges  k — f  mkÄ,  des  dritten  k — 2.3  mk9, 
des  vierten  k  —  3.-$  mk9  u.  f.,  so  dafs  also  die  Ausweichungen 
des  Pendels  immer  abnehmen,  bis  sie  endlich  völlig  unmerklich 
werden ;  aber  so  lange  sie  noch  bestehen ,  sind  doch  die  Zeiten 
der  ganzen  Schwingungen  immer  von  derselben  Dauer,  denn  da, 
nach  der  Gleichung  (F)  die  Dauer  des  ersten  ganzen  Schwunges 
von  der  Ausweichung  seines  Bogens  ganz  unabhängig  ist,  so  sind 
es  auch  alle  übrigen. 

$•  »o. 

Ueberhaupt  hat  man  für  die  Bewegung  in  krummen  Linien ,  die 
in  der  Ebene  der  xz  liegen,  wenn  blofs  eine  veränderliche  Kraft 
Z  in  der  Bichtung  der  Achse  der  z  wirkt,  nach  dem  Grundsatze 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  (Cap.  III  J.  3.) 

-     v*  =  C9  — 2/Zdz. 

Diese  Gleichung  mit  der  gegebenen  Gleichung  der  Curre  und 
mit  der  bekannten  ds  =  v.  dt  (Cap.  II  $.  1)  verbunden,  wird 
hinreichen ,  die  Bewegung  des  Körpers  zu  bestimmen. 

Nimmt  man  nähmlich  an ,  dafs  die  Gleichung  der  Curve  ist 

•-*-©*+<©  * 

so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden  für  die  Gleichungen  der 
Bewegung 
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d'x  /dL 


d?x  /dL\ 

« 

d9z  /dXi\ 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  dr ,  und  die 
zweyte  durch  dz ,  so  gibt  ihre  Summe ,  wenn  man  sie  integi  irt , 

dx'-r-dz«  , 
o  =  — +2/Zdz-C> 

wo  C  eine  constante  Gröfsc  bezeichnet ,  oder  da 

*y^dX  ^"dza  ^er  bekannte  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  v  ist 


•  =  C»— a/Zdz 

wie  zuvor.  Ist  ferner  ds=  y/d^+dz*  das  Element  des  Bogens 
derCurve,  so  ist  ds  =vdt,  also  auch 

ds 

dt  = 


\/Ca  —  2 y  Zdz 

und  diese  zwey  Gleichungen,  verbunden  mit  der  Gleichung  L  =o 
der  gegebenen  Curve  werden  die  Bewegung  des  Körpers  voll- 
ständig bestimmen. 

I.  Ist  z.  B.  diese  Curve  eine  Cyclois ,  und  a  der  Durchmesser 
des  Erzeugungskreises  derselben ,  so  ist  ihre  Gleichung 


s»  =  /|  az  oder 


ds  =  dz. 


Ist  daher  die  Kraft  Z  =  g  beständig  ,  so  ist  die  Geschwindigkeit 
des  Körpers ,  der  sich  in  der  Cyclois  bewegt , 

v  =  y'C3  —  agz 

wo  C  die  anfängliche  Geschwindigkeit  bezeichnet ;  und  die  Zeit 
durch  den  Bogen ,  der  zu  der  Ordinate  z  gehört ,  ist 

Kennt  man  daher  T  die  Zeit  von  dem  Anfange  der  Bewegung 
bis  zu  dem  Augenblicke,  wo  der  Körper  seine  gröfste  Tiefe  er- 
reicht, so  wirdT  das  vorhergehende  Integral  zwischen  denGrän- 

C 9 

zen  z  =  o  und  z  =  —  seyn ,  oder  man  wird  haben  : 
III.  L 
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ivo  jr  =  3.  i .[  i  5o,J . , .  ist.  Diese  Zeit  T  des  ganzen  Niederganges 
in  der  Cyclois  ist  daher  von  dem  Werthe  von  z  unabhängig,  oder, 
in  welchem  Punkte  der  Curve  auch  der  Körper  seine  Bewegung 
anfangt,  immer  wird  er  in  derselben  Zeit  bis  zu  dem  unter- 
sten Punkte  der  Cyclois  kommen.  Wegen  dieser  Eigenschaft  heifst 
diese  Curve  auch  die  Tautochrone. 

II.  Indem  lluyghens  diese  merkwürdige  Eigenschaft  der  Cy- 
clois mit  der  andern  bekannten  verband,  dafs  nämlich  die  Evolute 
der  Cyclois  wieder  sie  selbst,  nur  in  verkehrter  Lage  ist,  konnte 
er  seinen  Pendeln ,  die  an  einen  flexiblen  Faden  zwischen  zwey 
Cycloiden,  an  welche  sich  der  Faden  bey  jeder  Schwingung  aut- 
wand ,  befestigt  waren ,  dahin  bringen ,  dafs  der  an  den  Faden 
befestigte  Körper  selbst  eine  Cyclois  beschrieb  ,  und  daher  seine 
selbst  endlichen  Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  vollendete. 
In  den  neuern  Zeiten  hat  man  aus  praktischen  Rücksichten  die 
Bewegung  im  Kreise  mit  sehr  kleinen  Schwingungen  vorgezogen, 
da  diese  nach  Nro.  i .  ebenfalls  isochron  sind. 

Um  aber  auch  zu  untersuchen ,  ob  jene  Curve  die  einzige 
Tautochrone  im  leeren  Räume  ist ,  wollen  wir  annehmen ,  dafs 
die  Gleichung  der  Tautochronen  überhaupt  sey 

s  =  Az'+Bz3+Czy  +  .  . 

wo  ABC...  et  ß  «y. unbestimmte  Gröfsen  sind.  Wenn  die 
Gröfsen  s  und  z  beyde  von  dem  untersten  Punkte  der  Curve  ge- 
zählt werden,  so  hat  man  zugleich  s  =  o  und  z  =  o,  also  müssen 
die  Exponenten  a ,  ß,  <y...  positiv,  und  keiner  von  ihnen  darf 
gleich  Null  seyn.  Differentiirt  man  aber  diesen  Ausdruck ,  und 
substituirt  den  so  erhaltenen  Werth  in  der  Gleichung  (Nro.  III) 

—  ds 
dt  =   

V*  g  (n— z) 
wo  C»  =  agh  gesetzt  wurde ,  so  erhält  man 
  — Aat    z*— «dz        Bß     z&—  'dz 

und  um  die  Zeit  zu  erhalten  ,  in  welcher  der  Körper  von  z  =  h 
bis  z  =  o  geht,  wird  man  das  Integral  dieser  Gleichung  zwischen 
denselben  Glänzen,  oder  was  dasselbe  ist,  zwischen  den  Grän- 
zen  u  =  o  und  u  =  i  nehmen,  wenn  man  z  -  hu  setzt.  Dadurch 
erhält  man 

«AA'          _      ßBB'      _   .  <yCC' 

V/ag  ^|/2g  ^  ^ 
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wenn  man  der  Kürze  wegen  annimmt 

=  -r~p===,    =         ='  c  =      -7=  etc. 
v  ■ — u  v/1 — u  v/ 1 — u 

Man  muis  hier  bemerken,  dafs  Ton  diesen  Gröfsen  il',  B',  C' 
keine  gleich  Null  seyn  kann ,  denn  z.  B.  die  Gröfse  A'  ist  die 

ua — 1  du 

Summe  der  Werthe  von  —      -  zwischen  den  Gränzen  u  =  o 

\/i — u 

und  u  =  i,  und  da  diese  Function  von  u  zwischen  diesen  beyden 
Gränzen  ihr  Zeichen  nicht  ändert,  so  kann  auch  die  Summe 
jener  Werthe,  d.  h.  so  kann  auch  der  Werth  A'  nicht  Null  seyn, 

und  dasselbe  gilt  ebenfalls  von  den  Gröfsen  B'  C   Ferner 

ist  klar,  dafs  der  Werth  \onT  nicht  unabhängig  von  h  seyn  kann, 
wenn  nicht  alle  Glieder  von  T  gleich  Null  sind,  dasjenige  aus- 
genommen, in  welchen  der  Exponent  von  h  selbst  gleich  Null  ist. 
Nehmen  wir  daher  an,  dafs  dieses  das  erste  Glied  ist ,  d.  h.  neh- 
men wir  an ,  dafs  a  —  ist ,  so  mufs ,  damit  das  zweyte  Glied 
verschwinde,  die  Gröfse  ßBB'  =  o  sevn,  cj.  h.  es  mufs  B  =  o 
seyn,  weil  nach  dem  Vorhergehenden  weder  B'  noch  ß  gleich  Null 
seyn  kann.  Eben  so  findet  man  (isO,DsS„,  und  der  Werth 
von  s  für  die  Tautochrone  ist  daher 

welches  wieder  die  Gleichung  der  Cyclois  ist.  Diese  Curve  ist 
daher  auch  die  einzige  Tautochrone  im  leeren  Baume. 

$• 

Soll  der  Körper,  auf  den  blofs  ein  äufserer  augenblicklicher 
Stöfs,  ohne  der  Schwere  wirkt,  sich  in  der  Peripherie  eines 
Kreises  des  Halbmessers  r  bewegen,  so  ist,  wenn  dieser  Kreis 
in  der  Ebne  der  xy  liegt 

'   L  =  o  =  rÄ — xf — y« 

und  die  Gleichungen  der  Bewegung 'sind 


d'x 
dt»  T 

d'y  , 

dt»  »  7 


(VH.) 


Der  Druck  des  Körpers  gegen  seine  Bahn  ist 

D  =  X  \AX'  +  4>a  Ä  2Xr 
Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (VII)  durch  dx ,  und 
die  zweyte  durch  dy ,  so  gibt  ihre  Summe ,  wenn  mau  sie  inte- 
grirt,  und  bemerkt,  dafs  xdx-+-  ydy  =.  o  ist: 

Ii  a 
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dx*  -f  dy» 
dp 


=  c  .  .  .  .  (a) 


wo  c  eine  Constante  ist,  und  woraus  folgt,  dafs  die  Geschwin- 
digkeit v  =  c  *  oder  constant  ist.  Multiplicirt  man  die  erste  der 
Gleichungen  (VH)  durch  x  und  die  zweyte  durch  y,  so  gibt 
die  Summe  dieser  Produkte 

x  d"x  +  yd9y 

 Jr^+aXr^o 

und  da  xdJx      yd3y  +  dxa  -f-  dy*  =.0  ist, 

■ 

so  ist  auch 

dxf  +  dy«  _ 

2ir*  =   '         oder  2  X  r»  =  c 

dt" 

woraus  folgt ,  dafs  der  Druck  des  Körpers  senkrecht  auf  die  Pe- 
ripherie des  Kreises  gleich 

D  =  3Ä.r  =  ^  =  ~  .  .  .  .  (KaP-  111  $•  3-  J)  ist- 

1 

Multiplicirt  man  endlich  die  erste  der  Gleichungen  (VII)  durch 
y ,  und  die  zweyte  durch  x ,  so  gibt  ihre  Differenz ,  wenn  man 
sie  integrirt  ♦ 

ydx  —  xdy 

Jt 

wo  c'  eine  zweyte  Constante  ist.  Eliminirt  man  aus  den  Gleichun- 
gen (a) ,  (b)  die  Gröfse  dt ,  so  erhält  man 

c'*       (yd* — xdy)a 


c  dx3+dy» 


bb  ra  also  auch 


r 

die  zwey  Constanten  c  und  c'  hängen  also  so  yon  einander  ab , 
dafs  man  hat 

c'  =  r[/*c* 

Um  die  Zeit  zu  finden,  in  welcher  der  Körper  den  Bogen  des 
Kreises  zurücklegt ,  zu  dem  die  Abscisse  x  gehört ,  hat  man  aus 
der  Gleichung  (a) 

,  r9dxt 

C.dt  m  --  r  oder 

r9 — x* 

r      p  dx 
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oder  endlich 

'        1"  x 

t  =  77?    Are.  Sin 

die  Zeit  durch  die  ganze  Peripherie  ist  daher 

T  =   .  .  .  .  (c) 

v 

»  * 

und  der  Druck  des  Körpers  auf  seine  Bahn 

D  =         .  .  .  .  (d) 

wr=  3  i  1 1         . , .  ist 

I.  Eliminirt  man  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen  die 
Gröfse  T,  so  ist  wieder 

D  ob  —  wie  zuTor. 
r 

Bey  Körpern  also,  die.  sich  im  Kreise  bewegen,  'verhalten  sich 
die  Geschwindigkeiten  wie  die  Wurzeln  aus  den  Produkten  der 
Halbmesser  in  die  Kräfte,  und  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten 
verhalten  sich  wie  die  Halbmesser  dividirt  durch  die  Kräfte ,  da 
hier  der  Druck  D  als  die  bewegende  Kraft ,  aus  welcher  er  ent- 
standen ist,  betrachtet  werden  kann. 

Nimmt  man  an,  dafs  die  Kraft  sich  verkehrt  wie  das  Quadrat 
der  Entfernung  t  verhalte ,  so  ist'D  =  ^ ,  wo  A  eine  constante 

Air* 

Gröfse  ist,  also  auch  T«  =  1^-  .  rs  oder  dann  sind  die  Quadrate 
der  Uinlaufszeiten ,  wie  die  Würfel  der  Halbmesser.  # 

Um  die  Geschwindigkeit  zu  erhalten  ,  mit  welcher  ein  Kör- 
per auf  der  Uber  fläche  der  Erde  horizontal  geworfen  werden 
müfste,  um  einen  Kreis  um  die  Erde  zu  beschreiben,  so  ist  dor 
Halbmesser  dieses  Kreises  gleich  002  geographische  Meilen,  oder 
1*=  19678598  Par.  Fufs,  die  Meile  zu  22829  Fufs  gezählt.  Der 
senkrechte ,  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtete  Druck 
ist  die  Schwere ,  also  (nach  Cap.  V  g.  2.) 

D  =  3o,io3  Fufs 

und  daher  die  gesuchte  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  einer 

Secunde  v  =33  J/iJr  =  24338,96  Fufs.  Eine  Kanonen  Kugel  legt 
aber  in  der  ersten  Secunde  noch  nicht  700  Fufs  zurück,  also  sind 
wir  noch  weit  entfernt,  den  Körpern  auf  unserer  Erde  eine  sol- 
che Geschwindigkeit  zu  geben,  welche  sie  zu  Satelliten  der  Erde 
machen  könnte.  Die  Umlaufszeit  jenes  Körpers  um  die  ganae 


if»6 

2  TX 

Erde  ist  T  =  — j-,  also,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe 

Ton  r  und  v  substituirt,  T  =  5o8o,oi)8  Secunden  =  ih  24'  40''. 

Nimmt  man  an,  dafs  der  Mond  in  seiner  mittlem  Entfernung 
von  60  Erdhalbmessern  durch  einen  ähnlichen  Wurf  seinen  Kreis 
um  die  Erde  beschreibe,  und  sucht  man  daraus  die  Umlaufszeit 
3  des  Mondes,  so  ist,  da  nach  dem  Vorhergehenden  die  Quadrate 
der  Umlaufszeiten  sich  wie  die  Würfel  der  Halbmesser  verhalten 

13 :6o3  =  (SoSojOQÜ)»:  3* 

also  S  =  236ioi6  Secunden  =  27.827  Tage,  nur  um  o.oo5Tage 
oder  oh  7'  12''  gröfser,  als  die  durch  Beobachtungen  gefundene 
siderische  Revolution  des  Mondes.  Es  scheint  daher  dieselbe 
Kraft  der  Schwere  zu  seyn,  welche  die  Körper  auf  der  Oberfläche 
der  Erde  fallen  macht,  und  welche  den  Mond  in  seiner  Bahn  um  die 
Erde  bewegt.  Wir  werden  weiter  unten  diese  Vermuthung  voll- 
kommen bestätiget  finden. 

II.  Da  sich  den  Beobachtungen  gemäfs,  die  Erde  gleich- 
förmig um  ihre  Achse  dreht,  so  ist  der  Druck  jedes  Körpers 
auf  der  Oberfläche  der  Erde,  der  durch  die  Rotation  der  Erde 
entsteht,  oder  so  ist  die  Centrifugal-Kraft,  nach  der  Gleichung  fd), 
dem  Halbmesser  des  Parallelkreises  proportional ,  in  welchem 
der  Körper  liegt.  Ist  also  r  der  Halbmesser  des  Aequators  der 
Erde,  T  der  Sterntag,  oder  die  Zeit  ihrer  Umdrehung,  g  die 
beobachtete  Schwere  am  Aequator ,  und  G  die  Schwere ,  welche 
ohne  der  Botation  der  Erde  Statt  haben  würde,  so  ist,  da  die 
Gröfsen  G  und  D  einander  in  ihrer  Richtung  entgegengesetzt  Kind 

4  r 

g  =  G — D  =  G —  \,  - 

Es  ist  aber         r  ss  19631210  Par.  Fufs  ,  und 

T  =  86164  Secunden,  also 
G  —  g  =-  0.1044 
Weiter  ist  (Cap.  II)  g  =  30.1027  also  ist  auch 

ff  2fJo 

G  =  30.2071  oder  —  =  . — 
9  G  290 

d.  h.  die  durch  die  Centrifugal-  Kraft  verminderte  Anziehung  der 
Erde  verhält  sich  zu  der  eigentlichen  Anziehung  derselben  unter 
dem  Aequator,  wie  2Q9  zu  290. 

4  w'r 

Damit  g  gleich  Null  werde,  müfste  Ta  =  -77—  seyn,  d.  h. 

G 

es  müfste  T  =  5o6o"  seyn,  oder  wenn  die  Rotation  der  Erde 
nahe  siebenzehnmal  geschwinder  wäre ,  als  sie  ist ,  so  wäre  die 
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Schwere  am  Aequator  Null ,  und  die  Körper ,  sich  selbst  über- 
lassen, würden  da  nicht  mehr  fallen. 

III.  Die  Erde  wird  bekanntlich  als  ein  Sphäroid  betrachtet , 
welches  durch  die  Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Achse 
entstanden  ist.  Ist  die  halbe  grofse  Achse  dieser  Ellipse  die  Ein- 
heit, unde  die  Excentricität,  und  endlich  9  der  Winkel  der  Normale 
irgend  eines  Punktes  dieses  Sphäroids  mit  der  grofsen  Achse,  also 
9  die  beobachtete  Polhöhe  dieses  Punktes ,  so  ist  (Theil  I ,  p.  376) 
die  Normale  des  Sphäroids  in  diesem  Punkte  gleich 

(1—  ea  Sin9  9)-* 

Bezeichnet  man  aber,  wie  zuvor,  durch  g  die  beobachtete  Schwere 
an  dem  Aequator,  und  durch  «y  die  beobachtete  Schwere  in  der 
geographischen  Breite  ß,  so  hat  man,  da  sich  die  Schwere  in  ver- 
schiedenen Punkten  des  Sphäroids  wie  die  Normalen  dieser  Punkte 
verhalten 

g:<y  äs        — t*  Sin9  9)—' 
oder  da  t  gegen  die  Einheit  sehr  klein  ist 

«« 

<y  =  g  0  +  —  sin9  ?) 

woraus  folgt,  dafs  die  beobachtete  Schwere  von  dem  Aequator 
£egen  den  Pol  sehr  nahe  in  dem  Verhältnisse  der  Quadrate  der 
Sinus  der  Breite  zunimmt. 

Ist  aber  L  die  Länge  des  Secundenpendels ,  so  ist  für  den 
Ort,  dessen  beobachtete  Schwere  <y  ist ,  (g.  5.  I) 

LT3  <^ 

—  ss  —  oder  da  T  =  1  ist ,  L  =  —  also  auch 


L  =  £  (•  +  r  Sin' 


oder  auch  die  Zunahme  der  Länge  des  Secunden-Pendels  vom 
Aequator  gegen  den  Pol  ist  sehr  nahe  dem  Quadrate  des  Sinus 
der  Breite  proportionirt.  Man  kann  daher  für  den  Ausdruck  der 
Länge  des  Secundenpendels  annehmen 

L  =  a  +  b  Sin  =  $> 

und  die  zwey  Gröfsen  a  und  b  durch  die  Beobachtungen  bestim- 
men. Man  fand  so  für  die  Länge  des  Pendels,  welches  seine 
Schwingungen  in  einer  Secunde  mittlerer  Zeit  vollendet 

L  =  3.o5oo/|6  +  0.0.16571  Sin*  9  Par.  Fufs 

übereinstimmend  mit  Cap.  V,  J.  2. 
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Wir  wollen  nun  die  Curve  suchen ,  in  welcher  ein  Körper, 
der  blofs  von  der  constanten  Schwere  g  getrieben  wird,  in  der 
kürzesten  Zeit  den  Weg  von  einem  gegebenen  Punkte  bis 
zu  einen  andern  gegebenen  Punkt  zurücklegt. 

Ist  x  =  o  die  senkrechte ,  mit  der  Richtung  der  Schwere 
parallele  Coordinate  des  ersten  der  zwey  gegebenen  Punkte  ,  so 
ist  nach  der  Gleichung  (c)  (Nro.  III  5.)  die  Geschwindigkeit 
des  Körpers  in  jedem  Punkte,  zu  welchen  die  Coordinate  x  gehört 


v  =  \/2s 

vorausgesetzt,  dafs  der  Körper  seine  Bewegung  in  dem  ersten 
gegebenen  Punkte  aus  der  Ruhe  anfangt.  Ist  ferner  ds  das  Ele- 
ment des  Bogens ,  oder 

ds2  =  dx9  +  dy*  +  dz»,  so  ist 

dt  =  —  oder 
v 


'  l/2g  (*-«) 


und  dieses  Integral  soll  der  Aufgabe  gemäfs  ein  Minimum  seyn. 
Ist  aber 

.  f  dy    d»y  dz    d'z  1 

•  1*'  y'  37'      v  •  z'  •  •  J 

dy 

eine  solche  Funktion  von  x,  y,  z,  ~  .«deren  Integral  ein  Gröfs- 
tes  oder  einKleinstes  seyn  soll,  so  ist  bekanntlich  (Theil  F,  Seite  279) 

dy  d5y  dsy 

dz  daz     T  d*z 

Wendet  man  diefs  auf  unsern  besonderen  Fall  an ,  so  hat  man 

dy  dz 
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df  (dz) 


also  sind  jene  beyden  Bedingungsgleichungen ,  da  alle  übrigen 
Glieder  verschwinden  f 

*•   

,  df(dz) 

d.  =  o 

..  <i 

und  diese  beyden  Gleichungen  sind  zugleich  die  gesuchten  Glei- 
chungen der  Curve.  ihre  ersten  Integralien  sind 

:C 


dz 
dx 


Vvm(«  +  &+£) 

und  diese  beyden  Gleichungen  geben 

C'.dy  es  C  dz  oder  C'y  =  Cz  +  C" 

wo  C ,  C'i  C"  constante  Gröfsen  sind.  Da  diese  Gleichung  in  y 
und  z,  eine  der  Projektionen  der  gesuchten  Curvc,  eine  gerade 
Linie  ist,  so  ist  die  gesuchte  Curve  eine  ebene  Curvc.  Legt  man 
daher  diese  Curve  in  die  senkrechte  fibene  der  xy,  so  ist  z  =  o 
und  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist 

dy 
dx 

•  =  C  oder 


170 

dy  =  — « P^zOvg  .  Ak 

V(x-a)-2gC'(x-a) 
Ist     x  —  a  =  x'  und 

=  b  so  ist 


Vdx' 

dy  =  — ; 

die  Gleichung  der  Cyclois  ,  welche  Curve  also  die  gesuchte  Linie 
des  kürzesten  Falles,  oder  dieBrachystrochrone  ist.  Das 
Integral  der  letzten  Gleichung  ist 

-   b  b — 2x' 

y  <=  —  vAx'— x'a  -f-  -  Are.  Cos  — £ — 

T.  Dieselben  Resultate  wird  man  auch  erhalten,  wenn  man 
die  Aufgabe  nach  der  im  Theil  I  p.  aft3  gegebenen  Methode  auf- 
löfst.  Behält  man  die  dort  gegebenen  Bezeichnungen  bey,  so  ist 

v  _  y»  -h  pa  -f-  qa 


\/3g  (x— a) 

und  da  die  Gröfse  U  weder  y  noch  z  enthält,  so  ist  N  =  o  und 
N'  =  o  und  eben  so  <J  =  Q'  =  R  =  o,  also  werden  die  Glei- 
chungen (2)  p.  286  in  folgende  übergehen 

dP  =  o  und  dP'  =  o 
deren  Intcgralien  sind 

P  bs  C  und    P'  =  C' 
wo  C  und  C'  Constante  sind.  Es  ist  aber 

p  .  dE  =  l       _  . 

An  —        —   und 

dp  V2g(x-a>>(,+P>-H') 


dü  q 
P'  =  = 


d?  v^x-aKi-t-p*-*-«!') 
also  sind  auch  jene  beyden  Integralien 

P 


\/«gCx— aHi4-p*^-q-v 

• 

q 


C  und 


J/2gtx— ax^i-hp'-j-q3; 
dieselben  ,  welche  wir  oben  erhalten  haben. 
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Zum  Schlüsse  dieses  Capitels  wollen  wir  noch  folgende  inte- 
ressante Aufgaben  auflösen. 

Zwey  Körper,  deren  Massen  durch  m  und  m'  bezeichnet  werden, 
seyen  durch  eine  gerade  und  unausdehnhare Linie ,  deren  Länge 
a  ist,  verbunden.  Der  erste  sev  gezwungen  ,  sich  auf  der  ebenen 
Curve  dy  =  p  dx,  und  der  zweyte  sich  auf  der  CurTe  dy  =  qdx 
zu  bewegen,  während  auf  den  ersten  die  veränderlichen  senk- 
rechten Kräfte  X,  Y  und  auf  den  zweyten  die  senkrechten  Kräfte 
X',  Y'  wirken.  Man  suche  die  Bewegung  beyder  Körper.  Wenn 
dieBewegungganz  frey  wäre,  so  würde  die  Gleichung,  welche  diese 
Bewegung  bestimmt,  nach  dem  Vorhergehenden,  folgende  scyn 

+  m,  (X,  -  6x  +  m,  (x'-*l)*y  =  o  .  .  .  (VIII) 

wo  x  y  die  senkrechten  Koordinaten  des  ersten,  und  x'  y'  die 
des  zweyten  Körpers  sind. 

Allein  die  Bewegung  beyder  Körper  ist  nicht  frey.  Denn 
erstens  sind  sie  durch  die  gerade  Linie  a  verbunden ,  wo 
a*  =  (x — x')*-f-(y— y')f  »st,  und  da  diese  Linie  unausdehnbar  scyn 
soll,  so  ist  da  =  o  oder 

(x-x)  (6x— ax<)  +  (y— y')  («y— 3y')  m  o...  .  (a) 

welches  die  erste  Bedingungsgleichung  der  Bewegung  ist.  Da 
aber  zweytens  sich  jeder  der  zwey  Körper  auf  einer  gegebenen 
Curve  bewegen  soll ,  so  sind  die  'zwey  übrigen  Bedingungsglei- 
chungen 


*t  =Pö*\(b) 


Eliminirt  man  aus  der  Gleichung  (VIII)  und  diesen  drey  Bedin- 
gungsgleichungen (a),  (b)  drey  von  denGröfscn  6x,  &y,  ix',  byf 
so  verschwindet  auch  die  vierte,  und  man  erhält  als  Resultat  der 
Elimination  eine  einzige  Gleichung  zwischen  x ,  y  ,  x',  y'.  Diese 
letzte  Gleichung  mit  den  drey  folgenden 

a-  +(y_y^ 

dy  =  pdx 
dy'=qdx' 

verbunden ,  wird  dann  hinreichen ,  die  vier  Gröfscn  x,  y,  x',  y' 
für  jeden  Werth  von  t  zu  bestimmen ,  und  sonach  dio  gegebene 
Aufgabe  aufzulösen. 
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Nehmen  wir  in  einem  besondern  Falle  an,  dafs  die  zwey  ge- 
gebenen Curven  Kreise  des  Halbmessers  r  und  r'  sind ,  deren 
gemeinschaftlicher  Hittelpunkt  der  Anfang  der  Coordinaten  ist , 
so  hat  man 

x8  -j-  y*  =  r*,  x'a  +  f  =  r'8  also  auch  , 

x  x' 
by  =  —1  6x,  by'  b  —  L  6x< 

r  r 

wodurch  die  Bedingungsgleichung  (a)  in  folgende  übergeht 

bx  bx' 
—  =  _ 

y  r 

so  dafs  man  für  die  Gleichung  (VIII)  erhält 

■*  (*  -  &  —  (*  -  SO  +  »>'  (*-  S) 

—  m'  x'  (Y'  —  Hl')  =  o 
V  dta  / 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  drey  folgenden 

x»  -J-  y»  =  r»,  x'a  +  y"  =  r'a,  (x—  x')J  +  (y— y')*  =  a« 

so  wird  man  daraus  die  Werthe  von  x  ,  y ,  x',  y',  als  Funktionen 
von  t  bestimmen. 

Da  die  Entfernungen  r,  r'  der  Körper  vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  unveränderlich  sind,  so  ist  die  Linie,  welche 
die  beyden  Körper  mit  dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der 
Kreise  verbindet ,  als  ein  Hebel  zu  betrachten ,  dessen  Unter- 
stützungspunkt jener  Mittelpunkt  ist. 

Wirkt  blofs  die  constante  Schwere  g  in  der  Richtung  der  y, 
so  ist  X  s  X'  =  o  und  Y  =  Y'  =  g ,  also  die  vorige  Gleichung 

J!L  (*d«y_yd»x)  +  g>  (x'd*y'--y'd'x<) 

—  g  (mx  -f  m'x')  =  o  (c)  ; 

Sind  aber  A  ,  B  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  beyden 
Gewichte  mg  und  m'g',  wo  A  mit  x  ,  undB  mit  y  parallel  ist,  so 
hat  man  (Cap.  I;  , 

(m  +  m')  .  A  =ss  mx  -f-  m'x'. . . .  (d) 

Nennt  man  endlich  B  den  Winkel ,  welchen  die  Entfernung 

\ZAa-f-B3  des  Schwerpunktes  von  dem  Anfange  der  Coordina- 
ten mit  der  Achse  der  x  bildet ,  so  findet  man  leicht 

xd«y  —  yd'x  =— r'd1» 
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und  eben  80  -  • 

x'day'— y'd^x'ss  — r'ada$ 


und  da  A  =  y/A*  -f-  B*.  Sin  $  ist,  so  ist  die  Gleichung  (d)  jetzt 
folgende : 

mx  +  m'x'  =  (m  -J-  m').  \/'A.*  +  B*V  Sin  $ 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (c),  so  erhält 

d'S   

(mr'+m'r'»)-  +  (m  +  mO.  g  x/A'+B».  Sin*  =  o 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

inr9  -f-m'  r** 


(m+mO|^Aa4-B* 

■ 

so  ist 

da3  fi 

+  ?  Sin9  =  0 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  Gleichung  (b)  des  §.  5., 
so  sieht  man ,  dafs  die  Bewegung  unsers  Hebels ,  oder  vielmehr 

die  der  Linie  \/Aa  -|-  Ba,  welche  den  Schwerpunkt  beyder  Kör- 
per mit  dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  bcyden  Kreise 
verbindet,  dieselbe  mit  der  Bewegung  eines  Pendels  ist ,  dessen 
Länge-  f,  und  dessen  Aufhängepunkt  jener  gemeinschaftliche  Mit- 
telpunkt der  beyden  Kreise  ist. 

5.  1/,. 

Zwey  gerade  Linien  AB  und  CD  durchschneiden  sich  senk- 
recht in  ihrer  Mitte  O.  An  den  beyden  Endpunkten  einer  unbieg- 
samen Stange  ,  deren  Länge  gleich  a ,  sind  zwey  Körper  befesti- 
get ,  deren  der  eine  m  sich  in  AO,  und  der  andere  m'  sich  in  C-O, 
wie  in  einem  Kanäle,  bewegen  soll.  Einer  dieser  beyden  Körper 
erhalte  eine  ursprüngliche  Impulsion,  ohne  dafs  äufsere  Kräfte 
auf  sie  wirken ;  man  bestimme  die  Bewegung  dieser  Körper. 

Sey  Om  =  x,  Om'  =  y  also  a*  =  xa  -h  ya  und  dt  das  Element 
der  Zeit,  so  hat  man,  nach  dem  Grundsatze  der  Erhaltung  der  le- 
bendigen Kraft  (Cap.III,  g.  3.)  in  einer  leicht  zu  entwerfenden  1  igur 

* 

mdxa  m'dya 
wo  A  eine  Constante  bezeichnet.  Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke 


yadya     ,     ,  x»dxa 
dx'  =  °der  dy"  "*  a^=?  ' 


so  erhält  man 
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dt  =  dx  y 

r  dt  =  dy  y 


maa  -f-(in' — m)x9 


A(a«— x9) 


m'ft* — (m'—  injy9 


A(a9—  y9) 

Integrirt  man  diese  zwey  Gleichungen,  so  erhält  man  x  sowohl 
als  y  durch  t  ausgedrückt.  Sind  dann  v  und  v*  die  Geschwindig- 
keiten der  Körper  m  und  in',  so  ist 


und  v1 


%  -  V 


A(a9— x9) 
raa3  -j-(m'— ni)x9 


A(a9-y9) 


hat,  so  ist  c 


»  wodurch  die  Gröfse  A  bestimmt  wird. 


m'a3 — (nv — m)yÄ 

Ist  im  Anfange  der  Bewegung  m  in  A  und  m'  in  O ,  und  ist  c 
die  anfängliche  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  ra' erhalten 

v~ 

\  m' 

Wie  dann  m'  näher  zu  C  kömmt ,  nimmt  seine  Geschwindigkeit 
ab,  bis  sie  in  C  selbst ,  wo  y  =  a  =  OC  wird,  völlig  verschwin- 
det;  die  Geschwindigkeit  von  m  aber  wächst  in  derselben  Zeit , 
bis  m  nach  O  kömmt,  wo  die  Geschwindigkeit  von  m  ihren  gröfs- 

•*  /  m' 

ten  Werth  c  y  —  erreicht.  Wenn  der  Körper  m  diesen  Punkt 

O  erreicht  hat,  so  geht  er  weiter  durch  den  Kanal  OB ,  während 
in'  durch  CO  zurückgeht,  und  jetzt  ist  die  Geschwindigkeit  von 
m  in  B  gleich  Null ,  und  die  von  m'  in  O  gleich  c.  Von  da  geht 
m'  durch  OD  =  a,  während  m  durch  BO  =  a  geht;  ferner  geht 
m  durch  OA ,  während  m'  durch  DO  zurückgeht ,  u.  f.  so  dafa 
die  beyden  Körper  ohne  Ende  die  beyden  Kanäle  AB  und  CD 
durchlaufen,  wenn  sie  von  keinem  Widerstande ,  keiner  Reibung 
u.  f.  aufgehalten  werden. 
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SIEBENTES  KAPITEL. 

Bewegung  durch  Centraikräfte. 


tf.  i. 

VVenn  auf  den  Körper  eine  veränderliche  Kraft  R  wirkt ,  die 
nach  irgend  einen  festen  Punkt  gerichtet  ist,  so  wird  man,  wenn 
man  diese  Kraft  parallel  mit  den  Richtungen  der  drey  rechtwink- 
lichten  Coordinaten  ijrz  zerlegt,  deren  Anfang  jener  feste  Punkt 

XV  z 

ist,  für  diese  drey  Seitenkräfte  haben  R       R  —  und  R  wo 

J  .  r        r  r 

der  Kürze  wegen  die  Entfernung  des  Körpers  von  dem  festen 

Punkte  gleich  r  =  \/ka  +  ya  +  z2  gesetzt  worden  ist.  Nimmt 
man  also  an,  dafs  diese  Kraft  den  Körper  dem  festen  Punkte  zu 
nähern  sucht,  so  hat  man  für  diese  Seitenkräfte  nach  x  y  undz 

X  =  -?1,Y  ^u„dZ=-^  ' 

r  r  r 

Ist  daher  die  Bewegung  des  Körpers  frey ,  und  keinen  andern 
Bedingungen  unterworfen ,  so  hat  man  nach  der  Gleichung  (III) 
oder  (IV)  desCapitels  II 


o  = 

d'x 

+ 

Rx^ 
r 

o  = 

day 

r  1 

o  = 

d»z 
dt» 

Rz 
r 

o 


Diese  Gleichungen ,  welche  das  Element  dt  der  Zeit  als  constant 
voraussetzen ,  bestimmen  die  Bewegung  des  Körpers ,  diesen  als 
einen  Punkt  betrachtet,  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten. 
Diese  Gleichungen  enthalten  weder  unmittelbar  die  Coordi- 
naten des  Punktes,  in  welchen  die  Bewegung  des  Körpers  anfing, 
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noch  die  dem  Korper  im  Anfange  mitgctheilten  Geschwindigkeiten 
nach  den  drey  Achsen  der  Coordinaten ,  aber  diese  Gröfsen  wer- 
den später  durch  die  Constanten  bestimmt  werden ,  welche  die 
doppelte  Integration  dieser  drey  Differentialgleichungen  des 
zweyten  Grades  einführen  wird. 

Ist  R  als  eine  Funktion  der  Coordinaten  x  y  z  oder  als  eine 
Funktion  des  Radius  Vectors  r  gegeben,  so  werden  die  erwähn- 
ten drey  Integrale  Gleichungen  zwischen  x  y  z  und  t  seyn ;  man 
wird  also  aus  denselben  die  Werthe  der  Coordinaten  x  y  z  für 
jeden  Werth  Ton  t  bestimmen,  d  h.  man  wird  den  Ort  desKör- 

Sers  für  jede  Zeit  angeben  können.  Wenn  man  endlich  zwischen 
iesen  drey  Integralen  dieGröfse  t  eüminirt,  so  erhält  man^wey 
Gleichungen  zwischen  x  y  und  z,  welche  daher  die  krumme  Li- 
nie, die  Bahn,  ausdrücken,  in  welcher  sich  der  Körper  bewegt. 

I.  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (I)  durch  dx, 
die  zweyte  durch  dy,  und  die  dritte  durch  dz,  so  gibt  die  Summe 
dieser  Produkte 

dx  d»x -f- dy  d3 y-|-  dz  d*z       Rxdx  +  Ry  dy  +  Rzdz 

o  =   H  

dt»  r 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

dx94-dy3+dz"  /R 
0=   —   +3  J  7  (x  dx  +  y  dy +  z  dz) -fConst. 

oder 

dxÄ  +  dy*  +  dz» 
*   '   °  =   dt»  *~  2  ^R  ^  +  Const* 

Ist  daher  die  Kraft  R  eine  Funktion  des  Radius  Vectors  r  , 
so  ist  auch  das  Integral  /Rdr  eine  bestimmte  Funktion  des  Ra- 
dius Vectors,  die  wir  durch  F  (r)  bezeichnen  wollen.  Es  ist  aber 

- — S-^J   der  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  des  Kör- 
pers in  jedem  Punkte  seiner  Bahn  (Cap.  III,  g.  3.).  Nennt  man 
daher  c  die  anfangliche  Geschwindigkeit  des  Körpers  und  eben 
so  a  die  anfangliche  Entfernung  r  des  Körpers  von  dem  festen 
Punkte  ,  so  ist  die  letzte  Gleichung 

o  =  cl+aF(a)  +  Const. 

und  wenn  man  diesen  Werth  der  Const.  in  der  «letzten  allgemeinen 
Gleichung  substituirt 

dx»  +dy2  -l-dz* 

  j*.  =  c»+af  (a)-*f  (r) 

oder,,  wenn  die  Kraft  R  eine  Funktion  des  Radius  r  ist,  so 
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der  Werth  der  Geschwindigkeit  des  Körpers ,  in  jedem  Punkte 
seiner  Bahn  nur  von  der^  Entfernung  r  des  Körpers ,  von  der  an- 
fänglichen Entfernung  a,  und  von  der  anfänglichen  Geschwindig- 
keit ab.  Wenn  daher  ein  Körper  von  einem  gegebenen  Punkte 
mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  ausgeht ,  um  zu  einem  an- 
deren Punkte  zu  gelangen,  so  wird  er  bey  seiner  Ankunft  in  die- 
sem letzten  Punkte  immer  dieselbe  Geschwindigkeit  haben,  wel- 
ches auch  die  krumme  Linie  seyn  mag,  die  er  zwischen  diesen 
beyden  Punkten  beschrieben  hat.  Wirkt  aber  auf  den  Körper  keine 
äufsere  Kraft,  sondern  bewegt  er  sich  blofs  in  Folge  eines  anfäng- 
lichen Stolses  ,  so  ist  R  sa  o,  also  auch  F  (r)  =  o  und  daher , 
wie  die  letzte  Gleichung  zeigt ,  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 
in  allen  Punkten  seiner  Bahn  constant. 

II.  Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (I)  durch  y, 
und  die  zweyte  durch  x ,  so  gibt  die  Differenz  dieser  Produkte  , 
wenn  man  sie  integrirt , 

x  dy — ydx  es  c  .  dt 
und  eben  so         x  dz — z  dx  =  c' .  dt 

ydz — z«dy  ss  c".dt 


wo  c ,  c',  c"  constante  Gröfsen  sind.  Es  ist  aber  x  dy — y  dx  der 
Ausdruck  der  doppelten  Fläche,  welche  der  auf  die  Ebene  der 
xy  projicirte  Radius  r  in  der  Zeit  dt  beschreibt.  Auswiesen  Glei- 
chungen folgt  daher,  dafs  wenn  die  Kraft ,  welche  au?  einen  Kör- 
per wirkt,  nach  einem  festen  Punkt,  den  Anfang  der  Coordinaten 
gerichtet  ist,  dafs  dann  die  Flächen,  welche  der  Radius  r  in 
Beziehung  auf  jede  der  drey  coordinirten  Ebenen  beschreibt,  der 
Zeit,  in  welcher  sie  beschrieben  werden,  proportional  sind.  Auch 
umgekehrt,  wenn  diese  Flächen  sich  wie  die  Zeiten  verhallen, 
so  ist  dieKraftnach  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gerichtet, 
denn  nennt  irian  wieder  XYZ  die  nach  den  Achsen  der  Coordina- 
ten zerlegten  Kräfte ,  so  hat  man 

dax      __  d«y      .       •  i     ■  d9z 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  y  und  die 
zweyte  durch  x ,  so  gibt  die  Differenz  dieser  Produkte 

mit  den  ähnlichen  Ausdrücken  für  xz  und  y<.  Ist  daher  die  Flä- 
che xdy— ydx  constant,  also  ihr  Differential  gleich  Null,  so  ist  auch 

Tx  —  Xy  —  O  "■..>■*,. 

oder  die  Kräfte  X  und  Y  verhalten  sich,  wie  die  Coordinaten  x 
und  y  d.h.  die  mittlere,  aussen  bevden  Kräften  X  und  Y  zu- 

m.  f  m 
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sammengesetzte  Kraft  geht  durch  den  Anfang  der  Coordinaten 
(Vergl.  Cap.  Iii,  §.  3,) 

III.  Multiplicirt  man  die  drey  ersten  Gleichungen  in  II  nach 
der  Ordnung  durch  z ,  —  y  und  x ,  so  gibt  die  Summe  dieser 
Produkte 

o  =  c".  x — c'.  y  -|-  c .  z 

die  Gleichung  der  Ebene,  in  -welcher  sich  der  Körper  bewegt, 
und  die  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  geht.  Da  also  der 
Körper  sich  in  einer  ebenen  Curye  bewegt,  so  können  wir 
die  bisher  willkührlichen  senkrechten  Coordinaten  x ,  y  ,  z  so 
annehmen ,  dal's  die  beyden  ersten  x  und  y  in  der  Ebene  dieser 

Hz 

Curve  liegen,  wodurch  z  also  auch  — —  gleich  Null  wird.  Die  Be- 
wegung des  Körpers  wird  daher  schon  durch  folgende  z  w  e  y 
Gleichungen  bestimmt 


o  = 


dt*     1        r  I 

d 

dta 


[*■         r  J 


die  wir  nun  näher  betrachten  wollen. 

Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (II)  durch  dx , 
und  die  zweyte  durch  dy ,  so  gibt  ihre  Summe,  wie  zuvor 

dx»  +dy* 

1     dl»       =  , 

>ro  A  eine  constante  Gröfse  ist.  Multiplicirt  man  aber  die  erste 
durch  y ,  und  die  zweyte  durch  x ,  so  gibt  ihre  Differenz 

xdy — y  dx  =  B.dt 

woB  wieder  eine  Constante  ist.  Um  diesen  Gleichungen  eine  ein- 
fachere Gestalt  zu  geben ,  seye  v  der  Winkel  des  Radius  r  mit 
der  Achse  der  x,  so  ist  x  =  r  Cos  v  und  y  =  r  Sin  v.  Substi- 
tuirt  man  diese  Werthe  von  x  und  y ,  und  ihre  Differentialien  in 
den  beyden  letzten  Gleichungen ,  so  gehen  sie  in  folgende  über 

r«dv»  +  dr*  1 

r»dv  =  B.dt  J 

Die  erste  dieser  Gleichungen  gibt  die  Geschwindigkeit  des  Kör- 
pers in  jedem  Punkte  seiner  Bahn,  und  die  andere  enthält  dasGe-  . 
setz  der  Erhaltung  der  Flächen  (Cap.  III,  g.  2.),  denn  ist  s  der 
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Bogen  und  f  die  Fläche,  welche  zwischen  der  Achse  der  x  und 
dem  Radius  r  enthalten  ist,  so  hat  man  bekanntlich: 

ds»  =  radv»  -f-  dr*  und  df  =  £  r»dv 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  die  Grobe  dt ,  so 
erhält  man 

B"  R«dra 

FT^-rToV  =A-2yRdr...(3) 

«der  R  =   -  d .  [r*  dv'J 

dr 

Diese  Gleichung  gibt  die  Kraft  R ,  wenn  die  Gleichung  derCurve 
gegeben  ist,  in  weleher  sich  der  Körper  bewegt,  und  sie  gibt 
auch  die  Gleichung  dieser  Gurve,  wenn'die  Kraft  R  gegeben  ist , 
die  auf  denKörper  wirkt.  Der  letzte  Fall  erfordert  aber  eine  dop- 
pelte  Integration,  daher  wir  jenen,  als  den  einfacheren,  zuerst 
betrachten  wollen.  . 

L  Es  sey  die  Curve  eine  Ellipse ,  deren  halbe  grofse  und 
kleine  Achse  a  und  b  ist.  Nimmt  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  ,  nach  welchem  die  Kraft  R  immer  gerichtet  seyn  soll ,  in 
dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  an,  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse 

ab 


V/aÄSinay-t-bJ  Cos'v 

und  ihr  Differential 

dr  r  (a9— b*) 


dir  2a"ba 
Allein  die  erste  Gleichung  gibt  äuch 


.Sin  21; 


also  auch 

2  ab 


.»    • « 


Sin  2  v  =  2  Sin*  Cos  v  =  ;  .    M*  *a •  \/(aa-~ r9;(r9— b«) 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  von  Sin  2  v  in  der  zweyten  der 
vorigen  Gleichungen ,  so  ist 


dr  r 


■  t,  i».  .     «   • 

M  i 
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und  wenn  man  diesen  Werth  von  ^-  in  der  Gleichung  (2)  sub- 
stituirt 

B\  (a»+bf— r»)  =  A— a/Rdr  ...... 


und  deren  Differential  gibt: 

•  Ba 

R  =  —t—.  r 
aab« 

Wenn  also  der  Körper ,  der  Planet ,  eine  Ellipse  beschreibt ,  in 
deren  Mittelpunkte  zugleich  der  Mittelpunkt  der  Kraft,  die  Sonne, 
ist ,  so  mufs  sich  diese  Kraft  R  wie  die  Entfernung  des  Körpers  r 
-verhalten ,  oder  die  Kraft  mufs  mit  der  Entfernung  in  demselben 
Verhältnisse  ab-  und  zunehmen. 

Sucht  man  die  Kraft,  welche  den  Körper  zwingt,  eine  hyper- 
bolische Spirale  zu  beschreiben ,  deren  Gleichung  bekanntlich 
a 

r  =    ist ,  so  gibt  die  Gleichung  (2) 

B* 

R  =  —  ■ 
r* 

oder  die  Kraft  verhält  «ich ,  wie  verkehrt  der  Würfel  der  Ent- 
fernung. 

Sucht  man  die  Kraft,  welche  den  Körper  zwingt,  einen  Kreis, 
dessen  Halbmesser  a,  zu  beschreiben,  und  nimmt  man  den  An- 
fang der  Coordinaten  oder  dert  Mittelpunkt  der  Kraft  in  der  Peri- 
pherie des  Kreises  an  ,  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises 

r  =  a  a  Cos  v 

also*gibt  die  Gleichung  (2) 

_  8a«B« 
R  =   — . 

r5  1 

oder  die  Kraft  verhält  sich4  wie  verkehrt  die  fünfte  Potenz  der 
Entfernung. 

Sucht  man  endlich  die  Kraft,  welche  den  Körper  zwingt, 
sich  in  einer  Ellipse  zu  bewegen*  in  deren  einem  Brennpunkte 
der  Mittelpunkt  der  Kraft  ist,  so  ist  die  bekannte  Gleichung 
der  Ellipse 

a(i— -e«) 

•    r  —  — —  — 

1  -}-eCosv 

wo  r  die  Entfernung  des  Körpers  von  jenem  Brennpunkte ,  v  der 
Winkel  von  r  mit  dem  kleineren  Theile  der  grofsen  Achse  2  a  , 

und  ae  die  Excentricität ,  also  die  halbe  kleine  Achse  b  =  aJ/W e\ 
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und  der  halbe  Parameter  p.^»  (*—©')  ist.  Ist  in  dieser  Glei- 
chung die  Gröfse  a  negativ ,  und  ist  e  gröfser  als  die  Einheit , 
so  gehört  sie  für  die  Hyperbel,  und  ist  e  gleich  der  Einheit, 
und  a  unendlich  grofs ,  so  gehört  sie  Tür  die  Parabel.  Wenn  man 
i»ic  diffcrentiiret ,  so  erhält  man : 

dr»  ■  i  i 


r«dv«       ar(i — e9)       r"       a8  (i — ea) 
also  gibt  die  Gleichung  (a) 

ar(i— e«)  "*  a»(i— e«)  ~  A~~2J  r 
und  dessen  Differential 

R  =    ,  B'  a;.~  oder  R  =        \  .  .  ,  (3)1 
a(i — ea)  ra  p    r«  v 

oder  die  Kraft  verhalt  sich,  wie  verkehrt  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung. 

U.  Bequemer  werden  diese  und  ahnliche  Untersuchungen , 
wenn  man  die  Gleichungen  derCurven  «wischen  dem  Radius  Vec- 
tor  r  und  dem  Lothe  u  aus  dem  Anfangspunkte  von  r  auf  die  Tan- 
gente der  Curve  einführt.  Man  hat  nähmlich,  wie  man  leicht  sieht : 

1 


ds      ra    ds  r         dr  r 


dv      u  '  dr     J/fC_u«  '  d»  u 

du        .   du  u 

-  =  v/r._u'  und  ^  =  r 


vro  ds  es  x/dr"  +  r*  uv*  das  Element  des  Bogens  der  Curve  be- 
zeichnet. DifFerentiirt  man  die  dritte  dieser  Gleichungen,  indem 
man  dr  constant  annimmt ,  so  ist 

  f   .  r(r  Jr — udu)l 

dav.r  vA*— u"  =  du . dr— dv .    dr  v/r'— u*  +        ;   1 

l  J/ra— ua  J 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  d9»  in  dem  bekannten  Aus- 
drucke des  Krümmungshalbmessers 

ds» 

*  "~  ds*dv  +  dr*d*  +  rdrdav 

und  setzt  man  statt  ds  und  dv  ihre  vorhergehenden  Werthe  in  dr , 
so  erhält  man  für  den  Krümmungshalbmesser  den  einfachen  Aus- 
druck 

r  dr 
f  m  "du" 
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■  • 

B* 


als©  wird  auch  die  Gleichung  (3)  in  folgende  übergehen : 

•  <  1 1  •        .  •    •»    -    - »  11     » ■  •  ■    •  i  •  .  ■      .    «  .  . 

B  3 

-7  ä  A^a/Hdr  odei 
B'du 


er 


Bdr  =       .  ■  oder  endlich 
B*r 


R  = 

u  | .  £  •  *  '  '  *  * '  '  " 


Mit  diesem  Ausdrucke  lassen  sich  die  vorhergehenden  Aufgaben 
ohne  Mühe  auflösen ,  wenn  man  die  Gleichung  der  gegebenen 
Oirven  zwischen  u  und  1  zu  Grunde  legt.  So  ist  für  die  loga- 
1  ithmische  Spirale 


t  


•  < 


v  =  m.log.r  oder  u  ss   '  jri— 

für*  die  liyperbolische  Spirale 

1   m  mr 
r  =  oder  u  =—~= 

1  \/m 9  *4**  t  *  •      •  • 

für  die  Ellipse ,  wenn  u  und  r  aus  dem  Mittelpunkte  genommen 
werden  ,  und  a,  b  die  halbe  grofse  und  kleine  Achse  bezeichnet 

a"  b» 

u» 


a24-b9— r3 

und  wenn  u  und  raus  einem  der  beyden  Brennpunkte  genommen 
werden 

ba  r 

ii«  —   

sa-r 

für  den  Kreis  endlich,  dessen  Halbmesser  a  ist,  hat  man,  wenn 

11  und  r  aus  einem  Punkte  der  Peripherie  genommen  werden 

•  -    •   '  •    «11  *••  •  ..  •  1, 

ra  =  ü  au 

III«  Die  zweyte  der  Gleichungen  (1)  ist  radv  =  Bdt.  Nennt 
n>an  aber  wieder  u  das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kraft  auf 
die  Tangente  der  Bahn,  so  ist  (nach  II)  radv  =  uds  also  ist  auch 

ds  B 
dt  ~~  u 

ds 

Da  aber  v-  der  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  sei- 

nerBahn  ist,  so  zeigt  die  letzte  Gleichung,  dafs  für  jcdeCentral-Kraft 
die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  der  Bahn  sich  wie  verkehrt 
das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kraft  auf  die  Tangente  der  Bahn 
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in  diesem  Punkte  verhalt.  Die  Winkelgeschwindigkeit 

dv 

aber,  oder  die  Gröfse  —  verhält  sich,  wie  die  zweyte  der Glei- 

dt 

chungen  (1)  zeigt  ,  wie  verkehrt  das  Quadrat  des  Radius  Vectors. 

5.  3.  .  " 

Wir  wollen  nun  auch  die  umgekehrte  Aufgabe  auflösen,  und 
die  krumme  Linie  suchen,  wenn  die  Kraft  gegeben  ist.  Der  Kürze 
"wegen  wollen  wir  aber  nur  den  ersten  und  letzten  der  in  §.  2.  ge- 
gebenen Fälle  näher  betrachten. 

Es  verhalte  sich  also  zuerst  die  Kraft  wie  die  Entfernung  rf 
oder  es  seye  R  =  m.r  wo  m  eine  constante  Gröfse  bezeichnet, 
so  gehen  die  Gleichungen  (II)  des      1.  in  folgende  über: 

dax  d»y 

d^  +  mx»  °=  dF  +  my 

Es  sey,  wie  zuvor,  x  =  r  Cos  v  und  y  =  r  Sin*.  Substituirt  man 
diese  Werthe  von  x  und  y  in  den  vorhergehenden  Gleichungen , 
und  mulüplicirt  dann  die  erste  durch  Sin  v,  und  die  zweyte  durch 
—  Cos  v ,  so  gibt  ihre  Summe  ,  wenn  man  sie  integrirt 

r»  dv  . 

* 

wo  m  * .  ab  eine  Constante  ist.  Multiplicirt  man  aber  die  erste 
jener  Gleichungen  durch  Cos  v»  und  die  zweyte  durch  Sin»,  so 
gibt  ihre  Summe 

d'r  rdv" 

—  —  U  mr  =  o 

dt»         dl'  T 


oder  wenn  man  statt  -j-  seinen  Werth  —  substituirt , 

dt  r 

dÄr       ma1  b*  , 

^  (-  mr  =  o 

dt«   .       r*  r 

Multiplicirt  mau  diese  Gleichung  durgh  dr  und  integrirt,  so  ist : 
dr»  maab* 

wo  wieder  m  (a*  +  b*)  eine  Constante  ist.  Wir  haben  also  dtt 
zwey  Gleichungen 

rdr 

dt 


J/m(— a»  b'  +(a«-fb»)rt— 1-) 
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und  dv  =  — 

r  j/~a»  ba  +(a-  +  b«)  r*— r* 

Das  Integral  der  letzten  ist 

b  i  /  aa— r* 
Sin  <_.)  =  ;  y  ^-^ 

und  das  Integral  der  ersten 


i  ^     3\/-aal»,  +  (a,+I)')rJ- 

t  — ß  =  — r-.  Are.  Cos 


a(/ra  aa— ba 

wo  a  und  ß  die  Constanten  der  Integration  sind.  Die  vorletzte 
Gleichung  zeigt,  dafs  die  Bahn  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittel- 
punkt zugleich  der  Mittelpunkt  der  Kraft  oder  der  Anfang  der 
(Koordinaten  ,  und  deren  halbe  grofse  und  kleine  Achse  a  und  b 
ist.   Fangen  die  Gröfsen  (v  —  et)  und  t  zugleich  an ,  so  ist 

ß  =  — ~  wo  t=  3.i4i5o 

■       4  A  7 

und  die  letzte  Gleichung  geht  in  folgende  über 

■ 

aa4-ba       a* — ba  „ 
ra  =  — !  1  Cos  2  t  |/ra  oder 

r*  =  aa  Cosa  t  \/iu  +  ba  Sin«  t  J/ui  ...  (4) 
Der  Torhergehende  Ausdruck  für  Sin  (y — o)  aber  gibt 


tg.  (v— a) 


b  ^  / a'—r» 
ä  V  r*—ba 


oder  wenn  man  den  gefundenen  Werth  von  r*  substituirt 
tg.  (v~o)  =  -  tg.  t  J/in  ....  (5) 

Die  Gleichung  (4)  gibt  den  Werth  von  r,  und  (5)  den  Wer|h 
von  v  für  jeden  Werth  von  t  so  dafs  also  durch  diese  beyden  Glei- 
chungen der  Ort  des  Körpers  in  seiner  Ellipse  für  jede  gegebene 
Zeit  bestimmt  ist«  Die  Gleichung  (4)  gibt  überdiefs  v — a  =  o  für 

t  =  o ,  und  v — et  =  900  für  t  =  -         woraus  folgt ,   dafs  die 

Zeit  des  ganzen  Umlaufes  des  Körpers  um  den  Mittelpunkt  der 

Ellipse  gleich  also  von  a  undb  unabhängig,  oder  für  alle 

Ellipsen  dieselbe  ist.  Substituirt  man  den  Werth  von  r*  aus  (4), 
und  das  Differential  d*  aus  (5)  nähmlich ) 
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a»Cosa  t  |/m  +  b»Sin,t|/'m 

ia  dem  Ausdrucke  f  =  ifr7äv  der  Fläche  des  elliptischen  Sec- 
tors  ,  so  erhält  man 

f  =  ifm  *.  ab  dt  =  i  m'.abt 

oder  diese  Flächen  verhalten  sich  wie  das  Produkt  der  beyden 
Achsen  in  die  Zeit,  in  welcher  sie  beschrieben  werden. 

I.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  läfst  sich  aber  auch  unmit- 
telbar aus  den  beyden  oben  gegebenen  Gleichungen 

d»x  .  d9y 

0=dF  +  mx'0==dF"hmjr 

ableiten,  wenn  man  bemerkt,  dafs  ihre  zweyten lntegralien sind 

x  =  A  Cos  t  f/"hi  — B  Sin  t  J/m 
y=  A'Cost|/m— B  SintJ/*m 

wo  ABA'B'  die  vier  Constanten  der  Integration  sind. 

Für  t  =  o  geben  diese  Integrale  x  =  A ,  y  =  A'  und  wenn 
man  sie  einmal  differentürt,  und  nach  der  Differentiation  wieder 

.  dx  dy  _ 

t  =  o  setzt,  so  hat  man  = — B  J/ni  und  —  = — ß/J/m, wor- 
aus folgt,  dafs  A,  A'  die  Coordinaten  des  Körpers  im  Anfange 
seiner  Bewegung,  und  dafs  —  B  J/m  und — B'  [/^m  die  anfäng- 
lichen Geschwindigkeiten  desselben  nach  der  Bichtung  der  x  und  y 
sind.  Setzt  man  daher  diese  vier  Constanten  als  gegeben  voraus, 
so  wird  man  aus  ihnen  leicht  die  Elemente  der  Bahn  ableiten. 
Multiplicirt  man  endlich  die  erste  jener  zwey4ntegralgleichungen. 
durch  A',  und  die  zweyte  durch  —  A ,  so  gibt  ihre  Summe , 

o  =  A' x— A  y  +  (A' B— AB')  Sin  t  J/m 
und  eben  so 

o  =  B'  x — B  y  +  (A'  B — AB')  Cos  t  J/ni 

Eliminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  die  Gröfse  t  J/m , 
so  hat  man 

(A'f+B")x«-KA9+B»)y»— 3  (AA>+  BB')xy  =  (AB'— A'B)« 

die  Gleichung  der  Bahn  ,  die  also  für  einen  Kegelschnitt ,  und 
da  dieser  nach  allen  Seiten  begränzt  ist,  für  eine  Ellipse  gehört, 
wie  zuvor  gefunden  wurde.  Man  kann  noch  bemerken ,  dafs  sich 
die  Gleichungen  (3)  und  (4)  auch  sehr  leicht  in  einfache  Beihen 
entwickeln  lassen.  Die  letzte  gibt  so 

*— «=t  J/\n— P Sin  2 1 |/\n-K  I"  Sin/f  t J/m— £ P3  Sin 6 1 J/in  + 


Digitized  by  Google 


1«% 

und  umgekehrt 

t  \/\a  «=  (v— a)  +  PSina  (v  —  a)+f  P»  Sin*  (v—a) 

und  die  der  Gleichung  (3)  unmittelbar  vorhergehende  Gleichung 
gibt 

a  -4-  b 

log  r  =  log  — '  —  —  PCosstJ/m— iP*Cos  4tJ/m 

— f  P»Cos6tJ/~m  — ...woP  =  »st. 

v  a  +  b 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  die  Kraft  sich  wie  verkehrt  das 
Quadrat  der  Entfernung  verhalte,  oder  dafs  R  =  —  sey,  wo  ft 
eine  constante  Gröfse  ist,  so  sind  die  Gleichungen  (II)  des  J.  i. 


Denkt  man  sich  diese  Kraft  als  die  Wirkung ,  als  die  Anziehung 
eines  Körpers ,  dessen  Ort  der  Mittelpunkt  der  Kraft ,  oder  der 
Anfangspunkt  der Coordinaten  ist,  so  folgt  aus  der  Vergleichung 
dieser  Ausdrücke  mit  den  letzten  Gleichungen  des  Cap.  II,  $.  3. 
Nro.  IV,  dafs  die  eingeführte  Qonstante  fi  gleich  M  -}-  m,  oder 
gleich  der  Summe  der  Massen  des  anziehenden  und  des  angezo- 
genen Körpers  ist. 

Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (III)  durch  x , 
und  die  zweyte  durch  y,  so  gibt  ihre  Summe,  wenn  man  sie  in- 
tegrirt 

dx'-f-dy'  fjc 
dt»  "r  ä 

wo  a  die  Constante  der  Integration  ist.  Diese  Gleichung  gibt  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  m  in  jedem  Punkte  seiner  Bahn. 
Multiplicirt  man  aber  die  erste  der  Gleichungen  (III)  durch  y , 
und  die  zweyte  durch  —  x  ,  so  gibt  ihre  Summe  ,  wenn  man  sie 
integrirt 

x  dy — y  dx  =  dt .  J//xp 

wo  wieder  p  die  Constante  der  Integration  ist.  Diese  Gleichung 
gibt  bekanntlich  die  Fläche,  welche  von  dem  Radius  Yector  r 
in  der  Zeit  t  beschrieben  wird  ,  und  sie  zeigt ,  dafs  diese  Fläche 
der  Zeit  selbst  proprotional  ist. 
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Nimmt  man  wieder  an,  lel  Cos  9 ,  y  =  r  Sin  r,  so  sind 
die  zwey  letzten  Gleichungen 

dt«        "7        *  L  .  «  •  •  (6) 
r2  dv  =  dt  \Z/£p"  J 

El iminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  die  Gr üf sc  dt ,  und 

setzt  r  =  - .  so  erhält  man 
z 

pdz 

dv  = 


*'  —  /  

und  dessen  Integral 


i  —  pz 


„  4-  (iBo  —  ■#)  =  Are.  Cos  %  f  ~? 


a 


wo  (i  8«  —  «)  dieConstantc  der  Integration  bezeichnet,  oderwönn 

i 

man  den  Werth  von  z  =  -  wiederherstellt,  und  der  Kürze  wegen . 

i  —  -  =  e*  setzt 

a  1 

r  -  ,+eCoP9(v-S")  (7)  • 

für  die  Gleichung  der  gesuchten  krummen  Linie,  in  welcher  sich 
der  Körper  m  bewegt.  Diese  krumme  Linie  ist  also  ein  Kegelschnitt, 
und  zwar  eine  Ellipse ,  Hyperbel  oder  Parabel ,  nachdem  a  po- 
sitiv, negativ,  oder  unendlich  grofs,  oder  auch,  nachdem  e  klei- 
ner ,  oder  gröfser  als  eins ,  oder  gleich  eins  ist.  Von  diesem  Ke- 
gelschnitte ist  die  halbe  grofse  Achse  gleich  a,  der  halbe  Para- 
meter gleich  p,  und  die  Excentricität  gleich  e,  also  auch  p  = 

a(i — e"),  und  die  halbe  kleine  Achse  gleich  b  =  a  y/i — e*.  Die 
Grofse  v  bezeichnet  den  Winkel  des  Radius  Yectors  r  mit  irgend 
einem  seiner  Lage  nach  constanten  Radius  Vector,  welcher  letzte 
mit  der  grofsen  Achse  den  Winkel  5>  bildet.  Zählt  man  den  Win- 
kel v  von  der  grofsen  Achse  selbst,  oder  läfst  man  die  Bewegung 
in  dem  Endpunkte  der  grofsen  Achse ,  welcher  dem  Körper  M 
am  nächsten  ist,  anfangen,  so  ist  J5  =  o  und  die  Gleichung  der  Bahn 


iö8 

Eliminirt  man  die  Gröfse  dv  aus  den  beyden  Gleichungen  (6), 
60  erhält  man 


rdr \f  I 
it  =  V  f» 


y/a9  e* — (a — r)9 
Diesen  Ausdruck  einfacher  zu  machen ,  sey 

r  =  a  (1 — e  Cos  u) 

so  ist    dt .  ^/^r  83  0— e  Co8  u)  du 
also  dessen  Integral ,  wenn  u  mit  t  zugleich  verschwindet 


t.  1/  LL  =  tt-e  Sinu 


Ist  also  t  bekannt,  so  gibt  die  letzte  Gleichung  den  Werth  vonu, 
und  dann  erhält  man  r  und  v  durch 

t 

r  =  a  (i — eCosu) 

a(t—e»)  —  r 

Cos  v  es   oder 

er 


e 
e 


oder  diese  Gleichungen  bestimmen  den  Ort  des  Körpers  m  in 
s einer  Bahn  für  jede  Zeit  t ,  wenn  die  Elemente  dieser  Bahn , 
oder  wenn  die  Gröfsen  a  e  und  fi  bekannt  sind. 

In  der  vorhergehenden  Gleichung  t .  *yfL  =  u  —  e  Sin  u 

fangt  der  Winkel  u  zugleich  mit  der  Zeit  t  an. 

Ist  nun  T  die  Zeit,  während  welcher  der  Winkel  u  um  die 
ganze  Peripherie  3  x  des  Kreises  gewachsen  ist ,  d.  h.  ist  T  die 
ganze  ümlaufszeit  des  Körpers  m  um  M,  so  gibt  die  letzte  Gleichung 


4*'  3 


und  da  x  und  n  constante  Gröfsen  sind,  so  verhalten  sich  die 
Quadrate  der  Umlaufszeiten,  wie  die  Würfel  der  gröfsen  Achsen. 

I.  Wir  haben  unter  der  Voraussetzung  R  =  die  Bewe- 
gung des  Körpers  m  um  M  aus  den  zwey  Gleichungen  (III)  abge- 
leitet,  weil  wir  nach  den  Gleichungen  (II)  des  §.  1.  mit  Recht 


I 


1 
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annehmen  konnten ,  dafs  die  Bahn  des  Körpers  m  eine  ebene 
Curve  ist.  Indessen  ist  es  nicht  schwer ,  die  Bewegung  dieses 
Körpers  euch  ohne  dieser  Voraussetzung  zu  bestimmen.  Nimmt 
man  nahm  lieh  noch  auf  die  dritte  Coordinate  z  desselben  Rück- 
sicht, so  hat  man  nach  den  Gleichungen  (I)  des  $.  1. 


o  = 


dt» 
d 


dt»  T  r» 


daz  pz 

and  die  Integration  dieser  drey  Gleichungen  wird  die  gesuchte 
Bewegung  des  Körpers  geben.  Wir  haben  diese  Integration  schon 
in  dem  zweyten  Theile  p.  aÖ  gegeben.  Da  uns  aber  die  dort  ent- 
wickelten Ausdrücke  noch  in  der  Folge  sehr  nützlich  seyn  werden, 
so  wird  es  erlaubt  seyn ,  die  Endresultate  derselben  hier  kurz 
zusammenzustellen. 

Wir  haben  dort  aus  diesen  Gleichungen  zuerst  folgende  sie- 
ben Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  abgeleitet : 

xdy— ydx==.c.dt,  xdz— zdx=e'dt,  y dz— zdy=c"*dr 


o 


r 


dx3  4-  dy»  -f-  dz2 


a 


dt8 


4   .  4 


(») 


wo  c  c'  c"  und  ff  f"  und  a  die  Constanten  der  Integrationen  sind, 
und»  wo  zwischen  diesen  Constanten  die  zwey  Bedingungsglei- 
chungen  statthaben 


o 
t 


fc//— f/C'-+-f"c 

^»—(fa^f/a-f. 


C'+C^-J-C" 


Durch  diese  Constanten  werden  dann  die  Elemente  der  Bahn  so 
bestimmt ,  da fs  man  hat 

halbe  grofse  Achse  =  a 

halber  Parameter  der  Bahn  a  (l— e9)  ss  —  (cf  -fc'«  -f-c"*) 
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Verhältnifs  «1er  Excentricität  zur  halben  grofsen  Achse 


f/  c"  /c'*-f  c"» 

und  tg  J  =  r  ,  tg  9  =  — ,  tg  w=  y      ya       .  .  .  (c) 


wo  J  die  Länge  des  auf  die  Ebene  der  xy  projicirtenPeriheliums, 
»  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  und  w  die  Neigung  der 
Bahn  gegen  die  Ebene  der  xy  ist. 

Endlich  hatten  wir  noch  die  Gleichungen 

o  =  c"x— c'y-f-  cz  '  1 

c»  +  c'a+c"8  =/xr  +  fx  +  f'yH-f"zJ  #  *  '  \  J 

und  für  die  Bestimmung  des  Ortes  des  Planeten  in  seiner  Bahn 


r  =  a  (1 — e  Cos  u)  und  t.  1/  —r  =  u  —  e  Sin  u 


oder  nt  =  u  —  e  Sin  u  wenn 


die  mittlere  tägliche  Bewegung  des  Planeten  in  seiner  Bahn  be- 
zeichnet. 

J.  5. 

• 

Kepler  hatte  aHS  blofsen  Beobachtungen  gefunden,  dafs  die  Pla- 
neten sich  um  die  Sonne  in  Ellipsen  bewegen,  in  deren  einem  Brenn« 
punkte  die  Sonne  ist:  dafs  die  Flachen,  welche  ihre  Entfernungen 
yon  der  9onne  in  jeder  Zeit  beschreiben,  dieser  Zeit  selbst  pro- 
portional sind,  und  dafs  endlich  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten 
der  Planeten  sich  wie  die  Würfel  ihrer  grofsen  Achsen  verhal- 
ten. Nach  ihm  überzeugte  man  sich  bald,  dafs  auch  die  Bewe- 
gung der  Kometen  um  die  Sonne,  und  die  der  Satelliten  um  ihre 
Hauptplaneten  nach  denselben  drey  Gesetzen  vor  sich  gehen.  Wir 
haben  in  g.  QU  I  Gleichung  (3)  gesehen  ,  dafs  dann  die  Kraft  der 
Sonne,  oder  überhaupt  die  Kraft  des  Central -Körpers  sich  ver- 
kehrt wie  das  Quadrat  ihrer  Entfernung  von  dem  angezogenen 
Körper  verhalte,  und  wir  haben  in  J.  4,  gezeigt,  dafs  wenn  diese 
Kraft  sich  verkehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  verhält, 
die  Bewegung  nach  jenen  drey  Gesetzen  statt  habe.  Da  also  die- 
ser Fall  zugleich  jener  der  Natur  ist,  so  müssen  wir  ihn  näher 
betrachten.  Die  Gleichung  (3)  des  J.  2  war: 

B" 

R  = 


a(i— ca)r»' 

wo  nach  der  zweyten  der  Gleichungen  (1)  die  Gröfse  B  gleich 

■ 


1 
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r"d* 

B  «=  -jj—  ist.  Die  Kraft,  mit  welcher  die  Erde  alle  Körper  auf 

ihrer  Oberfläche  anzieht,  oder  die  Schwere  ist  g  =  3o.io3Par.  Fufs 
(Cap.  V).  Nehmen  wir  diese  Schwere  der  Erde  als  die  Einheit 
der  Kraft  an ,  so  ist  die  Kraft  der  Sonne 


ga(i-e')  r* 

Setzen  wir  voraus ,  dafs  diese  Kraft  R  der  Sonne  in  der  Entfer- 
nung des  Erdhalbmessers  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gleich 
M  sey,  oder  dafs  M  die  Kraft  der  Sonne  sey,  die  Kraft  der  Erde 
als  Einheit  angenommen,  so  geht  die  letzte  Gleichung  in  fol- 
gende über 

B» 

a(i— e»)  -MS 

wenn  man  nämlich  den  Halbmesser  der  Erde  als  die  Einheit  der 
Entfernungen,  sowie  die  Kraft  der  Erde  als  die  Einheit  der  Kräfte 
annimmt. 

Die  Torhergehende  Gleichung  B  dt  =  r»dv  aber  gibt,  wenn 
man  sie  integrirt  |Bt  =  ifr*  dv ,  wo  \f  r8  dv  die  Fläche  aus- 
drückt ,  welche  der  Radius  Vectors  in  der  Zeit  t  beschreibt.  Ist 
also,  wie  zuvor,  T  die  Umlaufszeit  des  Planeten,  so  ist  §  f**fo 
die  Fläche  der  ganzen  Ellipse ,  die  bekanntlich  gleich 

*  ab  =  *  a»  \J\—  e*  ist. 


x  B5 

Setzt  man  diese  beyden  Werthe  von  — — einander  gleich, 
so  erhält  man 

gT«r 

• 

welche  Gleichung  also  die  Gröfse  U  gibt,  wenn  man  in  ihr  den 
Werth  von  g,  und  die  von  a  und  T  irgend  eines  Planeten  un- 
seres Sonnensystems  suhstituirt.  Nimmt  man  z.  B.  die  Erde ,  so 
ist  ihre  siderische  ümlaufszeit  365.256304  Tage , 
also  T  =  (365.s56384).  6o*.  24  Sekunden.  Die  halbe  grofse  Achse 

der  Erdbahn  ist  a  =  gg^g,  wenn  0"  6  die  Sonnen -Parall- 

achse  ist,   wenn  nähmlich,  nach  dem  Vorhergehenden,  der 
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Halbmesser  der  Erde  als  die  Einheit  der  Entfernungen  angenom- 
men wird.  Endlich  ist  die  Schwere  der  Erde  gleich  3o.  1  oatiPar.  Fufs 
also  wenn  die  geographische  Meile ,  deren  i5  auf  einen  Grad 
des  Aequators  gehen  220*29  Par.  Fufs,  und  daher  der  Halbmesser 

5/joo 

der  Erde    geographische  Meilen  hat 


2<r 

(30.  1028)    2  3T 


Ö  (22829)(5400) 

Erdhalbmesser. 
Es  ist  daher : 

log  4*«  sb  1.5963598 

log  a'  =  Ior   -         =  3<i3<)77^ 

*  6  8in*8".6  4*7361396 


o.oooooi5342ti 


log  T9 


4.9982236 


9.7379166 

log  g  =  4.1859063 

log  M  =a  5.5520  io3 
M  =  35646o 

oder  die  Kraft  der  Sonne  ist  nahe  356460  mahl  gröfser,  als  die 
Kraft  der  Erde.  Worin  übrigens  die  Eigenschaft  der  Körper  auch 
bestehen  mag,  vermöge  welcher  sie  einander  anziehen,  eine  Ei- 
genschaft, die  wir  mit  dem  Worte  Kraft  bezeichnet  haben,  so 
ist  klar,  dafs  diese  Eigenschaft  jedem  Elemente  des  Körpers  zu- 
kommen in  u  Ts ,  und  dafs  daher  die  Kraft  eines  Körpers  ,  mit  wel- 
cher er  alle  Körper,  die  in  d  er  s  elben  Entfernung  von  ihm  sind, 
anzieht,  desto  gröfser  ist,  je  gröfser  die  Anzahl  der  körperlichen 
Elemente  ist,  aus  denen  er  besteht,  oder  mit  anderen  Worten, 
dafs  die  Kraft  der  Körper  für  dieselbe  Entfernung  sich  wie  die 
Masse  dieser  Körper  verhält,  woraus  also  folgt,  dafs  auch 
die  Masse  der  Sonne,  nahe  356460  mahl  grösser  ist,  als  die 
Masse  der  Erde.  Man  bann  diesen  Ausdruck  für  die  Masse  der 
Sonne  noch  auf  folgende  einfachere  Weise  finden. 

Der  Bogen ,  welchen  die  Erde  in  ihrer  mittleren  Bewegung 
um  die  Sonne  während  einer  Sekunde  mittlerer  Zeit  beschreibt,  ist 

>  wenn  durchT,  wie  zuvor,  die  siderischeümlaufszeit  derErde 

in  Sekunden  der  mittleren  Zeit  ausgedrückt  ist.  Der  Sinus  versus 

dieses  Bogens  ist  aaSin»  §•;•»-  oder  und  da  der  Sinus 

versus  als  die  Abweichung  der  krummlinichten  Bahn  der  Erde 
von  ihrer  Tangente  während  einer'Zeitsektmde  angesehen  werden 
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kann  ,  so  ist  —        ,  in  Thcilen  der  halben  grofsen  Achse  a  der 

Erdbahn  ausgedrückt ,  die  Gröfse  ,  um  welche  die  Erde  in  ihrer 
jährlichen  Bewegung  während  einer  Zeitsekunde  gegen  die  Sonne 
2  **  a3 

fällt,  oder  ist  die  Anziehung  der  Sonne  in  der  Entfernung 

a  yon  ihrem  Mittelpunkte.  Die  Gröfse  aber ,  um  welche  die  Kör- 
per auf  der  Oberfläche  der  Erde  in  einer  Zeitsekunde  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Erde  fallen,  ist  \  g  =  i5.o5i4  Fufs.  Drückt  man 
daher  die  Gröfse  \  g  ebenfalls  in  Theilen  von  a  aus,  so  ist  \  g  der 
Baum,  um  welchen  ein  Körper  in  der  Entfernung  von  a  durch 
die  Kraft  der  Erde  in  einer  Sekunde  gegen  die  Erde  fallt ,  oder 
4  g  ist  die  Anziehung  der  Erde  in  der  Entfernung  a.  Da  aber  für 
dieselbe  Entfernung  die  Anziehungen  zweyer  Körper  sich  wie  ihre 
Massen  verhalten ,  so  hat  man ,  wenn  M  die  Masse  der  Sonne  be- 
zeichnet ,  die  der  Erde  als  Einheit  angenommen 

2  jca  a3 

M:  i  =  •  T<    :  i  g  oder 


wie  zuvor. 

I.  Wir  haben  im  Anfange  des  §.  4.  die  Kraft  der  Sonne  gleich 
R  ==  -p  angenommen.  Stellt  man  diese  Gleichung  so  dar 


R:  1  =  4r: 


« 

so  sieht  man ,  dafs  die  Gröfse  J/Jx  die  Entfernung  von  dem  Mit- 
telpunkte der  Sonne  ausdrückt ,  für  welche  die  Kraft  der  Sonne 
gleich,  der  Einheit  ist  j  für  diesen  Fall  geht  die  obige  Gleichung 

— ■  — ■  =.  Rr"  in  folgende  über 

a(i— eB)  0 

B»  _ 
a(i— e3)  * 


Es  war  aber  auch 


a(i— e»)  T* 


Setzt  man  daher  diese  beyden  YVerthe  von  B  einander  gleich , 
so  hat  man 


9 

2jt  a* 


wie  oben  5.  4. 1. 

*  III«  N 


u)4 

Um  den  Werth  der  Constanten  Gröfsep^  zu  bestimmen,  wol- 
len wir  wieder  einen  Planeten  unseres  Systemes  z.B.  Mars  wäh- 
len. Die  halbe  grofse  Achse  der  Marsbahn  ist  a  =  i.5236()3  Halb- 
messer der  Erdbahn ,  und  seine  Umlaufszeit  um  die  Sonne 

T  =  686.9795O  Tage. 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  a  und  T  in  der  letzten  Glei- 
chung ,  so  erhält  man 

J/Ji  =  0.0172021 

Hätte  man  einfacher  wieder  die  Erde  gewählt ,  so  ist  für  diese 
M  =  1  und  T  ss  365.256384-,  also  wenn  man  diese  Werthe  von 
a  und  T  in  der  vorhergehenden  Gleichung  substituirt 

log        rs  8.235582  oder  f/fi  =0.017202! ...  (8)  wie  zuvor. 

Dieser  Werth  von  J/Ji  ist  also  die  Entfernung  von  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne,  in  Theilen  des  Halbmessers  der  Erdbahn, 
für  welche  die  Kraft  der  Sonne  gleich  der  Einheit  ist. 

Nimmt  man  aber  die  Umlaufszeit  T  in  Zeitsekunden  ,  so  wird 
man  in  der  vorhergehenden  Gleichung  die  in  Tagen  ausgedrückte 
Gröfse  T  durch  24.  (60)*  multipliciren ,  wodurch  man  erhält : 

log  J/7»  =  3.2990683 ,  J/J*  ss  0.000000199099  .  .  .  (9) 

wo  auch  |/Jx  in  Halbmessern  der  Erdbahn  ausgedrückt  ist. 

Wird  T  in  Sekunden  ausgedrückt,  und  sucht  man  den  Werth 
Ton  [/fj.  in  Theilen  des  Halbmessers  der  Erde  selbst,  so  wird  mau 
den  letzten  Werth  von  \/m  durch  Sin  8".  6  dividiren ,  wodurch 
man  erhält 

loS  VT*  =  7.6789949  »  X/f*  =  0.004775236.... (10) 
wo  \/u  in  Erdhalbmessern  ausgedrückt  ist. 

Wird  T  in  Sekunden  ausgedrückt,  und  sucht  man  den  Werth 
von  in  geographischen  Meilen,  deren  i5  auf  einen  Grad  des 
Aequators ,  also  6400  auf  den  ganzen  Aequator  gehen ,  so  wird 

man  den  letzten  Werth  von  |/"m  durch  -~-  multipliciren ,  wo- 
durch man  erhält: 

log  \/m  =  o.6i32oÜ8,  yp.  =  4.1040129....  (11) 

wo  vV  m  geographischen  Meilen  ausgedrückt  ist« 

Wird  endlich  wieder  T  in  Sekunden  ausgedrückt,  und  sucht 
man  den  Werth  von  y/w  in  Par.  Fufsen ,  so  wird  man,  voraus- 
gesetzt ,  dafs  die  geographische  Meile  22829  Par.  Fufs  hat ,  den 
letzten  Werth  von  \/u  durch  diese  Zahl  multipliciren,  wodurch 
man  erhält 

10S  VT*  =  4  97*6957,  J/u  =  93690.52....  (12) 
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woj/j«  in  Par.  Fufsen  ausgedrückt  ist.  Diese  verschiedenen  Aus- 
drücke von  \//*werden  uns  in  derFolge  nützlich  seyn.  Um  dieAbhän- 
gigkeitder  beyden  Constanten  M  und  \//x  zu  bestimmen,  hatte  man 

Da  aber  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  a  in  T heilen  des  Erd- 
halbmessers oder  a  =  gr-      r  ,  und  in  der  zweytena  inTheilen 

des  Halbmessers  der  Erdbahn,  oder  a  =  i  angenommen  -wurde, 
90  hat  man 

M  =  «i*      u„a  u  =  ill 

gT»Sin>0»6        p  T* 

also  auch  p  =  M.g  Sin3  8". 6 
In  der  That  hatten  wir 

log  M  =  5.552^1  o3 

lug  g  =  4.»85<)o63 
log?i5in3  8".6  =  6. 860220% 

log  fi  =  6.6981 368 

log         =  3. 2990684.  , 

übereinstimmend  mit  der  Gleichung  (9). 

$.6. 

Wir  haben  gesehen ,  dafs ,  wenn  die  Kraft  der  Sonne  sich 
verkehrt,  wie  das  Quadrat  der .Eutfernung  verhält,  die  Planeten 
Kegelschnitte  beschreiben,  in  deren  einem  Brennpunkte  der  Mit- 
telpunkt der  Sonne  ist.  Die  Natur  dieses  Kegelschnittes ,  ob  er 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  hängt  von  der  Con- 
stante  a,  und  die  Grufse  oder  Ausdehnung  dieses  Kegelschnittes 
hängt  von  derConstante  p  ab;  diese  beyden  Constanten  a  und  p 
aber  werden  durch  die  ursprünglichen  Bedingungen  der  Be- 
wegung bestimmt.  Um  dicis  zu  zeigen,  sey  für  den  Anfang  der 
Bewegung  eines  Planeten  A  der  Werth  von  r ,  und  C  die  Ge- 
schwindigkeit, oder  der  anfängliche  Werth  von 


1  /  dr2  -f-ra  üV". 
V   ÖV 


•t 


Wir  wollen  annehmen ,  dafs  der  anfängliche  Stöfs  ,  welcher  den 
Planeten  in  Bewegung  setzte ,  eine  auf  seine  ursprüngliche  Ent- 
fernung A  senkrechte  Richtung  hatte  ,  so  ist  die  anfängliche  Ge- 
schwindigkeit des  Planeten  nach  der  Richtung  der  A  gleich  Null, 

»  N  2 
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clr 

oder  es  ist  —  =  o.  Substituirt  man  also  diese  Werthe  r  =  A 
dr 

und  —  sb  o  in  der  Gleichung 
dt 

dr'+r9dv9         .     dv  C 

ca  =  äv  'S0I8tdi  =  X 

dr         dv  ■ 

und  wenn  man  diese  Werthe  von  r ,  un<*  ^  *n  <*en  Heyden 
Gleichungen  (6)  des  g.  4.  substituirt,  so  erhält  man 


a       A  J..  .  .  (i3) 

=  AC  J 


Da  aber,  nach  dem  Vorhergehenden,  die  Bahn  eine  Ellipse, 
Hyperbel  oder  Parabel  ist  t  wenn  a  positiv ,  negativ  ,  oder  un- 
endlich ist ,  so  ist  die  Bahn 

eine  Ellipse ,  wenn  C  < 

eine  Hyperbel,  wenn  C  >  "^/^" 

■ 

eine  Parabel ,  wenn  C  =  "^fC 

Ist  endlich  die  Bahn  ein  Kre  i  s ,  so  ist  e  es  o,  oder  p  =  &  , 
also  die  beyden  Gleichungen  (i3) 

a  A 

\/?ä  SB  AC 

und  daher ,  wenn  man  aus  ihnen  die  Gröfse  a  eliminirt 


-  V£ 


und  dieses  ist  die  Bedingungsgleichung,  die  statt  haben  mufs, 
wenn  die  Bahn  ein  Kreis  ist. 

I.  Wir  haben  in  dem  Vorhergehenden  angenommen ,  dafs 
die  Richtung  des  ursprünglichen  Stofses  auf  A  senkrecht  ist. 
Allein  dieselben  Schlüsse  werden  auch  noch  dann  wahr  seyn , 
wenn  die  Richtung  des  Stofses  mit  A  irgend  einen  Winkel  9  bil- 


Digitized  by  Google 


107 

Jet ,  denn  dann  ist  die  anfängliche  Geschwindigkeit  in  der  Rich- 
tung von  A 

dr 

und  überdiefs  r  =  A  wodurch  die  Gleichung 

  .  •         •  •  •  w    *  •  •        <•  •  • 

dr1  -f*r"  dv" 
Ca  =   —  in  folgende  übergeht , 

dv  C 

jj^-  =     .  Sin  9.  Substituirt  man  diese  Werthe  von 

"TV 

dr  dv 

r,      und  ~  wieder  in  den  Gleichungen  (6),  so  erhält  man 


V//xp  =  AC  Sin  <p) 


ron  welchen  die  yorlezte  mit  der  ersten  der  Gleichungen  (i3) 
übereinstimmt ,  daher  die  dort  aus  ihr  gefolgerten  Schlüsse  auch 
hier  gelten.  Man  sieht  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen  , 
dafs  die  Natur  des  Kegelschnittes  nur  durch  die  anfänglichen 
Werthe  von  A  und  C  bestimmt  wird ,  und  dafs  diese  Natur  von 
dem  Winkel  p  ganz  unabhängig  ist ,  dafs  aber  die  Dimension 
des  Kegelschnittes,  nach  der  zweyten  dieser  Gleichungen  ,  von 
der  Richtung  9  des  Stofses  abhängt. 

Da  sonach  die  anfangliche  Geschwindigkeit  für  .die  Ellipse 
und  Hyperbel  unzählige  Werthe  haben  kann,  die  Parabel  aber, 
und  der  Kreis  nur  bey  einer  einzigen  gegebenen  Geschwindig- 
keit entstehen  können,  so  ist  es  unendlich  wahrscheinlicher,  dafs 
die  Planeten  und  Kometen  sich  in  Ellipsen  oder  Hyperbeln  ,  als 
in  Parabeln  oder  Kreisen  um  die  Sonne  bewegen ;  auch  haben 
uns  die  Beobachtungen  noch  keine  der  beyden  letzten  unter  den 
Bahnen  der  himmlischen  Körper  auffinden  lassen. 


Nach  der  ersten  der  Gleichungen  (6)  ist  die  Geschwindig- 
keit c  in  jedem  Punkte  der  Bahn 


1  ..■ 


  •  ■  i 

r—  

*V  ^ \ r       «/  1 


Jn  der  Sonnennähe  ist  r  =  a  (1  — e)  =  q  wo  q  die  Distanz  des 
Pcriheliums  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  bezeichnet  ,  also 
ist  in  der  Sonnennähe 


Ci 


10,0 

« 

c=  V"  (|— i) oder 

Nimmt  man  daher  an ,  dafs  der  Planet  in  seiner  Sonnennähe  ent- 
standen ist,  wo  also  c  dessen  anfängliche  Geschwindigkeit 
ist,  so  folgt  ans  der  letzten  Gleichung,  dafs  die  Bahn 


eine  Ellipse     ist  für  c  < 


»    Hyperbel  »    »    c  >  "1  / 

V  I 

v  Parabel 


ein    Kreis         v    »  c 


weil  für  den  Kreis  in  der  Gleichung  (14)  die  Gröfse  a  =  q  wird. 
So  lange  also  die  anfängliche  Geschwindigkeit  c  von  dem  Unend- 
lichen bis  zu  1  /  2£  abnimmt ,  bleibt  die  Bahn  eine  Hyperbel. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  diesen  Werth  1  /  erreicht ,  so 
entsteht  für  diesen  einzigen  Fall  die  Parabel;  wenn  die  Ge- 


schwindigkeit noch  weiter  abnimmt  bis  zu  *l  /  ü,  so  entstehen 

V  q 

Ellipsen ,  und  für  diesen  besonderen  Fall  c  =  entsteht 

der  Kreis.   Nimmt  die  Geschwindigkeit  noch  weiter  ab,  von 
=  "1  /  £  bis  c  =  o,  so  entstehen  wieder  Ellipsen ,  aber  dann 

ist  der  Anfangspunkt  der  Bewegung  nicht  das Perihelium,  sondern 
das«Aphelium  der  Bahn.  Die  Parabel  ist  daher  die  Gränze  zwi- 
schen den  Hyperbeln  und  Ellipsen ,  wenn  die  Bewegung  in  der 
Sonnennähe  anfangt,  und  der  Kreis  ist  die  Gränze  zwischen  je- 
nen Ellipsen  ,  wo  die  Bewegung  in  der  Sonnennähe ,  und  jenen, 
wo  sie  in  der  Sonnenferne  anfängt. 

Um  das  Vorhergehende  auf  unsere  Erde  anzuwenden ,  hat 
man  für  die  Distanz  des  Pcriheliums  q  =  n  ( i  — e)  also  für  die 
Geschwindigkeit  der  Erde  im  Perihelium 
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* 

V  ad  — e) 

Für  die  Erde  ist  a  =  1,  e  ■=  0.01678  und  nach  der  Gleichung  ( 1 1) 

log  iTfjL  ass  os6i32o8ö 

Vi  -f-e 
— -  5=  0.0072882 

, 

log  c  =  0.6204970 

oder  c  =  4.1735  geographische  Meilen  für  den  Baum,  welchen 
die  Erde  in  ihrer  Sonnennähe  während  einer  Zeitsekunde  zu- 
rücklegt. Substituirt  man  aber  dieselben  Werthc  von  a  ==  1  und 
q  ss.  a  (i — e)  c=  0.08322  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 

yon  c  für  dieParabel  und  denKreis,  so  erhält  man  1  /  ^  =  5.8533 

V  q 

und  "1/  tL  s=  4.1389  geogr.  Meilen. 

V  q 

Ware  also  die  Erde  in  ihrer  Sonnennähe  entstanden ,  nnd 
wäre  ihre  anfängliche  Geschwindigkeit  während  der  ersten  Se- 
kunde 5.8533  Meilen  gewesen ,  so  würde  sie  sich  in  einer  Para- 
bel von  der  Sonne  entfernt  haben ;  wäre  diese  anfängliche  Ge- 
schwindigkeit 4.1889  Meilen  gewesen,  so  würde  sie  sich  in  ei- 
nem Kreise  um  die  Sonne  bewegen.  Eine  gröfsere  Geschwindig- 
keit als  5.8533  würde  eine  Hyperbel  >  eine  kleinere  als  5.8533 
eine  Ellipse  und  eine  kleinere  als  4.1S89  endlich  würde  wie- 
der eine  Ellipse  gegeben  haben ,  in  welcher  aber  der  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  die  Sonnenferne  der  Erde  gewesen  wäre. 
Man  sieht  aus  diesen  Zusammenstellungen,  dafs  die  Bahn  der 
Erde  eine  nahe  kreisförmige  Ellipse  seyn  mufs ,  da  ihre  Geschwin- 
digkeit von  jener  des  Kreises  nur  wenig  verschieden  ist. 

Eben  so  ist,  wenn  q'  =  a  (1  -f-e)  ist,  die  Geschwindigkeit 
in  der  Sonnenferne 


uq' 


2/it — C'2.q' 

woraus  folgt,  dafs,  wenn  der  Planet  seine  Bewegung  in  der  Son- 
nenferne anfing ,  die  anfängliche  Geschwindigkeit  für  die  Hyper- 
bel gröfser  als        Ut ,  für  die  Parabel  gleich  ^  1£  ,  für  die 

Ellipse  kleiner  als  »  und  für  den  Kreis  gleich  ^ ^-  ist- 
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Igt  endlich  die  Geschwindigkeit  noch  kleiner  als  "1 /  iL    so  ist 

r  q'' 

die  Bahn  zwar  wieder  eine  Ellipse,  aber  ihr  Anfangspunkt  in 
der  Sonnennähe. 

Aus  dem  Vorhergehenden  sieht  man  zugleich ,  dafs  die  an- 
fängliche Geschwindigkeit  in  der  Parabel  zu  der  in  dem  Kreise 
sich  wie  I/2  zu  1  verhält. 

I.  Die  früheren  Schriftsteller  über  Mechanik  pflegten  den 
Raum,  welchen  der  Körper  in  der  gegebenen  Zeiteinheit  de  nach 
der  Richtung  der  Tangente  seiner  Bahn  zurücklegt,  die  Tan- 
gential-Kraft,  und  den  nach  der  Richtung  des  Radius  Vec- 
turs  zurückgelegten  Kaum  die  Normal-Kraft  zu  nennen.  Be- 
zeichnet man  die  Tangential-Kraft  durch  t,  so  ist  offenbar  r, 
was  vorhin  C  war.  Die  Normal-Kraft  aber  ist  in  dem  Anfange 
des  ersten  Augenblickes  der  Bewegung  gleich  Null,  und  am  Ende 

dieses  Augenblickes  gleich  —  so  dafs  während  der  Dauer  des 

ersten  Augenblickes  die  Normal-Kraft  durch 

ausgedrückt  wird.  Setzt  man  daher  in  der  ersten  der  Gleich  un- 

U 

gen  (i3)  C  =  t  und  —  =  aAf,  so  erhält  man 

A 

a  = 


4  Af  —  Ta 

also  die  Bahn 

eine  Hyperbel,  wenn  t  >  %\/kt 
»    Parabel ,       »     t  =  2  \/Af 
»    Ellipse,        »     t  <  zy/A? 
ein     Kreis,  »     r  =  \/2A?  ist. 

II.  Um  die  vorhergehenden  Betrachtungen  auch  auf  einen 
Kometen  anzuwenden  ,  wollen  wir  den  grofsen  Kometen  von 
1680  wählen,  dessen  Bahn  sehr  excentrisch  ist.  Nach  den  neue- 
sten Untersuchungen  ist  für  die  Bahn  desselben 

a  =  426.7736  Halbmesser  der  Erdbahn  ,  und 

e  =  0.99998542  in  Theilen  von  a ;  die  Gleichung 

2  TT  f» 

T  =  pjsr  .  a*  gibt ,  wenn  man  nach  der  Gleichung  (8) 

log  [/^fi  =  8.2355820  setzt ,  für  die  Ünilaufszeit  des  Kometen 

T  =  (365,256384) .  a»  =  3220284  Tage,  oder  881 6.65  Julianische 
Jahre ,  jedes  derselben  zu  365£  Tagen  genommen. 
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Die  Geschwindigkeit,  jq&ct  der  in  einer  Sekunde  zurückge- 
legte Raum  ist 

im  Perihelium  \l  £~  ±21  =  73.577  Meilen 

y  a(i  —  e) 

— - — - — -  =  o.ooo5364  Meilen 

1 

=  12.24  Par.  Fufs, 

also  auch  die  heliocentrische  Winkelbewegung  während  einer  Zeit- 
Sekunde  imPerihelium  1  iü".324  undimApheliumo".oooooooo6288, 
oder  der  Komet  legt  aus  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gesehen, 
während  einer  Stunde  imPerihelium  den  Winkel  von  1 18. 3»4  Gra- 
den zurück,  während  er  im  Aphclium  1840  Tage  braucht,  um 
den  Winkel  von  einer  Raumsekunde  zurückzulegen.  Da  ferner 
a  (1 — e)  =  128^.60  Meilen  und  der  Halbmesser  der  Sonne  93900 
Meilen  ist,  so  ist  imPerihelium  die  Entfernung  des  Kometen  von 

7 

der  Oberfläche  der  Sonne  3436o  Meilen  oder  nahe  —  der  Entfer- 

10 

nung  des  Mondes  von  der  Erde.  Im  Aphelium  aber  ist  die  Ent- 
fernung des  Kometen  von  der  Sonne  über  17590  Millionen  Mei- 

93900  93900 

len.  Ist  endlich  Sin  a  =s  — -  v  und  Sin  *'  =  — - — ; — :  so  sieht 

a(i — e)  a(i-f-c) 

man  von  dem  Kometen  den  Durchmesser  der  Sonne  inPerihelium 

unter  dem  Winkel  a*  =  940  8',  uud  im  Aphelium  unter  dem 

Winkel  si  «  =  2  ".2 

Noch  mufs  bemerkt  werden,  dafs  der  oben  bestimmte  Werth 
von  J/^li  zwar  für  alle  Planeten  und  Kometen  unseres  Sonne nsy- 
stemes,  aber  nicht  für  die  Satelliten  der  ersten  gehört ,  da  diese 
mit  ihren  Hauptplaneten  gleichsam  abgesonderte  Systeme  bilden, 
in  deren  jedem  die  Gröl se  einen  eigenen  Werth  hat.  So  ist  für 
die  Erde  und  ihren  Mond,  wenn  T  =s  (27  3ai66,6o\G  \  die  side- 
rische  Umlaufszeit  des  Mondes  in  Zeitsekunden,  und  a  ss  60.46085 
die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  in  Erdhalbmessern  ist  . 


V f*  =       a     =  o.ooi25i327  Erdhalbmesser ,  oder  wenn  man 


5400 

diese  Gröfae  durch    multiplicirt ,  [/p  =  i.075i36  geogra- 

2tt 


phische 

I.  Man  suche  die  anfängliche  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein 
Körper  auf  dcrOberfläche  der  Erde  inhorizontalcrRichtung  gewor- 
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fori  werden  müfsle,  um  einen  Kreis  um  die  Erde  zu  beschreiben. 
Nach  J.  6.  hat  man  für  diese  anfängliche  Geschwindigkeit 


-Vi 


wo  A  die  anfangliche  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  , 
also  A  =  1  ist.  Es  ist  daher  C  =  \/^  =  1. 0751 36  Meilen ,  oder 
24544  Fufs,  und  die  ümlaufszeit  des  Körpers  um  die  ganze  Erde  ist 

54oo 

t  5o23"  =  ih  23'  43 ". 


1.0751 36 

Wäre  C'=  *y  *jj  =  i.52i  Meilen,  so  würde  der  Körper  eine 

Parabel  um  die  Erde  beschreiben ,  deren  Anfangspunkt  im  Peri- 
gäum ist.  Die Uebereinstimmung  dieses  Resultates  mit  dem,  wel- 
ches wirCap.  VI  §.  6«  ^ör  dieselbe  Aufgabe  erhalten  haben,  zeigt, 
dafs  die  Kraft  der  Schwere ,  welche  die  Körper  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  zu  ihrem  Mittelpunkte  zieht,  dieselbe  ist,  welche 
den  Mond  in  seiner  Bahn  um  die  Erde  bewegt.  Um  diese  Iden- 
tität noch  auf  einem  anderen  Wege  zu  untersuchen ,  so  folgt 
aus  der  angenommenen  siderischen  Umlaufszeit  des  Mondes  von 
T  =  27.321661  Tagen,  dafs  dieser  Körper  sich  während  einer 

i5  , 
Sekunde  in  seiner  Bahn  um  den  Bogen  a  =s  —  =  n". 54901  "c" 

wegt.  Die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  von  der  Erde  ist 
60. 46085  Erdhalbmesser,  oder  in  Par.  Fufsen  ausgedrückt,  gleich 

r  =  (6o.46o85)  (22829) 
oder       r  =  1186247100  Fufs. 

■ 

Der  Sinus  Versus  des  Bogens  a  aber  ist  gleich 

2r  Sin1  -  ==           Sin»  1" 

.22 

das  heifst ,  wenn  man  statt  r  und  «  die  Vorhergehenden  Wcrthc 
substituirt  0.004202  Fufs,  und  dieses  ist  der  Raum ,  um  wel- 
chen der  Mond  durch  die  Anziehung  der  Erde  in  einer  Sekunde 
gegen  die  Erde  fallt.  Wenn  also  die  Kraft  der  Erde  sich  ver- 
kehrt wie  das  Quadrat  der  Entfernung  verhält ,  so  würde  der 
Mond ,  wenn  er  der  Erde  60.46085  mahl  näher  wäre ,  oder  so 
würde  der  Mond  auf  der  Oberfläche  der  Erde  während  einer 
Sekunde  durch  den  Baum  (0.004202)  (6o.46o85)*  das  heifst  durch 
i5.36  Fufs  fallen,  also  nahe  eben  so  viel,  wie  die  Körper  auf 
der  Oberfläche  der  Erde  unseren  Beobachtungen  gemäfs  in  der 
That  während  der  ersten  Sekunde  fallen.  Die  vorhergehende  Bc- 
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rechnung  wird  noch  eine  genauere  Uebereinstimmung,  oder  ein 
der  Zahl  |  g  -s.  i5.o5i4  (Cap.  V)  noch  näheres  Resultat  geben, 
wenn  man  mehrere  kleine  Correctionen  berücksichtiget,  welche 
wir  der  Kürze  wegen  Tcrnachlässigt  haben:  so  wird  die  Centrai- 
Kraft  der  Erde  in  ihrer  Wirkung  auf  den  Mond  durch  die  Anzie- 
hung der  Sonne  um  den  35Q,t««1  Theil  dieser  Central  -  Kraft  ver- 
mindert, und  durch  die  Masse  des  Mondes  um  ihren  5q«**  Theil 
vermehrt ,  so  wie  die  Schwere  4  g  durch  die  Botation  der  Erde 
an  dem  Aequator  um  ihren  288*ten  Theil  vermindert  wird  etc. 
Aber  schon  das  Vorhergehende  ist  hinreichend,  die  Identität  bej- 
der  Kräfte  aufser  Zweifel  zu  setzen. 

5.  9. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dafs  sich  die  Flachen,  welche 
der  Badius  Vector  eines  gegebenen  Planeten  in  verschiedenen 
Zeiten  beschreibt,  wie  diese  Zeiten  verhalten.  Um  noch  zu 
sehen ,  wie  sich  die  Flächen  verschiedener  Planeten  gegen  einan- 
der verhalten,  so  hatte  man 

i  Bt  =  i/r«  dv,  —  =  —^j-  und  fi  =  -^7- 

Ist  aber  S  die  Fläche  des  elliptischen  Scctors ,  welche  der  Ba- 
dius Vector  r  in  der  Zeit  t  beschreibt,  so  ist  S  \fr*  dv, 
also  geben  die  vorhergehenden  Gleichungen ,  wenn  man  aus  ih- 
nen die  Gröfsen  B  und  T  eliminirt, 

oder  da  /tz  eine  Constante  ist,  so  verhalten  sich  bey  verschiede- 
nen Planeten  desselben  Systemes  die  Flächen ,  wie  die  Produkte 
aus  den  Zeiten  in  die  Quadratwurzel  der  Parameter  ihrer  Bahnen. 

4  TT :  as 

I.  Inder  Gleichung  M  =  — des  §.  5.  bezeichnet  a  die 

halbe  grofse  Achse  und  T  die  siderische  Umlaufszeit  eines  Pla- 
neten, und  M  die  Masse  des  Gentral-Kürpers,  die  Masse  des  Pla- 
neten als  Einheit  vorausgesetzt.  In  einem  anderen  Systeme  sey 
m  die  Masse  des  Central -Körpers  und  a'  T'  die  halbe  grofse 
Achse ,  und  die  Umlaufszeit  eines  Planeten  um  diesen  zweyten 

.Central-Körper ,  so  ist  eben  so 

.  •  . 

4*9a" 
M       /a  \»  /T'\* 

ä«U)   Cr)  •  •  •  ('5> 

Diese  Gleichung  enthält  das  dritte  Gesetz  Keplers,  auf  verschie- 
dene Systeme  angewendet,  und  sie  dient,  die  Massen  derjeui- 
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fen  Planeten  zu  bestimmen ,  um  welche  »ich  Satelliten  bewegen, 
a  diese  Körper  unseres  Sonncn-Systemes  gleichsam  eigene  Sy- 
steme für  sich  bilden.  Für  Jupiter  z.  B.  ist  seine  mittlere  Entfer- 
nung von  der  Sonne  a  =  5.20279  Halbmesser  der  Erdbahn ,  und 
seine  siderische  Umlaufszeit  T  =s  4  332.5963 1  Tage.  Für  seinen 
vierten  Satelliten  aber  ist  die  Umlaufszeit  um  Jupiter  T'=  16.68877 
Tage  und  die  mittlere  Entfernung  desselben  von  dem  Mittelpunkte 
Jupiters  (II  TM.  p.  241)  gleich  26,998  Halbmesser  Jupiters.  Al- 
lein der  Halbmesser  Jupiters  erscheint  in  seiner  mittleren  Ent- 
fernung von  der  Sonne ,  aus  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gese- 
hen,  unter  iem  Winkel  von  i3".37  (a,  a.  O.).  also  ist  der 
Halbmesser  Jupiters  gleich  a.tang  i8".37i  Halbmesser  der  Erd- 
bahn ,  und  daher  die  mittlere  Entfernung  des  vierten  Satelliten 
von  dem  Mittelpunkte  Jupiters  a'  =(26998)  a.tang  i8".37i  = 
aas  o.oi'js5»o53  Halbmesser  der  Erdbahn.  Substituirt  man  diese 
YVerthe  von  aa'  und  TT'  in  der  letzten  Gleichung  ,  so  erhält  man 

M 

  =  IO67 

m 

für  die  Masse  der  Sonne ,  die  Masse  Jupiters  als  Einheit  voraus- 
gesetzt. 

Für  die  Erde  ist  eben  so  a  =  1  und  T  =  365.256384  und 
für  den  Mond  T  =  27.32166  Tage.  Die  mittlere  Entfernung  des 
Mondes  von  der  Erde  aber  ist  60.46085  Erdhalbmesser,  oder 
a'  =  (6o/|6o85)  Sin  8"  6  =  0002520854  Halbmesser  der  Erd- 
bahn. Substituirt  man  diese  YVerthe  von  aa'  und  TT'  in  der  Glei- 
chung (i5)  so  ist 

M 

—  ss  3492O0 

...  m 

die  Masse  der  Sonne  gegen  die  der  Erde.   Die  Ursache  der  Ver- 
schiedenheit dieser  Angabe  von  der  des     5.  liegt  vorzüglich  in 
der  Sonnen-Parallaxe  ,  deren  geringste  Aenderung  auf  den  Werth 
M 

von  —  schon  einen  sehr  merkbaren  Einflufs  auf sert.  . 

H.  Vergleicht  man  die  Gleichungen  III.  des  §•  4.,  von  wel- 
chen wir  bey  allen  gegenwärtigen  Untersuchungen  ausgegangen 
sind,  mit  den  letzten  Gleichungen  des  §.  4  Cap.  II,  so  sieht 
man ,  dafs  die  constante  Gröfse  (jl  nicht  sowohl  der  Masse  M  des 
Centrai-Körpers,  als  vielmehr  der  Summe  der  Massen  (M-f-m) 
beyder  Körper  proportional  ist.  Sucht  man  nähmlich  die  abso-« 
lute  Bewegung  des  Körpers  m,  so  ist,  wie  die  Gleichungen  des 
J.  3.  Nro.  U.  des  zweyten  Capitels  zeigen,  der  Faktor  p  der 
Masse  des  anziehenden  Körpers  proportional :  sucht  man  aber 
blofs  die  relative  Bewegung  des  Körpers  m  um  M,  so  ist,  wie 


Digitized  by  Google 


»o5 

die  Gleichungen  J  4  Nro.  III  und  IV  desselben  Capitols  zeigen , 
der  Faktor  p  der  Summe  der  Massen  (M-f-ni)  proportional.  Die 
Vergleichung  beyder  Gattungen  von  Gleichungen  zeigt  also, 
dafs  die  relative  Bewegung  des  Körpers  m  um  M,  den  letzten 
als  ruhend  betrachtet,  so  bestimmt  wird,  als  wenn  man  die  Be- 
wegung von  m  überhaupt  unter  der  Voraussetzung  suchte,  dafs 
m  von  M  mit  der  Kraft  (M  -f  -  m)  angezogen  wird.  Die  oben  ge- 

3t  a^ 

gebene  Gleichung  y\i  =       -  des  §.  4«  1  ist  daher  eigentlich, 

- 

wenn  ma,n  /*  der  Gröfse  M+m  proportional  setzt 

% 

,«* — ;  2  a* 


Das  dritte  Gesetz  Keplers ,  nach  welchem  für  alle  Planeten  un- 
seres Sonnen-Systemes  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  sich  wie 
die  Würfel  der  grofsen  Achsen  verhalten,  ist  also  nur  dann  als 
genau  richtig  anzunehmen ,  wenn  man  für  alle  Planeten  die  Gröfse 
M  4-  m  als  eine  beständige  Gröfse  betrachten  konnte,  d.  h.  wenn 
die  Masse  m  eines  jeden  Planeten  gegen  die  Masse  M  der  Sonne 
als  verschwindend  angesehen  werden  kann,  was  in  derThat  auch 
nahe  der  Fall  ist.  Erlaubt  man  sich  aber  diese  Voraussetzung 
weder  bey  den  Planeten  gegen  die  Sonne ,  noch  bey  den  Satcl- 
litenv  gegen  ihre  Hauptplaneten ,  und  nennt  man ,  wie  zuvor, 
m,  a,  T  die  Masse,  mittlere  Entfernung  von  der  Sonne,  und  Um- 
laufszeit des  Planeten ,  und  m'  a'  T'  die  Masse ,  mittlere  Entfer- 
nung von  dem  Planelen ,  und  Umlaufszeit  des  Satelliten  so  ist 


M-f-m 
m  -J-  m 


und  \/m-f-m'  —  ; 


\  =  (i)'  G')'  ....  C6) 


und  diese  Gleichung  ist  es,  die  statt  der  (i5)  substituirt  werden 
mufs.  Vernachlässigt  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  die  gegen 

m' 

die  Einheit  äufserst  kleine  Gröfse  ,  so  erhält  man 

AI  +  m 

m 

•  *  — 

m  /a^\»  /X  y  _  M 

M  +  m  ~"  W    UV    '     »  +^ 

also  auch 
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»  Ca )  (t<) 

M  /T  V 


und  diese  letzte  Gleichung  wird  man  genauer  statt  der  brau- 
chen ,  um  die  Massen  derjenigen  Planeten  gegen  die  Sonnenmasse 
zu  bestimmen,  welche  mit  Satelliten  umgeben  sind. 

III.  Ist  für  irgend  einen  Planeten  a  seine  Entfernung  von 
der  Sonne ,  £  sein  aus  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  in  der  Ent- 
fernung a  gesehener  scheinbarer  Halbmesser,  R  sein  wahrer 
Halbmesser ,  O  der  Flächeninhalt  seiner  Oberfläche  ,  V  sein 
Volum  oder  sein  körperlicher  Inhalt,  m  seine  Masse,  d  die  Dich- 
tigkeit seiner  Masse ,  und  g  die  Fallhöhe  der  Körper  in  der  er- 
sten Sekunde  auf  der  Oberfläche  der  Planeten ,  und  bezeichnet 
man  für  einen  andern  Planeten  dieselben  Gröfsen  durch  a'  f '  R'. . . . 
so  hat  man  die  Gleichungen: 

d'  ~  m/'  \rJ  '  ^  —  n7'  \i\J 

o       /R_y   v      /R  y 

und  Sin  Q  r=        Sin  p»  =  — 
a  a' 

Gehören  z.  B.  die  a'  p'  R'.. .  für  die  Erde ,  und  a  c  R...  für  Ju- 
piter ,  so  hat  man 

m'  =  35öW  dCr  Sonncnma88e- 
54oo 

R/  =  =  Ö69.4366  geogr.  Meilen,  und     =  8".6 

» 

Ist  aber  R'  der  Halbmesser  einer  Kugel,  so  ist  die  Oberfläche 
derselben  4  R"  *  und  ihr  Volum  f  R'3  x%  also  der  Erde  Oberfläche 

O'  =  9281916  Quadr.  Meilen,  und  ihr  Volum 
V'=  2659073100  Kubik-Meilen 

Für  Jupiter  ist  m  =  der  Sonnenmasse ,   und  die  halbe 

grofse  Achse  seiner  Bahn 

5.2027911  Halbmessser  der  Erdbahn  also 

«  =  (5.»o.79,0  Meilen. 
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Ferner  ist  (nach  Nro.  I)  c  =  i8".37  «ach  der  obigen  Glei- 
chung R  =  a  Sin  f  =  9051.27  Meilen ,  der  Halbmesser  Jupiters. 

Für  dessen  Oberfläche  ist  -2  =  123,6077,    oder  O  =  1146 

Millionen  Quadr.  Meilen,  und  für  den  körperlichen  Inhalt 

~  ==  i372.5y2  oder  V  =  3649821  Millionen  Kubik-Meilen.  Für 

das  Verhältnifs  der  Schweren  auf  der  Oberfläche  Jupiters  und 
der  Erde  ist 

Jp  =  m<  UV    alS°  J  =  ^7<>49  und  da 

g'  =  i5.o5i4  Fufs,  so  ist  g  =  40.7x25  oder  die  Körper  fallen 
auf  der  Oberflache  Jupiters  in  der  ersten  unserer  Sekunden  durch 
40.7125  Par.  Fufs,  wenn  man  auf  die  durch  die  schnelle  Rota- 
tion dieses  Planeten  entstehende  Centrifugal-  Kraft  keine  Rück- 
sicht nimmt.  Das  Verhältnifs  der  Dichtigkeiten  beyder  Massen 
endlich  ist 


d        m  /R'V 


Geborten  die  Gröfscn  m'R'...  für  die  Erde,  undmR...  für  die 

m  '       R'    -  1 

Sonne,  so  ist  —  =  356460  und  nahe  -g-  =  —-^  also  geben  jene 

zwey  ersten  Gleichungen 
d  «f 

—  =  0.25  und  2:  r=z  27.92  und  g'=  420  Par.  Fufs. 

oder  die  Erde  ist  viermahl  dichter  als  die  Sonne  ,  und  die  Kör- 
per fallen  in  der  ersten  Sekunde  auf  der  Oberfläche  der  Sonne 
durch  420  Par.  Fufs. 

Maskelyne  fand  durch  die  bekannten  von  Cavendish 
auf  einem  anderen  Wege  bestätigten  Versuche,  dafs  die  Dichte 
der  Erde  nahe  viermahl  gröfs'er  ist,  als  die  des  reinen  Wassers, 
woraus  also  folgt,  dafs  die  Dichte  der  Sonne  ,  so  wie  die' des  Ju- 
piters, ebenfalls  nahe  der  Dichte  unseres  Wassers  gleich  ist. 

J.  10. 

In  allem  Vorhergehenden  haben  wir,  um  die  Bewegung  der 
Planeten  um  die  Sonne,  und  der  Satelliten  um  ihre  Hauptplane- 
ten zu  bestimmen,  alle  diese  Körper  als  Punkte  angenommen. 
Da  aber  offenbar  alle  Elemente  eines  Planeten  von  jedem  Ele- 
mente der  Sonne  im  verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der 
Entfe  rnung  beyder  Elemente  angezogen  werden,  so  wäre  es  mög- 
lich, dafs  die  vorhergehenden  Resultate  durch  die  Gröfse  und 
Gestalt  der  Körper  unseres  Systemes ,  auf  welche  wir  bisher 
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keine  Rücksicht  genommen  haben ,  beträchtliche  Aendcrungen 
leiden. 

Diese  Körper  haben  alle ,  wenn  man  die  kleinen  Abplattun- 
gen derselben  vernachlässigt,  die  Gestalt  einer  Kugel.  Wir  wol- 
len zuerst  annehmen,  dals  die  Dichte  dieser  kugelförmigen  Mas- 
sen bey  jedem  dieser  Körper  in  allen  seinen  Theilen  dieselbe  sey. 

Dieses  vorausgesetzt,  suchen  wir  die  Anziehung  einer  Ku- 
gel, deren  Halbmesser  a  ist,  auf  einen  aufser  ihr  gelegenen  Punkt, 
dessen  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  gleich  A  ist. 
Eine  auf  die  Linie  zwischen  diesen  beyden  Punkten  senkrechte 
Ebene  schneide  die  Kugel  in  einem  Kreise ,  dessen  Halbmesser  r, 
und  dessen  Entfernung  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  x,  also 
von  dem  angezogenen  Punkte  A — x  seyn  soll.  Nennt  man  dm  ein 
Element  der  Peripherie  dieses  Kreises ,  so  ist  die  Entfernung  f  die- 
ses Elementes  von  dem  angezogenen  Punkte  f  =  \/(A — x)34-rJ, 
also  auch  die  Kraft,  mit  welcher  der  Punkt  von  diesem  Elemente 

dm 

in  der  Richtung  der  Distanz  fangezogen  wird,  gleich -j^-.  Diese 

Kraft  läfst  sich  in  zwey  andere  unter  einander  senkrechte  zerle- 

dm  A — x 

gen,  deren  die  erste  -  — 7 — die  Richtung  von  f,   und  die 
dm  r 

zweyte       •  Richtung  des  Durchmessers  des  Kreises  hat , 

zu  welchem  das  Element  dm  gehört.  Da  aber  an  dem  anderen 
Endpunkte  dieses  Durchmessers  wieder  ein  ähnliches  Element 

dm  r 

des  Kreises  ist,  dessen  Anziehung  —  *|^.y  der  letzten  gleich, 

aber  in  der  Richtung  entgegengesetzt  ist ,  so  heben  sich  diese 
zweyten  Kräfte,  deren  Richtungen  alle  in  der  Ebene  des  Kreises 

liegen,  auf,  und  es  bleibt  daher  blofs  die  Kraft  ~a  ^    *,  nach 

der  auf  dem  Kreise  senkrechten  Richtung,  oder  nach  der  Rich- 
tung der  geraden  Linie  übrig ,  welche  den  angezogenen  Punkt 
mit  dem  Mittelpunkt  der  Kugel  verbindet. 

Denken  wir  uns  irgend  einen  seiner  Lage  nach  unveränder- 
lichen Halbmesser  dieses  Kreises,  und  nennen  wir  $  den  Win- 
kel ,  welchen  der  Halbmesser  r  des  Elementes  dm  mit  jenen 
fixen  Halbmesser  bildet,  so  ist  rd£  das  Element  des  Bogens, 
und  rdddr  das  Element  der  Fläche  dieses  Kreises.  Betrachtet 
man  daher  diesen  Kreis  als  einen  körperlichen  Theil  der  Kugel 
oder  als  eine  Kreisscheibe-,  deren  Dicke  dx  ist,  so  ist  das  Ele- 
ment dieser  Kreisscheibe,  also  auch  das  Element  der  Kugel 
dm  =  rdadrdx.  Substituirt  man  diesen  Werth  von  dm  in  dem 

dm    A — x 

vorhergehenden  Ausdrucke  von  -jy.  — j — ,  so  erhält  man  für 
die* Anziehung  der  ganzen  Kugel 


2<M) 

B=yyy — n  

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  zuerst  in  Beziehung  «ruf  den  Win- 
kel  3,  so  hat  man,  da  f  =  \/lA— *)*  +  r"  von  9  unabhängig  ist 

«       /»/>CA — x)rdr.dx  ,  ,. 

oder  Ja  dieses  Integral  yon  $  =  o  bis  3  sa  a-r  genommen  wer- 
den muis , 

«//  [(A— x)»  +  r']* 
Integrirt  man  dann  in  Beziehung  auf  r,  so  ist 

R  =         (A — x)  dx  f  Const.  —  '  -1 

l  N/(A— xj'+r'J 

oder  da  dieses  Integral  von  r  =  o  bis  r  =  \/a« — xa  genommen 
werden  soll, 

R  (A— x)  cti  f  -!   ?  1 

und  wenn  man  endlich  in  Beziehung  auf  x  integrirt 


2* 


R  =  Const.  -f  2t x  +  (a  A9 — a* — Ax).  \/A*  -f-a8— 2  Ax 

und  dieses  ist  die  Anziehung ,  welche  der  äulsere  Punkt  von  dem 
Theile  der  Kugel  leidet,  welcher  zu  der  Abscisse  x  gehört.  Sucht 
man  also  die  Anziehung  der  ganzen  Kugel ,  so  wird  man  das 
letzte  Integral  zwischen  den  Werthen  x  =  a  und  x  =  —  a  neh- 
men ,  wodurch  man  erhält 

*  -    + wb (2  a3_6A ' a)  oiet  R  =  t£ 

Es  ist  aber  der  körperliche  Inhalt,  oder  die  Masse  M  einer  Ku- 

Sel,  deren  Halbmesser  a  ist,  gleich  M  =  $*as,  also  ist  auch 
ie  Anziehung  der  ganzen  Kugel  auf  einen  Punkt ,  dessen  Ent- 
fernung yon  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  A  ist  ,  gleich 

M 

oder  die  Anziehung  der  Kugel  auf  einen  äufseren  Punkt  verhält 
sich  wie  die  Masse  der  Kugel  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung des  Punktes.  Diese  Anziehung  ist  also  dieselbe,  als  wenn 
die  ganze  Masse  der  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  vereiniget  wäre. 


Digitized  by  Google 


2lO 

■ 

Es  ist  daher  erlaubt,  bey  der  Untersuchung  der  Wirkung  der 
gegenseitigen  Anziehung  der  himmlischen  Körper,  diese  letzten 
als  blofse  Punkte  zu  betrachten ,  in  welchen  ihre  Massen  ver- 
einiget sind« 

Nennt  man  A  die  Dichte  der  Masse  ,  aus  welcher  die  Ku- 
gel besieht,  so  wird  man  in  dem  Vorhergehenden  dm  =  Ar  dsdrdx 
setzen.  Ist  diese  Dichte  durch  die  ganze  Kugel  dieselbe,  oder 
ihre  Masse  gleichartig,  so  ändert  dieser  constante  Faktor  A  in 
dem  Ausdrucke  von  dm  nichts  in  den  drey  vorhergehenden  Inte- 
grationen, und  man  erhält  als  Endresultat  für  die  Anziehung  der 
ganzen  Kugel 

A  k  a  * 

wo  — ; —  das  Volum  ,  oder  den  körperlichen  Inhalt ,  und  A  die 
o 

Dichte ,  also  beyder  Produkt  die  Masse  M  der  Kugel  bezeichnet , 
so  dafs  man  also  wieder  hat 

R-  ü. 

Eine  andere  nächst  kleinere,  mit  jener  concentrische  Kugel, 
-wird  also  den  äufseren  Punkt  nach  demselben  Gesetze  anziehen  , 
also  auch  die  Differenz  beyder  Kugeln ,  das  heifst ,  eine  Kugel- 
schale zieht  einen  äufseren  Punkt  ebenfalls  im  geraden  Verhält- 
nisse ihrer  Masse  und  im  verkehrten  des  Quadrats  ihrer  Entfer- 
nung an. 

Wäre  die  Dichte  der  ganzen  Kugel  nicht  gleichförmig ,  son- 
dern ,  wie  es  bey  den  himmlischen  Körpern  sehr  wahrscheinlich 
ist,  gegen  den  Mittelpunkt  nach  irgend  einem  Gesetze  zuneh- 
mend, so  dafs  die  Dichte  jedes  Elementes  der  Masse  eine  Funk- 
tion der  Entfernung  des  Elementes  von  dem  Mittelpunkte  der 
Kugel  ist ,  so  kann  man  sich  eine  solche  Kugel  als  aus  unzähli- 
gen Kugelschalen  bestehend  denken,  deren  jede  eine  bestimmte 
Dichte  hat,  und  den  äufseren  Punkt  nach  dem  Vorhergehenden 
m 

mit  der  Kraft       anzieht ,  wenn  m  die  Masse  der  Kugelschale , 

und  A  die  Entfernung  ihres  Mittelpunkt  es  von  dem  äufseren  Punkte 
ist.  Nennt  man  dann  m' in", die  Massen  der  nächstfolgenden 
Kugelschalen,  so  ist  die  Kraft  aller  dieser  Kugelschalen ,  d.  h.  die 
Kraft  der  ganzen  Kugel 

m  +  m'  -r-m"-)-  .  . . 
R  =   -  ■ 

also  wieder 

M 

R  *  A  «  * 

mm 
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wenn  Msm  +  m'+  m". die  Masse  der  ganzen  Kugel  be- 
zeichnet. Die  Körper  des  Himmels  ziehen  also  einander  so  an , 
als  ob  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  vereiniget  wären ,  und 
zwar  nicht  blofs  ,  weil  ihre  Distanzen  von  einander  in  Beziehung 
auf  die  Dimensionen  dieser  Körper  selbst  sehr  grofs  sind,  son- 
dern auch ,  weil  ihre  Gestalt  von  der  einer  Kugel  sehr  wenig 
verschieden  ist. 

Es  ist  interessant ,  zu  untersuchen,  ob  diese  Anziehung 
der  Kugeln  auch  noch  bey  anderen  Gesetzen ,  als  dem  der  Natur, 
statt  haben  kann.  Wir  wollen  also  die  Gesetze  der  Anziehung 
suchen,  für  welche  eine  Kugel,  oder  was  hier,  nach  dem  Vor- 
hergehenden ,  dasselbe  ist ,  für  welche  eine  Kugelschale  einen 
aufser  ihr  gelegenen  Funkt  so  anzieht,  als  ob  die  ganze  Masse 
der  Kugelschale  in  ihrem  Mittelpunkte  vereiniget  wäre. 

Wenn  man  die  Elemente  eines  Körpers  auf  rechtwinklichte 
Coordinaten  x,  y ,  z  bezieht,  so  kann  man  sich  den  Körper  als 
in  unzählige  unendlich  kleine  rechtwinklichte  Farallelepipeda 
getheilt  vorstellen ,  deren  Seitenlinien  den  Achsen  der  x  y  und 
z  parallel  sind,  so  dafs  also  das  Volum  eines  Elementes  des  Kör- 
pers durch  das  dreyfache  Produkt  dx  .  dy .  dz  ausgedrückt  wird. 

Allein  zu  unserer  gegenwärtigen  Absicht  wird*  es  bequemer 
seyn ,  x  =  r  Cos  3 ,  y  =.  r  Sin  3  Cos  w  und  z  =  r  Sin  3  Sin  w 
zu  setzen,  wodurch  (Cap.  1  $.  16.)  das  Element  des  Körpers 
durch  r8  drdwdSSinS  ausgedrückt  wird. 

Da  in  diesem  Ausdrucke  die  Entfernung  r  nach  der  einen 
oder  auch  nach  der  entgegengesetzten  Seite  verlängert ,  doch 
immer  als  positiv  angesehen  wird,  also  r  immer  positiv  ist,  so 
wird  der  Punkt  A  im  Räume  vollkommen  bestimmt  seyn ,  wenn 
der  Winkel  3  nur  zwischen  o  und  1800  genommen  wird,  während 
der  Winkel  w  von  o°  bis  36o°  wachsen  kann.  Wird  also  dervorige 
Ausdruck  auf  den  ganzen  Körper  ausgedehnt,  so  wird  man  des- 
sen Integral  in  Beziehung  zuf  3  nur  zwischen  den  Gränzen  o 
und  180,  das  in  Beziehung  auf  w  aber  zwischen  o  und  36o°  nehmen. 

I.  Diefs  vorausgesetzt  scy  e  die  Distanz  des  äufscreu  Punk- 
tes vom  Mittelpunkte  der  Kugelüäche ,  und  r  der  Halbmesser  der 
Kugelfläche;  3  der  Winkel,  welchen  der  Halbmesser  r  mit  der 
Distanz  f  bildet,  und  w  der  Winkel,  welchen  eine  Ebene,  die  durch 
r  und  £  geht,  mit  einer  fixen  Ebene,  die  durch  r  geht,  macht, 
so  ist  das  Element  der  Kugelflächc  nach  dem  Vorhergehenden 
gleich 

dm  =  r8  Sin  3.dr  d3dw. 

Nennt  man  dann  f  die  Entfernung  dieses  Elementes  von  dem  äus- 
seren Funkte ,  so  ist 

V  =  ?8  +r8  —  2?r  Cos  3 

O  2 
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Stellt  man  die  noch  unbekannte  Anziehung  in  Jer  Entfernung  f 
durch  9  (f)  vor,  so  ist  die  Anziehung  des  Elementes,  parallel 
mit  der  Richtung  der  Linie  f  zerlegt,  gleich  dm  multiplicirt  durch 
den  Cosinus  des  Winkels  der  Linien  r  f,  oder  da  dieser  Cosinus 

 7 — —  ist ,  und  da  nach  der  vorhergehenden  Gleichung 

? — rCos  3        /df\  . 

— t—  -  fe) 18t' 

i 

elf 

so  ist  diese  Anziehung  gleich  9  (f).  ^"j^  dm.   Bezeichnet  man 

also  durch  «I*  (f)  das  Integral  J  df.  9(1),  so  wird  die  Anziehnng 
der  ganzen  Kugelfläche  parallel  mit  der  Linie  f ,  welche  den  äus- 
seren Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Schale  verbindet ,  durch 
das  Integral  ausgedrückt  seyn. 

R  =  r'tfr  /  dw.d$Sin3.<I>(f) 

wenn  man  dasselbe  in  Beziehung  auf  f  diiferentiirt  und  nach  der 
Differentiation  durch  d?  dividirt. 

Dieses  Integral  von  w  =  o  bis  w  =  2  *  genommen,  WO 
*  =.  0.14159...  gibt 

R  =  2Jrr*dr/d^Sin3.«I>(f.) 

Aber,  wenn  man  die  erste  der  vorhergehenden  Gleichungen  in 
Beziehung  auf  f  und  $  differentiirt ,  so  erhält  man 

fdf 

d3  Sin  2  =  ,  also  ist  auch 

fr 

R  =  2l£±.yfdf.*(o 

Nach  der  vorhergehenden  Anmerkung  wird  man  das  Integral 
in  Beziehung  auf  »  nur  zwischen  den  Gränzen  S  =  o  und  S  =  jc 
das  heifst:  zwischen  den  Gränzen  f  =  f — r  und  f  =  f +  r  neh- 
men. Nennt  man  daher  vj,  (f)  dieGröfse/  f  df.4>  (f),  so  hat  man 

Qirrdr 

II.  Bleiben  wir  bey  dem  letzten  Ausdrucke  vonR  einen  Au- 

genblick  stehen.  Für  das  Gesetz  der  Natur  haben  wir  9  (f)  =  jz 

x 

also  <I>  (f)  =  —  p  und  daher  \|/  (f)  =  —  f ,  also  auch 

+  (f+r)  =  —  (t 4-r),  und  +  (^—r)  =  —    — r). 
Dieser  Ausdruck  von  R  geht  daher  für  das  Gesetz  der  Natur  in 
den  folgenden  über 
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R  =  — 


ai3 

4*  r*  dr 


— 


und  da  nach  dem  Vorhergehen  Jen  die  Anziehung  der  ganzen  Ku- 
gelschale (-^^  »»t,  so  hat  man,  wenn  man  den  letzten  Ausdruck 
von  R  in  Beziehung  auf  R  und  ?  differentiirt , 

/dR\  _  frrr*  dy 

für  die  Anziehung  der  Kugelschale ,  deren  Dicke  dr  ist  t  also  auch 
die  Anziehung  der  Kugel ,  deren  Halbmesser  r  ist , 

wie  oben  J.  10;  oder  für  das  Gesetz  der  Natur  ist  die  Anziehung 
der  KugeUchalen  und  der  Kugeln  selbst  dasselbe,  als  ob  ihre  Mas- 
sen in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wären,  so  dafs  wir  also  hier 
einen  neuen  Beweis  des  oben  aufgestellten  Satzes  erhalten. 

III.  Nach  dieser  kleinen  Digression  wollen  wir  nun  die  Funk- 
tion 9  (f)  der  Bedingung  gemäfs  zu  bestimmen  suchen,  dafs  die 
Anziehung  der  Kugelschale  dieselbe  ist ,  als  wenn  ihre  Masse  in 
ihrem  Mittelpunkte  vereiniget  wäre.  Diese  Masse  der  Kugejschale 
ist  gleich  /»-rr'dr,  und  wenn  sie  ganz  in  dem  Mittelpunkte  der 
Schale  vereiniget  wäre ,  so  hätte  man  für  ihre  Wirkung  auf  den 
äufseren  Punkt  4*  r'dr .  %  (?)  ,  also  auch 

2*rdr.d.  (   j  — J  =4«r*dr.9(^ 

dT 

oder 

'(      C       ~       e      j  =  2r.p(f)....(i7) 

df 

und  dessen  Integral  in  Beziehung  auf  ? , 

+  (f +  r)— +  (f— r)  =  a^r/df.  9  (?)-t-?U 

wo  U  eine  Funktion  von  r  und  anderen  Constanten  ist. 

Sey    v(/  (f  -f-  r)  —  >J/  (f —  r)  =  S  ,    so  bat  man 

S=  2?r/df.?(rf+cU 

Differentiirt  man  diesen  Ausdruck  zweymahl  in  Beziehung  auf  <\ 
so  ist 
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(dfy  =  2r/ W  +  3f  r * 9  W  +  ü 

und  eben  so: 

Vd^y  =  *  law 

Aus  der  Natur  der  Funktion  S  aber  folgt 

/£S\  _  /d*S\         '  , 
Vdr»/  T  Vd?»/ 

(d5S\  /<laS\ 
■^J  und  ^^ry  einander 

gleich ,  so  ist 

3?  (?)       d.  9  (?)  _  _i_  /d'U\ 

^       •       d?    .       2r  \dra  /  , 

Da  aber  das  erste  Glied  dieser  Gleichung  Ton  r ,  und  das  zweyte 
von  unabhängig  ist,  so  mufs  jedes  dieser  Glieder  für  sich  gleich 
einer  constanten  Gröfse  seyn,  die  wir  durch  3A  bezeichnen  wol- 
len, so  dafs  man  hat 

UM  +  i|«  =  3A  oder 
*f>(ri-d?  +  ?-d9  0)  =  d{ 

das  heifst: 

d.[f-?(if)]=3Afd<. 
und  daher  dessen  Integral 

t* .  9  (?)  r=  A?»  +  B 
wo  B  eine  constante  Gröfse  ist ,  oder  endlich 

.  B 

Alle  Gesetze  der  Anziehung,  für  welche  eine  Kugel  auf  einen  äus- 
seren Punkt  so  wirkt,  als  ob  ihre  Masse  in  dem  Mittelpunkte 
vereinigt  wäre ,  sind  also  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke 

B 
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enthalten,  wo  q  ilic  Fntfernung  des  äufseren  Punktes  von  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  ist.  Auch  sieht  man  leicht,  dafs  dieser 
Ausdruck  der  Gleichung  (17)  genug  thut,  welches  auch  die 
Werl  he  von  A  und  B  seyn  mögen. 

Setzt  man  voraus,  dafs  A  gleich  Null  ist,  so  hat  man  das  Gesetz 
der  Natur,  so  dafs  also  von  der  unendlichen  Anzahl  derGesetzc, 
welche  die  Anziehung  für  grofse  Distanzen  sehr  klein  geben , 
jenes  der  Natur  das  einzige  ist,  für  welches  die  Kugeln  die  oben 
angegebene  Eigenschaft  haben. 

5.  1». 

Dieses  Gesetz  der  Natur  scheint  endlich  noch  eine  andere 
viel  wichtigere  Eigenschaft  zu  haben,  die  ihm  ausschließend  zu- 
kömmt, und  zur  Erhaltung  des  Ganzen  nothwendig  ist.  Wir  ha- 
ben z  B.  oben  gesehen,  dafs,  wenn  die  Kraft,  mit  welcher  sich 
die  Körper  gegenseitig  anziehen,  sich  wie  verkehrt  der  Würfel 
ihrer  Entfernung  verhielte,  die  Bahn  der  Planeten  eine  hyper- 
bolische Spirale  wäre,  in  welcher  sich  also  diese  Körper  der  Sonne 
immer  mehr  nähern ,  und  endlich  nach  unzähligen  immer  klei- 
neren Umgängen  in  sie  stürzen  würden.  Dasselbe  würde  der  Fall 
schon  nach  dem  ersten  Umgange  seyn ,  wenn  die  Kraft  sich  ver- 
kehrt wie  die  fünfte  Polenz  der  Entfernung  verhielte.  Bey  die- 
sen und  vielen  anderen  ähnlichen  Gesetzen  würde  also  das  ganze 
System  entweder  völlig  aufgelöset ,  oder  doch  bald  gewaltsamen 
Aenderungen  unterworfen  werden,  welche  die  Symmetrie,  und 
die  schönen  Verhältnisse,  die  wir  jetzt  an  demselben  beobachten, 
gänzlich  zerstören.  Wenn  wir  aber  auch  nie  ergründen  Können, 
warum  der  Urheber  der  Natur  unter  allen  unzähligen  Gesetzen, 
eben  dieses  gewählt,  und  warum  er» die  Dimensionen  der  einzel- 
nen Himmelskörper  sowohl ,  als  die  der  Distanzen,  welche  sie 
jetzt  von  einander  trennen,  eben  nach  diesem  Mafsstabe  angeord- 
net hat,  der  nun  der  Gegenstand  unserer  Beobachtungen  ist,  so 
scheint  es  doch  eine  wesentliche  Eigenschaft  eines  jeden  Syste- 
men ,  das  auf  Dauer  Anspruch  machen  soll ,  zu  seyn ,  dafs  das- 
selbe bey  den  einmahl  bestehenden  Verhältnissen  seinerTheile  auch 
nach  einem  anderen  Mafsstabe  ausgeführt  werden  könne,  ohne 
dadurch  eine  wesentliche  Aenderung  zu  leiden.  Nehmen  wir  au, 
dafs  al'c  Dimensionen  der  Körper  dieses  Systcmes  sowohl  als  ihrer 
Entfernungen  von  einander  in  dem  Verhältnisse  1  zu  n  geändert 
werden,  und  dafs  die  Planeten  auch  nach  dieser  Aenderung  noch 
Bahnen  um  die  Sonne  beschreiben,  welche  den  gegenwärtigen 
ähnlich  sind,  was  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  auch  die 
Kraft  der  Sonne  in  demselben  Verhältnisse  1  zu  n  geändert  wird. 
Ist  z.  B.  bey  den  gegenwärtigen  Verhältnissen  M  die  Masse  der 

■M 

Sonne,  und  r  ihre  Entfernung  von  der  Erde,  und  drückt  — — 

das  noch  unbekannte  Gesetz  der  Kraft  aus,  mit  welcher  die  Sonne 
auf  die  Erde  und  auf  alle  übrigen  Planeten  wirkt ,  so  werden  in 
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dem  geänderten  Systeme  die  Gröfscn  r,  9  (r)  und  M  in  folgende 
übergehen  rn,  9  (rn)  und  Mn3,  und  die  neue  Kraft  der  Sonne, 
mit  welcher  sie  die  Erde  in  der  Entfernung  rn  anzieht ,  wird 
Mn* 

  seyn.  Da  aber ,  wenn  die  neue  Bahn  der  Erde  der  vor- 

9  (rn) 

M 

hergehenden  ähnlich  seyn  soll,  die  Kraft  ^j-j  der  Sonne  in  dem- 
selben Verhältnisse  i  :n  geändert  werden  mufs,  weil  die  Sinus 
versus  der  Bogen  ,  welche  die  Erde  unter  beyden  Voraussetzun- 
gen durch  die  Wirkung  der  Sonne  beschreibt,  der  Kraft  der  Sonne 
proportionirt  seyn  müssen  (  Jj.  5.),  so  wird  man  haben 

Mn*  M 
-  v    \  *=■  n  .  -—  oder 
9  (rn)  9  (0 

n\p  (r)  =  9  (rn) 

oder  die  Kraft  9  (r)  mufs  eine  solche  Funktion  von  r  seyn ,  die 

ungeändert  bleibt,  wenn  man  in  ihr  rn   statt  r  substituirt, 

und  den  neuen  Ausdruck  durch  n*  dividirt.  Ist  z.  B.  die  Kraft 

der  Sonne  irgend  einer  Potenz  der  Entfernung  proportionirt , 

also  9  (r)  =  Ar1",  wo  A  eine  constante  Gröfse  ist,  so  hat  man 

<t>  (rn)  =  Arm  hm,  und  n*.<p  (r)  =  Arm.n9.  iSetzt  man  daher  die 

beyden  letzten  Ausdrücke  einander  gleich,  so  ist  n"— *  =  1  oder 

m  =  2,  das  heifst,  wenn  bey  einem  geänderten  Mafsstabe  des 

ganzen  Systemes  die  Verhältnisse  seiner  Theile  noch  dieselben 

bleiben  ,  und  das  neue  System  dem  Vorhergehenden  ähnlich  seyn 

soll ,  so  mufs  m  =  2  also  p  (r)  =  Ar"  und  daher  die  Kraft  der 

M  ' 
Sonne  gleich  ~ — seyn ,  welches  wieder  das  Gesetz  der  Na- 
A  •  r 

tur,  also  auch  das  einzige  ist,  für  welches  die  Bewegungen  und 
alle  Erscheinungen  der  Natur,  nicht  von  der  absoluten  Gröfse 
des  Systemes  und  seiner  Theile  ,  sondern  blofs  von  ihren  Ver- 
hältnissen gegen  einander  abhängig  sind,  während  für  jedes  an- 
dere Gesetz  die  geringste  Veränderung  des  Mafsstabes  ,  wenn  die 
Verhältnisse  ungeändert  bleiben,  eine  ganz  andere  Welt  zur  F'olge 
haben  würde. 

5.  .3. 

Zum  Schlüsse  dieses  Gegenstandes  wollen  wir  noch  im  All- 
gemeinen die  Anziehung  eines  gegebenen  Körpers  von  irgend 
einer  Gestalt  auf  einen  gegebenen  Punkt  suchen. 

Sey  P  ein  Punkt  der  Oberfläche  dieses  Körpers ,  dessen 
drey  rechtwinklichte  Coordinaten  x  y  z  seyn  sollen.  Durch  den 
Punkt  P  ziehe  man  die  drey  geraden  Linien  PX,  PY,  PZ  den 
Coordinaten  x  y  z  parallel,  und  die  Normale  PQ  der  Oberfläche. 
Sey  ferner  M  irgend  ein  Punkt  in  oder  aufser  dem  Körper,  und 
seine  mit  den  vorigen  parallelen  Coordinaten  ab  c,  und  end- 
lich die  Entfernung  beyder  Punkte  PM  =  r  also 
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r  =  VA*— *)•  +  (b— y)1  +  (c-z)-. 
Per  Kürze  wegen  wollen  wir 

die  Winkel  MPX,  MPY,  MPZ  . .  QPX,  QPY,  QPZ  und  QPM 
durch  MX,     MV,    MZ  .  .  QX,    QY,    QZ    und  <JM 

bezeichnen ,  so  dafs  man  also  hat 

Cos  MX  =  — ,  Cos  MY  =  b— ,  Cos  MZ  =  — . 

r  r  r 

Da  die  gerade  Linie  r  durch  die  zwey Punkte  geht,  deren Coor- 
dinaten  x  y  z  und  a  b  c  sind ,  so  sind  die  Gleichungen  dieser  ge- 
raden Linie  zwischen  den  Coordinaten  |  u  £  folgende: 

f-*  -  ~  und  u-y  &s  (f-z)  y~~b 


Sucht  man  aber  aus  der  gegebenen  Gleichung  der  Oberfläche 
des  Körpers  die  partiellen  Differentialien  ■ 

©— ©-* 

so  sind  bekanntlich  die  Gleichungen  der  Normale  dieser  Fläche 

5-x  +  (£—  z)  P  =  o  und  v-y  -f  Q  =£  o 

Daraus  folgt  für  den  Winkel  <JP M  der  Normale  mit  der  Ent- 
fernung r 

CosQM=(a-x)P  +  <rb-r>(?  +  C-*      '  ' 

und  für  die  Winkel  der  Normale  QPX,  QPY,  QPZ  mit  den 
Achsen  der  x ,  y ,  z 

Cos  QX  =  ^ ,  Cos  QY  =  ^ ,  Cos  QZ  =  ^ 


wo    R  =  y/i~|-P»4-Q»  ist. 

I.  Dieses  Torausgesetzt,  ist  bekanntlich  das  Element  der 

Oberfläche  des  Körpers  ds  =  R  dx dy  y/\  -r-Pa  4-  Q',  und  das 
Element  des  Körpers  selbst  dK  =  dx  dy  dz ,  also  ist  auch 

an  = 

n 

oder  da  nach  dem  Vorhergehenden  dz  =  Rdx  Cos  QX  ist, 

H  =//'xds.  Cos  QX 
was  offenbar  auch  so  ausgedrückt  werden  kann 
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K  äs  //yds.  Cos  QT  oder  K  =zffzds.  Cos  QZ. 


IT.  Die  Protection  des  Elementes  ds  der  gegebenen  Ober- 
fläche auf  eine  Ebene ,  die  auf  der  Achse  der  x  senkrecht 
steht,  ist 

P 

=  dy  dz  oder  d-2"  =  R  dx  dy .  — 

also  auch,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von  Rdxdy 

und  —  substituirt,  dr  =  ds  Cos  QX.  Denkt  man  sich  durch  alle 

Punkte  des  Umfanges  von  d2  gerade  Linien,  welche  senkrecht 
auf  die  Protections  -  Ebene ,  also  parallel  mit  der  Achse  der  x 
stehen,  so  werden  diese  Linien  einen  C\  linder  bilden,  dessen 
Element  d2dx  ist,  und  wenn  fr  das  Anziehungsgesetz  der  Ma- 
terie dieses  Cylinders  ausdrückt ,  so  wird  die  Anziehung  dieses 
cylindrischen  Elementes  auf  den  um  die  Distanz  r  entfernten 
Punkt  M  seyn  dZ .  dx .  fr. 

Es  ist  aber  r*  =  (a— x)9  +  (b— y)9  +  (o—z)*, 

also  da  durch  den  ganzen  Cylinder  nur  x  als  variabel  anzusehen 
ist,  rdr  =  —  (a — x)  dx,  und  daher  die  Anziehung  des  cylin- 
drischen Elementes  =  —  r«  r«  r  9  ^  "Wird  diese  Anziehung 

a — x  ° 
nach  der  Achse  tler  x  zerlegt,  so  erhalt  man  —  fr.  dr.d25,  und 
bezeichnet  man  das  Integral  /.  fr  dr  durch  Fr,  so  ist  die  An- 
ziehung des  ganzen  Cylinders  von  der  Grundfläche  dr  auf  den 
Punkt  M  in  der  Richtung  der  x  gleich  —  Fr.  dr,  oder  wenn 
man  den  vorhergehenden  Werth  von  dr  substituirt,  so  ist  die 
Anziehung  des  gaizen  gegebenen  Körpers  auf  den  Punkt  M 
parallel  mit  der  Achse  der  x  gleich  — /Fr.ds  Cos  QX ,  und 
eben  so  ist  die  Anziehung  des  Körpers  auf  den  Punkt  M  paral- 
lel mit  y  und  mit  z  gleich 

—/Fr.ds  Cos  QY  und  -—/Fr.ds  Cos  QZ. 

Diese  Untersuchungen,  den  körperlichen  Inhalt  und  die  An- 
ziehung eines  Körpers  auf  einen  gegebenen  Punkt  M  zu  suchen, 
lassen  sich  noch  auf  eine  andere  merkwürdige  Art  anstellen.  Zu 
diesem  Zwecke  denke  man  sich  um  den  Punkt  M  als  Mittelpunkt 
eine  Kugel  beschrieben ,  deren  Halbmesser  die  Einheit  ist.  Sey 
77  ein  auf  der  Oberfläche  dieser  Kugel  dem  kleinen  Raum  dS  zu- 
gehöriger Punkt.  Die  Linie  M/Z  schneide  verlängert  die  Ober- 
fläche des  Körpers  zuerst  in  dem  Punkte  P',  dann  weiter  ver- 
längert das  zweyte  Mahl  in  dem  Punkte  P",  dann  in  P'"  u.  f. 
Zieht  man  dann  von  dem  Punkte  M  an  die  Peripherie  des  Rau- 
mes dS  gerade  Linien,  so  werden  diese  Linien  eine  Art  von 
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Kegel  bilden ,  und  an  der  Oberfläche  de*  gegebenen  Körpers  an 
den  Punkten  P',  P",  P'".  .  .  die  Räume  ds',  da",  ds'".  .  .  be- 
gränzen.  Endlich  beschreibe  man  noch  aus  dem  Mittelpunkte  M 
mit  den  Halbmessern  MP'  =»  r>,  MP"  =  r",  MP'"  =  r'"  .  .  . 
durch  die  Punkte  P',  P",  P*" .  .  .  Theile  sphärischer  Oberflä- 
chen, und  nenne  d<r',  dar",  d<r"' ...  die  Bäume,  welche  jener 
Kegel  yon  diesen  sphärischen  Oberflächen  ausschneidet. 

Dieses  vorausgesetzt  hat  man ,  da  diese  Theile  der  sphäri- 
schen Oberflächen  sich  wie  die  Quadrate  ihrer  Halbmesser  ver- 
halten 

da"      d*"'  do"" 


und  da  der  Elementarraum  dV  als  die  Projection  des  Raumes 
ds'  auf  eine  Ebene,  der  die  Gerade  P'M  normal  ist,  angesehen 
werden  kann, 

der'  sx  ±  ds'  Cos  MQ'  und  eben  so  d<r"  =  ±  ds"  Cos  MQ", 
d<r"'  =  ±  ds'"  Cos  MO"'.  .  . 

wo  das  obere  Zeichen  statt  hat,  wenn  der  Winkel  MQ  ==  MPQ 
kleiner  als  ein  rechter  ist,  d.  h.  wenn  der  angezogene  Punkt  M 
innerhalb  dem  Körper  liegt,  das  untere  Zeichen  aber,  wenn  M 
ein  äusserer  Punkt  des  Körpers  ist.  Betrachten  wir  jeden  dieser 
Fälle  für  sich. 

I  Ist  M  ein  innerer  Punkt  des  Körpers ,  so  ist  also  für  den 
ersten  Durchschnittspunkt  der  Linie  Mi7  mit  der  Oberfläche  des 
gegebenen  Körpers  ' ■  

d<r'  ==  +  ds'  Cos  MQ'  oder  da  d<r'  =  r'9  .dS  ist, 

ds'  Cos  MO' 

 ^  =  +  dS- 

•  #• 

Für  den  zweyten  Durchschnittspunkt  der  verlängerten  Linie  MI7 
mit  der  Oberfläche  des  Körpers  kömmt  diese  Linie  aus  einem 

.    ds"CosMQ"  JQ 
äuf s er cn  Räume  in  den  Körper,  also  ist   —          —  —  üö; 


für  den  dritten  Durchschniltspunkt  kömmt  jene  Linie  aus  dem 
Körper  in  den  äufsern  Raum ,  oder  es  ist 

**"  C°»  "Q"'  -  +  M  ».S.W. 

r'"* 

und  da  die  Anzahl  dieser  Durchschnittspunkte  gerade  ist,  so 
hat  man  für  einen  inneren  Punkt  M 

A*i    •  ds"       ■  »■  ds'"  •  '* 

~  Cos  MQ'  +  —  Co»  MQ"  +  —  Cos  MQ'"  + . .  . 


\  < 


ss  dS  —  dS  +  dS  =  o. 


Werden  dann  alle  anderen  Elemente  dS  der  Oberfläche  Unserer 
Kugel ,  deren  Halbmesser  die  Einheit  ist,  eben  so  behandelt  und 
sunimirt ,  oder  wird  dieses  Verfahren  auf  die  ganze  Oberfläche 
dieser  Kugel  ausgedehnt,  so  hat  mau  nach  dem  Geiste  der  Inte- 
gralrechnung ,  für  einen  inneren  Punkt 


A  ~  Cos  MO  —  o 

II.  Ist  aber  M  ein  äufserer  Punkt,  so  hat  man  eben  so  für  den 

ds' 

ersten  Durchschnitt  —  Cos  MO'  =  —  dS 

ds" 

zweyten    *     »       —  Cos  MQ"  =  +  dS     ;  , 

ds'" 

dritten      »     »      —  Cos  MQ'"  =  ~dS  u.  f. 

und  da  die  Anzahl  dieser  Purchschnittspunkle  ungerade  ist,  so 
heben  sich  in  der  Summe  dieser  Ausdrücke  alle  bis  auf  den  letz- 
ten auf,  und  man  erhält 

*  ■  •  • 

/» ds 

/_CosMQ  =  -S, 

oder  da  S  die  ganze  Oberfläche  der  mit  dem  Badius  as  i  be- 
schriebenen Kugelfläche  bezeichnet,  also  S  =  4*  ist,  für  einen 
äufscren  Funkt 

/ds      _  _ 
rT-  Cos  MQ  =-4* 

WO     IT  =  3.l44(M)   .  .  . 

III.  Das  Volum  des  Kegelraumes  von  der  Spitze  M  bis  zu 
den  Punkten  P',  P",  P'"  . .  ist  in  derselben  Ordnung 

\  r'  d<r',  \  r"  d<r",  -J  r'"  6V"  .  .  .  ... 

oder  ±  f  r'  ds'  Cos  MQ',         r"  ds"  Cos  MQ", 
+  \  r>"  ds'"  Cos  MQ'"  .  .  . 

das  obere  Zeichen,  wenn  der  Punkt  M  in  dem  Inneren  des  Kör- 
pers liegt,  woraus  sofort  folgt  ,  tfafs  das  Volum  des  ganzen 
Körpers  gleich  ist 

K  =  —  i/rds  Cos  MQ. 

IV.  Um  nun  auch  die  Attraction  dieses  Körpers  auf  den  ge- 
gebenen Punkt  M  zu  -finden,  so  war  dS  die  Basis  des  Kegels, 
dessen  Höhe  die  Einheit  ist,  also  ist  auch  ra .  dS  die  Basis  des 
Kegels ,  dessen  Höhe  gleich  r  ist.  Das  Volum  des  lezten  Kegels 


■ 
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ist  daher  |  r».  d8,  und  dessen  Differential  ra  dr.dS.  Ist  also 
wieder  Fr  das  Gesetz  der  Attraction,  so  ist  die  Attroction 
selbst  gleich  dem  Volum  des  Elementes  in  fr  multiplicirt,  oder 
gleich  r*  dr  .  dS  .  fr.  Bezeichnet  man  daher  das  Integral 
fr'.fr.dr  durch  ^r,  so  ist  die  Attraction  des  ganzen  Kegels 
gleich  ?r.dS  oder  gleich 

■  * 

9r .  ds  ' 

und  daher  die  Attraction  des  ganzen  Korpers  auf  den  Funkt  M 
gleich  dem  Integrale 


wo  dieses  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  aus- 
zudehnen ist.  Das  Produnkt  dieses  Ausdruckes  in  Cos  MX  gibt 
die  Attraction  des  Körpers  auf  den  Punkt  M  nach  der  Richtung 
der  Achse  der  x ,  die  also  gleich 

ist ,  und  eben  so  ist  die  Attraction  des  Körpers 

^ar.ds 

nach  der  Richtung  der  y  J  -^7-  Cos  MQ.Cos  MY 

und  nach  der  Richtung  der  z  .  .  .  J*^~~~x —  Co»MQ.CosMZ 

V.  Nehmen  wir  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  hat 
man  folgende  Theoreme : 

1)  Das  auf  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  ausgedehnte 
Integral 

f  ds.  Cos  <JX  ist  immer  =  o. 
a)  Das  Volum  des  Körpers  ist 

J  xds  Cos  QX  =/yds  Cos  QY  =  fzAs  Cos  QZ, 
oder  =  —  l/r  ds  Cos  QM, 

3)  Für  einen  Punkt  M,  dessen  Entfernung  von  einem  wili- 
kührlichen  Punkt  der  Oberfläche  des  Körpers  gleich  r  ist,  ist 
das  Integral 

CosMQ  gleich  o, 

wenn  der  Punkt  M  inner  dem  Körper ,  und  gleich  —  4<r  ,  wenn 
er  aufser  dem  Körper  liegt. 
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4)  Die  Anziehung  des  Körpers  anf  den  Punkt  M  ist: 
nach  der  Richtung  der  x  .  :  .  .  X  =.  —/Fr.  da  Cos  QX 

=  „ftllp  Cos  QM  Cos  MX 

nach  der  nichtung  der  y  .  .  .  .  Y  =  —  /Fr.  ds  Cos  Q\T 

_  _/  fL*  Cos  QM  Cos  MY 

,  r 

nach  der  Richtung  der  z  .  .  .  .  Z  =  — /Fr.ds  Cos  QZ 

—  —  y  Cos  QM  Cos  MZ 

wo  das  Gesetz  der  Anziehung  fr  =  ^  und  wo  Fr  =  y  fr .  dr 

und  yr  =  y*r*.fr.dr  ist,  und  wo  alle  vorhergehenden  Integrale 
auf  die  ganze  Oberiläche  des  Körpers  ausgedehnt  werden  sol- 
len. Für  den  Fall  der  Natur  hat  man  fr  =  4  also  Fr  =  —  - 

r»  r 

und  ^r  =  r.— - 

Mehrere  Anwendungen  dieser  Ausdrücke  werden  sich  in  der 
Folge  linden.    (Monatl.  Corresp.  XXYIU.  Band.) 
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ACHTES  KAPITEL. 


Problem  der  drey  Körper. 


Vorbereitungen. 

♦ 

Wir  baben  bereits  in  dem  vorhergehenden  KapiteJ  gesehen,  wel- 
che Schwierigkeiten  die  Bestimmung  der  Bewegung  von  Körpern, 
die  ihrer  gegenseitigen  Anziehung  unterworfen  sind,  seihst  in 
den  einfachsten  Fällen  darbiethet ,  sobald  die  Anzahl  dieser  Kör- 
per gröfser  als  zwcy  ist.  Der  vorzüglichste  Zweck  der  Anwen- 
dung der  Mechanik  auf  die  Astronomie  ist  die  Bestimmung  der 
Bewegung  der  Körper  unseres  Planetensysteme»  , .  «leren  jeder 
nicht  nur  der  Anziehung  der  Sonne,  des  Centrai-Körpers  des  Sy- 
stem es  ,  sondern  auch  noch  den  Anziehungen  aller  übrigen  Kör- 
per desselben  unterworfen  ist.  In  dieser  Allgemeinheit  aber  ist  die 
Auflösung  dieses  großen  Problemes  bey  dem  gegenwärtigen  Zu- 
stande unserer Analysis  völlig  unmöglich.  Glücklicherweise  sind 
die  Entfernungen ,  welche  dijese  Körper  von  einander  trennen , 
in  Beziehung  auf  ihre  eigenen  Dimensionen  so  grofs ,  dafs  die 
Störungen,  welche  jeder  Planet,  während  er  der  Hauptkraft  der 
Sonne  gehorchend  seine  elliptische  Bahn  um  dieselbe  beschreibt, 
von  allen  übrigen  Planeten  leidet,  so  klein  smd,  dafs  man  bey 
der  Untersuchung  der  Wirkungen  eines  jeden  Planeten  auf  ei- 
nen anderen,  den  ungestörten  elliptischen  Ort  des  ersten  zu 
Grunde  legen  kann,  ohne  einen  für  unsere  Beobachtungen  merkba- 
ren Fehler  zu  befürchten,  dalsman  also  die  Störungen,  weteh«  je- 
der einzelne  Planet  von  allen  andern  erfährt ,  von  einander  ab- 
gesondert betrachten  ,  oder  dafs  man  nur  die  Störung  eines  je- 
den Planeten  durch  einen  jeden  andern ,  als  ob  der  letzte  allein 
da  wäre,  aufzusuchen,  und  dann  alle  diese  Störungen  zu  sum- 
miren  braucht,  um  die  gesammte  Störung  eines  jeden  Planeten 
durch  alle  übrigen  zu  erhalten.  Dadurch  wird  unser  Problem 
auf  die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  Planelen  zurückgeführt, 
der  in  seiner  elliptischen  Bahn  um  die  Sonne,   deren  {Kraft  die 
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aller  anderen  Planeten  weit  überwiegt,  dnrch  die  viel  schwächere 
Kraft  eines  zweyten  Planeten  gestört  wird,  daher  man  diese  Auf. 
gäbe,  mit  deren  Auflösung  wir  uns  in  diesem  und  den  folgenden 
zwey  Kapiteln  beschäftigen  wollen ,  das  Problem  der  drey 
Körper  genannt  hat.  Wir  werden  aber  bald  sehen,  dafs  selbst  nach 
•dieser  Beschränkung  die  direcle  Auflösung  dieser  Aufgabe  noch, 
immer  als  unmöglich  angesehen  werden  mufs  ,  und  dafs  wir  uns 
daher  mit  einer  blofs  genäherten  Bestimmung  begnügen  müssen, 
welche  uns  durch  die,  wie  es  scheint,  blofs  zufällige  Einrich- 
tung des  Sonnensystemes  möglich  gemacht  wird,  nach  welcher 
die  Bahnen  aller  Planeten  sehr  nahe  kreisförmig ,  und  die  Win- 
kel, welche  die  Ebenen  ihrer  Bahnen  unter  einander  bilden,  sehr 
klein  sind ,  so  dafs  man  ihre  wahren ,  von  den  übrigen  Planeten 
gestörten  Längen ,  Breiten  und  Entfernungen  von  der  Sonne  in 
Reihen  auüöscn  kann ,  welche  nach  den  Potenzen  der  Excentri- 
citäten  und  Neigungen  der  Bahnen  fortgehen,  welche  wegen  den 
geringen  Werthen  dieser  Gröfsen  sehr  schnell  convergiren ,  und 
dadurch  die  Integrationen  der  äufserst  verwickelten  zweyten  Dif- 
ferentialgleichungen,  welche  die  Mechanik  für  die  Bewegung 
dieser  Körper  darbiethet,  wenigstens  Annäherungsweise  mög- 
lich machen. 

f*  * 

Diese  Differentialgleichungen  haben  alle  ,  wie  wir  im  zwey- 
ten Kapitel  gesehen  haben ,  die  Form 

d*n 

du 

wo  P  und  Q  Funktionen  von  u,  t,  und  j-  sind,  und  wo  a  ein 

sehr  kleiner  constanter  Factor  ist.  Wir  wollen  annehmen  ,  dafs 
man  das  endliche  oder  zweyte  Integral  dieser  Gleichung  für  den 
Fall  kenne,  -wo  a  gleich  Null  ist.  Diflerentiirt  man  dieses  Inte- 
gral in  Beziehung  auf  u  und  t,  so  hat  man  also  zwey  Gleichun- 
gen, nämlich  das  erste  Und  zweyte  Integral  der  Gleichung 

dau  , 
o  =  -j— -       P,  und  kann  daher  aus  diesen  zwey  Gleichungen 

dt  , 

durch  Elimination  die  Werthe  von  zwey  Constanten  c  und  c'  fin- 
den,  die  in  diesen  zwey  Gleichungen  enthalten  sind.  Diese  Con- 

.  du 
stanten  cund  c'  werden  also  in  Funktionen  von  u  und  t  und 

dt 

ausgedrückt  seyn.  Nennt  man  daher  V  und  V'  diese  Funktionen, 
so  sind  jene  zwey  Gleichungen 

'        C=  V  ,  undö'=V 
und  sie  sind  offenbar  die  zwey  ersten  Integralien  von  der  gege- 
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hencn  Gleichung  o  ss  g-j-  -f-  P,  und  sie  werden  darch  die  Elim!« 
du 

nation  ron  ^-  das  gesuchte  zweyte  oder  endliche  Integral  die- 
ser Gleichung  wieder  geben.  DifTerentiirt  man  diese  bejden  Glei- 
chungen noch  einmahl ,  so  erhält  man 

o  =  dV  und  o  ■  dV 

und  da  diese  Gleichungen  vollständige  Differentialgleichungen 
der  zweyten  Ordnung  sind ,  so  kann  jede  von  ihnen  nichts  an- 

d'u 

ders  sevn  als  die  gegebene  Gleichung  o  »  —  +  P  selbst  mit 

irgend  einen  Faktor  nmltiplicirt.  Nennt  man  also  Fdt  den  Fak- 
tor dieser  fetzten  Gleichung,  der  die  Gleichung  o  =  dV ,  und 
nennt  man  F'  dt  den  Faktor ,  der  die  Gleichung  o  =  d  V'  gibt ,  so 
hat  man 

dV=  Fdt  (|^  +  p)  und! 

» 

d«u 


(dgu  \ 


Es  ist  aber  leicht,  diese  Faktoren  F  und  F'  zu  bestimmen, 
die  Gröfsen  V  und  V  bekannt  sind.  Denn  F  ist  offenbar 
d'u 

der  Faktor  von  —  in  dem  zwey ten  Differentiale  von  V ,  und  F' 

d»u 

ist  der  Faktor  von  7-7-  in  dem  zwej  ten  Differentiale  vonV.  Da 

man  also ,  nach  der  Voraussetzung ,  die  Werthe  von  V  und  V> 

d2u 

kennt,  so  darf  man  nur  die  Faktoren  von  —  aus  diesen  bey- 
den  Werthen  suchen,  um  die  Werthe  vonF  undF'  zu  erhalten. 
Gehen  wir  jetzt  wieder  zu  unserer  ursprünglichen  Gleichung 

d2u 


o  = 


Zurück.  Multiplicirt  man  sie  durch  Fdt  und  F'dt,  so  erhält  man 

o  =  dV  +  adt  FQ  und 
o  =  dV'-r-adt  F'Q 

und  davon  sind  die  Integralien 

f  c—ct/dt  F<J  =  V 

C— «ydtF'Q  =  V/ 


in 
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und  so  hat  man  zwey  Differentialgleichungen,  welche  dieselbe  Form 
haben,  wie  in  dem  Falle  wo  «  =  o  ist,  mit  dem  einzigen  Unter- 
schiede, dafs  man  standen  willkührlichen  Constanten c  und  c'  die 
folgenden  Gröfsen  setzt 

c— a/dt  FQ  und  c'— «/dt  F'Q 

Wenn  man  aber  unter  der  Voraussetzung  a  =  o ,  aus  den  zwey 

du        .  . 

Integralen  c  es  V  und  c'  =  V  die  Gröfse  ehminirt ,  so  er- 
hält man ,  wie  wir  oben  gesehen  haben ,  das  endliche  Integral  der 

d"*u 

Gleichung  o  +  T;  also  erhalt  man  auch  das  endliche  In- 

d*u  _ 
tegral  der  gegebenen  Gleichung  0  =         -f-  P  +  «Q» 

man  blofs  in  dem  vorhergehenden  Integrale  die  Gröfsen  c  und  C 
in  c—a  /  dt  FQ  und  c' — a /dt  F'Q  verwandelt.  Um  das  Vorher- 
gehende auf  einen  besondern  Fall  anzuwenden,  sey  die  Gleichung 

d«u  _ 
o  =  ^  +  a»u  +  «Q 

gegeben,  wo  a  eine  sehr  Meine  Gröfse ,  undQ  irgend  eineFunk- 

du  .  , 
tion  von  u  t  und  -j-  ist.  rür«  =  o  hat  man 

dt 

und  von  dieser  Gleichung  ist  das  zwey te  Integral 

■  *  * 

c  C 
n  =  -  Sin  at  +  —  Cos  at, 
a  a 

wo  c  und  c'  zwey  beständige  Gröfsen  sind,  und  davon  ist  das  er- 
ste Differential 

du 

=  c  Cos .  at — c'  Sin  at. 

Die  Combination  dieser  beyden  letzten  Gleichungen  gibt 

du 

c  s  au  Sin  at  -J-  jj-  Cos  at 

du 

c'  =  au  Cos  at —  —  Sin  at. 

dt 

Dieses  lind  die  zwey  Gleichungen  ,  welche  wir  oben  c  =  V  und 
c»  ms  V  genannt  haben.  In  der  ersten  derselben  ist  der  Faktor 
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TOn  dt»"  S^*0*1  ^  =  ^os  at i  un<*  *n  ^er  sweyten  F'  =  —  Sin  at. 


Wir  werden  daher,  um  das  vollständige  Integral  der  gegebenen 
Gleichung  zu  erhalten,  nach  dem  Vorhergehenden  in  der  Gleichung 

c  c' 

u  =5     Sin  at  +  —  Cos  at  blofs  statt  c  die  Gröfse  c— a /dtFQ, 


und  statt  c'  die  Gröfse  c'— « /dtF'Q  substituiren ,  wodurch  man 
erhält 

u  =  (C-a^<]tC08"t)  sin  at  +  pWyjgj^j  Cü8at 

oder  das  vollständige  Integral  der  gegebenen  Gleichung 

d«u 

°  =  dt^     **"  ~r-  *  Q  w*r^  seyn 

u  =  -  Sinat  -4-  —  Cos  at—  *  Sin  at/  Q  dt  Cos  at 
a  a  a  ¥  x 

+  ~  Cos  at/9  dt  Sin  at  .  .  .  (A) 

Ist  z.  B.    aQ  ss  A  +  B  Cos  mt  +  C  Cos  nt 

-|-  ß  Sin  mt  -f-  «y  Sin  nt 
so  ist  das  gesuchte  Integral 

A        c  C 

u  =  —  — r  H  Sin  at  -J  Cos  at 

aa        a  1  a 

B  C 

H  -Cosmt  H  T—T  Cos  nt  -f* 

mJ — a8  1   n  — a" 

ß  <y 

+  — :  r  Sinmt  -f-  —          Sin  nt  ■+• 

m9 — a9  n" — aa 

I.  In  der  Theorie  der  Störungen  besteht,  wie  wir  sehen 
Werden,  dieGröfseQ  blofs  aus  Gliedern  der  Form  ASin  (mt-j-e) 
oder  A  Cos  (mt  -|-;  g; ,  und  man  sieht  leicht,  wenn  man  diese 
Werthe  statt  Q  in  dem  letzten  Ausdrucke  von  u  substituirt,  dafs 
jedes  Glied  von  Q ,  welches  die  Form  hat  A  Sin  (mt  +  s) ,  in 

a  A 

dem  Ausdrucke  von  u  ein  Glied   Sin  (mt4-£j,  und  dafs 

mJ — a9 

eben  so  jedes  Glied  von  Q ,  welches  die  Form  A  Cos  (mt  -f-  «) 
hat ,  in  dem  Ausdrucke  von  u  ein  ihm  correspondirendes  Glied 
m  A 

— ,       ;   Cos  (mt  +  0  hervorbringt.  Man  wird  daher ,  wie  man 

P  2 
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schon  jetzt  sieht,  bey  den  folgenden  blofs  genäherten  Integra- 
tionen dieser  Gleichungen  vorzüglich  auf  diejenigen  Glieder  Rück- 
sicht nehmen  müssen,  für  welche  die  Gröfsen  m  und  a  einander 
nahe  gleich  sind ,  weil  diese  durch  die  Integration  oft  sehr  be- 
trächtliche Werthe  erhalten  können. 

Davon  macht  der  Fall ,  wenn  m  =  a  ist,  eine  Ausnahme. 
Denn  ist  z.  B.  in  der  Gleichung  kI)  die  Gröfse  a  Q  ss  B  Cos  at, 
so  findet  man  für  ihr  Integral 

•     c  c'  B  Bt  . 

u  =  -Sin  at  +   ~~  Cosat  Cos  at  Sinat, 

a  a  4aa  2a 

Bt 

und  hier  unterscheidet  sich  das  letzte  Glied  Sin  at  wc- 

fta 

.  sentlich  vor  allen  übrigen,  weil  es  die  Zeit  t  aul'ser  dem  Zei- 
chen des  Sinus  enthält ,  und  also  mit  der  Zeit  ohne  Ende  wächst 
oder  abnimmt ,  während  alle  andern  Glieder ,  die  die  Zeit  t  nur 
unter  dem  Zeichen  des  Sinus  oder  Cosinus  enthalten,  blofsen  perio- 
dischen Aenderungen,  so  wie  jene  trigonometrischen  Funktiouen 
selbst  unterworfen  sind  ,  und  daher  zwischen  bestimmten  Grän- 
zen  ab  -  und  z&feehmen,  aber  ohne  diese  Gränzen  selbst  zu  über- 
schreiten. 

Da  die  Werthe  der  Sinus  und  Cosinus  periodisch  wiederkeh- 
ren, wenn  auch  ihre  Winkel  ins  unendliche  wachsen,  so  ist  je- 

Sin 

•des  Glied  der  Form  A  Cog  (mt  +  «)  selbst  periodisch ,  und  man 

36o 

nennt  A  das  Maximum ,  mt  -|-  «  das  Argument,  und  endlich   

r.\  m 

Sin 

die  Periode  des  Ausdruckes  A  ^  (mt  +  *)  >  wo  m  in  Graden , 

und  die  Periode  in  solchen  Zeiteinheiten  ausgedrückt  wird,  in  wel- 
chen die  Gröfse  t  selbst  ausgedrückt  ist.  Die  Periode  jenes  Aus- 
druckes ist  nähmlich  die  Zeit ,  während  welcher  der  Werth  von 

A  (jj,"  (mt  -f-  0  durch  alle  seine  Abwechslungen  von  Gröfsen 

und  Zeichen  geht ,  bis  er  wieder  zu  dem  Punkte  gelangt,  von 
welchem  er  ausgegangen  ist ,  um  eine  neue  ähnliche  Reihe  von 
Abwechslungen  zu  beginnen.  Wird  also  z.  B.  die  Gröfse  t  in 
Tagen  und  deren  Theilen  ausgedrückt,  so  ist  m  die  tägliche 
Aenderung  des  Argumentes  in  Graden  ausgedrückt,  und  daher 
m :  i  ss  36o :  T ,  oder  die  Periode 

m      36o  m 

T  =    Tage. 

m  ° 

Während  also  die  oben  betrachteten  Glieder  von  u,  welche 
die  Form  m>_aa  °™  (mt  +  e)  haben,  nur  periodische  ,  in 
kürzeren  oder  längeren  Perioden  wiederkehrende  Ungleichhei- 
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et  At 

ten  sind ,  bezeichnen  im  Gegenlhcile  die  +   £rts  (at  -|-  t) 

2a     0111  i 

über  alle  Gränzen  fortgehende  Störungen  ,  die,  wenn  sie  in  Jer 
That  in  einem  Systeme  statt  haben,  endlich  die  vollige  Zerstö- 
rung, oder  doch  eine  gänzliche  Umänderung  des  Systcmes  zur 
Folge  haben  müssen.  Wir  werden  aber  weiter  unten ,  wo  wir 
auf  die  Gleichungen  der  letzten  Art  wieder  zurückkommen  wer- 
den ,  sehen  ,  dals  sie  ihren  Ursprung  nicht  sowohl  in  der  Natur 
der  Differentialgleichungen  ,  sondern  in  der  Unvollkommenheit 
unserer  Analvsis  haben ,  und  dafs  ihre  nähere  Betrachtung  zu 
einer  eigenen  Galtung  von  Störungen  führte ,  die  wir  in  dem 
zehnten  Capitel  entwickeln  werden. 

IL  Wenn  also ,  wie  es  bey  der  Bestimmung  der  Bewegun- 
gen der  himmlischen  Körper  der  Fall  ist,  die  Gröfse  Q  eine  ganze 
und  rationelle  Funktion  von  u  und  von  dem  Sinus  und  Cosinus 
solcher  Wmkel  ist ,  die  mit  der  Zeit  t  gleichförmig  wachsen  , 
so  wird  die  Integration  der  Gleichungen  der  Form 

d'u 

o=  dlr+a«u+aQ 

darin  bestehen,  dafs  man  zuerst  die  kleine  Gröfse  a  gleich  Nul 
annimmt,  wo  dann  das  endliche  Integral  der  Gleichung 
du 

o  =  -j^-  +  a«u  einen  ersten  genäherten  Werth  von  u,  don  rein 

elliptischen  Werth  gibt,  wenn  aQ  die  störenden  Kräfte  enthalt 
Substituirt  man  diesen  ersten  Werth  inQ  ,  so  wird  man  dadurch 
<J  als  eine  ganze  und  rationelle  Funktion  erhalten,  deren  Glie-_ 

der  alle  von  der  Form  A  q™s  (mt  -f-     sin£.  Integrirt  man  dann 

d'u 

die  Gleichung  o  =     -  ^a'u  4- aQ  mit  Hülfe  der  Gleichung  (A), 

dt* 

so  erhält  man  einen  zweyten  Werth  von  u,  der  aus  zwey  Thci- 
len  bestehen  wird,  wovon  der  erste  (wie  die  Gleichung  (A)  zeigt), 
den  vorigen  elliptischen  Werth  von  u,  und  der  zweyte  die  Cor- 
rection  dieses  elliptischen  Werthes  enthalten  wird ,  welche  Cor- 
rection  offenbar  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräfte  d.  h.  von 
der  Ordnung  der  kleinen  Gröfse  a  seyn  wird.  ^Substituirt  man  dann 
diesen  zweyten  Werth  von  u  inQ,  undintegrirt  dicsoerhaltcneGlei- 
chung  wieder,  so  wird  man  einen  dritten  Werth  van  u  erhalten, 
der  aus  drey  Theilen  besteht ,  dem  elliptischen ,  dem  von  der 
Ordnung  «,  und  dem  von  der  Ordnung  aa,  und  wenn  man  das- 
selbe Verfahren  fortsetzt  ,  so  wird  man  den  genäherten  Werth 
von  u  bis  zu  einer  gegebenen  Potenz  der  störenden  Kräfte  erhalt  en. 

5.  3. 

Die  Untersuchungen  des  folgenden  Capitels  werden  sich, auf 
die  Entwicklung  der  Gröfse 


■ 
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•  *  * 

* 

B''  =  —  Cos  9  — (a9— 2aa'Cos  S  -f  a>a)— * 
,  a'a 

in  eine  Reihe  beziehen ,  die  nach  dem  Cosinus  der  vielfachen 
Winkel  3  fortgeht«  Um  den  Gang  jener  Untersuchungen  dort  nicht 
mehr  zu  unterbrechen,  wollen  wir  diese  Entwicklung  schon  hier 
vornehmen. 

Nehmen  wir  also  an ,  dafs  die  zu  suchende  Reihe  folgende 
Gestalt  habe 

R"  m  i  A(0)  -f  A(0  Cos  3  +  A(2)Cos  93  +  A(3)  Cos  3  3  -|  

wofür  man  allgemein  setzen  kann 

R"  =  f  2  A(x)Cos  k  9 

wenn  man  voraussetzt ,  dafs  x.  alle  ganze  Zahlen  von  *  =  —  » 
bis  x  =  -f-  co  bezeichnet,  auch  den  Werth  *  =  o  mit  begriffen, 
(— x)  (x) 

wo  dann  A  =  A  ist,  und  daher  in  dem  letzten  Ausdrucke 
der  Cosinus  für  jeden  Werth  von  n  zweymahl  vorkömmt,  so  dafs 
also  für  ä  =  3  ist 

R"  =  J.  A(3)Cos  (33)  +  I  A(~3)Cos  (  —  3  S)  ' 

das  heifst,  da  A'3)=  A(""3)und  Cos  (33)  =  Cos  (—33)  ist, 


R"  =  A(3)Cos33    wie  zuvor. 


(x) 

Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  die  Werthe  von  A  und  ihre 
Diflferentialien  in  Beziehung  auf  a  und  a'  d.  h.  die  Werthe  von 


Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zuerst  die  Gröfs 


iC 


(a— 2  aa'  CosS-f-a")  in  eine  solche  Reihe  entwickeln,  die  nach 
den  Cosinus  der  vielfachen  $  fortgeht.  Setzt  man  —  =«,  so  wird 

jene  GröTse  a'~  "(i— a  a  Cos  3  +  a=)~X. 
I.  Wir  wollen  also  annehmen 

(i—ao  Cos  3  -f-  a3)^"X  =  4.  b°+  b1  Cos3  +  b2  Cos  23 

-f  b3  Cos  3  3  + .  .  .  . 

x 

Ol  2 

und  zuerst  die  Werthe  von  b   ,  b    ,  b     ....  suchen. 

X         X  X 

Nimmt  man  von  diesem  Ausdrucke  die  logarithmischen  Differcn- 
tialien ,  so  ist 
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—  b1  Sin3— ab  3  Sin  23  —  

—2  «x  Sin  3  xx 


i-£ux  Cos  3  +  a*  o      bx  b2  Cog  fl5   

■   x  r     x  1  X 

Multiplicirt  man  kreuzweise ,  und  betrachtet  man  blofs  die  in 
Sin        i)  3  multiplicirten Glieder,  so  wird 

—  3«xSin$Üb°  +b1CosS  +  b2Cos25+.  .  .)geben 

v      X  X  * 

—  2a  x  Sin  3  Cos  (*— 2)  3 .  aa  *  8in  3  Cos  *  3  b* 

bb  (ax  b* — axb*     f  Sin(*— 1)3, 
und  eben  so  wird 

(i— 2  a  Cos  »  +  «•)  (—     Sin3-fl;b*  Sin «3—  .  .  .)  geben 

(,      * )  ( ,  —  *)  bX-1  Sin(*—  i  )3+2a(«— 2)  b  *~  *Cos  3  Sin  (*— s)  » 

x  * 

-J-  2«  *b*  Cos3Sin*3 

=        (i+a»)(*— i)b*"X+a(*-2)b*""2+aÄb*  j  Sin(*— 1)3. 

Setzt  man  beyde  Faktoren  von  Sin  (*  —  i)  3  gleich,  so-  er- 
hält man 

y  _  (»-,)(l+a.)bp-(«+x-3)ab^'  ^ 


(*-x)  . 

und  diese  Gleichung  gibt  daher  b* ,  b*  .  .  . ,  wenn  man  und 

b  hat. 
x 

II.  Verwandelt  man  xinx  +  i,  so  ist 
(t_2«Cos  3+afX"=ibx°+i+b;+i  Cos3+b2+i  Cos25+.. 

Multiplicirt  man  beyde  Theile  dieser  Gleichung  durch 

(i  2  «  Cos  3  +  aa)  und  substituirt  für  (i  — 2  a  Cos  3 4" a*) 

die  im  Anfange  von  (I)  gegebene  Reihe,  so  ist 
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ib°+b^Co»»+b*Co»a»H  =e  (i— =  *  CosS+a») 

Der  Coefticient  von  Cos  *3  in  dem  ersten  Theile  dieser  Gleichung 
ist  b*  und  in  dem  zweyten  Theile  ist  das  Glied  dieses  Coeffi- 
deuten 

(!+«•)  b*     CosJiS—aab^1  CosSCos  (*-f-i)  3 

—2a  b*"1  Cos»  Cos  (*—  i)  3 
x-H 

=  f  (!+«•)  b*    -ab^-ab*"1  ]  Cosas. 
I  x-4-i        x-4-i        x+i  J 

Setzt  man  also  beyde  CoefFicienten  von  Cos  *d  gleich,  so  ist 


«H-i       .  x— l 
— ab 

x+i        x-M  x-4-i 


b*  =  fi+a»)  b*     —  ab"  *— ab 
x       v    1      '  x-l-i 


ßubfititnirt  man  in  diesem  Ausdrucke  den  Werth  von  b  *~*~'  aus  (a), 

x-f-i 

nähmlich 

b      =  x-4-i     v    1    7  x-f-i 

*+l  .  (*— x)  a 

so  erhält  man  * 

b*  =  gaxCi-(,+a9>xbx-h,  ••••-<■>  ' 

X  !  

oder  wenn  man  x  in  *-f-  i  verwandelt , 

.  M-i       2  «  *  b*  ,  ,  —  (»+«*)  x  b**1 


x 


*  —  X+l 


oder  wenn  man  wieder  den  vorigen  Werth  von  b  substituirt, 


M-i    «x(f  +« -  )(*+x)b      +x  9(*-*>«-,,(i  +«•) »  b* 

bx   i  ii±l..(3) 

*(*-x)  (*-*+,) 

Ehminii't  man  dann  1>      aus  den  Gleichungen  (i)  und  (a),  so  ist 


uig 


tized  by  Google 


(•+«•)(*+*>  h  -2 

*  - .  1=5  !  1_  •  •  •  w 

oder  wenn  man  hier  wieder  den  Werth  von  b*"*"1  ans  (a)  subs ti- 

x  w 

tuirt, 

x(i— a»)* 

und  diese  Gleichung  wird  die  Werthe  von 

4 

b f  b*    •  b8      ...  geben , 

x+i       x+i      X+l  ° 
O  2 

wenn  die  von  b  ,  b>,  b  •  •  .  bekannt  sind. 
xT    x'  X 

III   Wir  wollen  nun  noch  die  Gröfsen  b°  und  b*  suchen, 

X  X 

von  welchen ,  wie  wir  gesehen  haben ,  all^  anderen  abhängen. 
Sey  der  Kürze  wegen  x  =  i  — -  a<*  Cos  3  -f-  a*,  also  auch 

_x  SV— ix— x   ,         —V-A-x  . 
X     ä  (i*— ae         )     .  (i  —  ai     v     </     »  wolog.nat.«=:i  ist. 


Entwickelt  man  den  zweytenTheil  dieser  Gleichung,  so  ist  klar, 

dafs  die  zwey  Gröfsen  «  und  «  in  der  Entwick- 

lung d  enselben  Coefficienten  haben  werden ,  weil  sie  vor  der 
Entwicklung  denselben  Coefficienten  et  haben.  Nennt  man  also 

Mx  diesen  Coefficienten  von  g**^    1  oder  t  *  >  so  wird 

die  Summe  dieser  beyden Glieder  Mx  ^Y^— *  und  M^e-^  i 

gleich  2      Cos  *9  seyn ,  und  da  dieser  Ausdruck  auch  gleich 

X  x  1 

b    Cos  äS  seyn  mufs  ,  so  hat  man  b  =  2  M  . 

X  '  x  « 

Nun  ist  aber  X     gleich  dem  Produkte  der  beyden  Reihen 
i+«x*         +   —   t 

tt».x(x+l)(x  +  2)  5^_x 

i  .  0   o   t  T  •  »  • 

1.2.0 
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1  .a 


£ 


 '  V— I  I 

a»x(x+  0  (*  4-  s)    -33  V-i  , 
+  i.fl.3  *  H  

Wir  wollen  diese  beyden  R  eihen  so  ausdrücken , 

i 

«    +  w    t         -J-  w    «  ... 

O  l  2 

_3V-x   ,  -4*V-2 

w  4-  w  «  +  w  t  ... 

O   1         1  2 

+  wx  «  +vx+1  4  +  •  •  • 

In  dem  Produkte  derselben  ist  der  Faktor  von  s  gleich 
w    w  +  w    w         +ww        +w  w        +  .  .  . 

OK  1       «4-1  2     x-fr-2  3      *+  5 

Für  n  =  o  ist  daher  dieser  Factor 

fwo)i  +  (wi).+(w>)»+...  =  mo 

und  für  *  =  i 

w    w  +  w   w  -f-  w  w  +  w,  w  +  •  •  ♦  =  ^ 
oili2,23,34  1 

d.  h.  wenn  man  die  Werthe  von 

a9x  fx-4-  0 

wo= ,.r  •  •  • 

wieder  herstellt ,  so  ist 

M  =  .+<«*)•  +  ...  und 

1  1.2        V  1.3  .1.3.3 

und  da  b°  =  2  M  ,  und  b'  =  2  M    war ,  so  ist  auch 


1 
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+ (•• 2±^)-  +•••)- 

b   =a    «xf  «»x.  

x        V  1 .  a 


+  «'. 


x(x  +  i)  x(x+i)(x  +  a) 


l.l  1.9.3 

Damit  diese  beyden  letzten  Reihen  conrergiren ,  raufs  a  kleiner 


a 


als  die  Einheit  seyn.  Wir  haben  aber  a  =  -  gesetzt ,  wodurch 


*  ss  a'  "(l— t*CosH-«a)  *  erhielt. 


(a*__  «aa'CosS-f-a'») 


Sollte  a  %  a'  seyn ,  so  wird  man  «  =  —  annehmen  ,  wodurch 
man  erhält 

(a'  —  aaa' Cos9-f-a'8)_ *  =  a"""-  (i  —  a « Cos9  +  <*»)~"X, 
so  dafs  also  diese  zwey  Reihen  immer  convergiren ,  wenn 


a  =  — •  und  a  <  a'  annimmt* 

Wir  werden  in  dem  folgenden  Kapitel  sehen ,  dafs  man  in 

der  Theorie  der  Störungen  TOrzüglich  die  Werthe  von  b°  und 
v  i 

braucht,  indem  man  in  den  Reihen  (d)  die  Gröfse  x  =  } 

i 

und  x  =  4  setzt.  Da  aber  für  diese  zwey  besonderen  Fälle  die 
Reihen  (d)  nur  wenig  convergiren ,  wenn  nicht  a  sehr  klein  ist, 
so  wollen  wir  x  =  —  $  setzen ,  wodurch  diese  Reihen  in  fol- 
gende übergehen: 

,  /i.i. 3. 5      y ' 


i  i • i   ,  ,  i.i.3 

— &  2.4  2 .  4 .  6  • 

1.3   i.i.3.5         1.3.5  1.1.3.5.7 
+  4^,2.4.6.Üa7+4TO,2.4.6.8.io'      '  %  ' 


.  • . 


(do 


uigi 
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Ilat  man  so  b°  j  und  b*  x ,  so  findet  man  b°  aus  derGlcichung(b) 
i  to,(^)V^|||ft) 

Dieselbe  Gleichung  gibt  auch 

b^  «=  ,Oablr-0  +«a)b^ 

*  (i—  «*)• 

Die  Gleichung  (a)  aber  gibt 

.90  1 

iti  a  b    f  =.  a«  b     -f-  4  (i  -J-  a»)  b     ,  also  hat  man 

1_,.k^i+3(1+«.)i11  ' 

i  (Tzr^p  ■  

Ol  "* 

Kennt  man  so  bt  und  b   aus  (e)  und  (f),  so  gibt  die  Gleichung 

(a)  die  Werthe  von  b2,  b3,  b4,  und  die  Gleichung  (c)  die  Wcr- 

4      i  k 


i  i2    *3  t* 

ihe  von  bs,      ,  b   •  • 

»      *  i 


Noch  fehlt  b  und  b, .  Die  Gleichung  (b)  gibt  für  a  -  o  und  x=  £ 
*  i 

o       (i+a»)b°  —  öd  b* 

(!_««)• 

Substituirt  man  die  Werthe  von  b°  und  b*  aus  (e)  und  (f),  so  ist 

b° 

br  =  zj  •  • .  (g) 

Eben  so  gibt  die  Gleichung  (c)  f  ür  *  =.  i  und  x  =  i 

»  * 

1       2«b°-(t+a»)  b* 

i  — !  1 — £ 

*  • 

also  wenn  man  wieder  die  Werthe  von  b°  und  b*  substituirt 

s  * 
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b*  *  m  b— a  •  •  •  00 

5.4. 

3t 

Nachdem  wir  so  die  Gröfscn  b^  bestimmt  haben ,  wollen  wir 

nun  die  Werthe  ron  A(°\  a|2)  .  .  .   suchen.    Wir  haben 

oben  angenommen 

.    JL  Cos  *  —  Obl*  —  2  aa'  Cos  St  -f.  a>9)~* 
=  *  A(o)  +  A(0  Cos  »  +  A(2)  Co»  as  +  . .  . 

* 

a 

Ist  aber  —  =  *  >  so  ist 
a' 

(a*  — *aa'  Cos  S  +         "  =  5  0  —  2<f  r°5  5  +  «')  ■ 
und  dieser  letzte  Ausdruck  war  gleich 

-  U      +  1>I  Cos  9  +  *\  CosaS-f-  .  .  0 
§/        I        a  * 

also  ist  x 

-1  Cos  3  —  (a9  —  s  aa'  Cos  3  +  a'9)~* 
a'a  •* 

_      JL    b°  +  ^A.  — Ib^Cos^-lb2  Cos  - 

• 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  ersten  der  vorherge- 
henden Gleichungen ,  so  sieht  man  ,  dals  allgemein  ist 

A(x)=-ib^:(i) 

a'  i 

wo  n  alle  positive  und  negative  ganze  Zahlen ,  auch  *  =s  o  be- 
zeichnet. Für  den  besondern  Fall  n  =  1  aber  hai  man : 

A(,)=-JL-L.  b\..(k)  ,  „ 

a'9        a'  i 
L  Da  wir  in  dem  folgenden  Kapitel  auch  die  Gröfse 
(as  1  aa'  Cos  3  +  a'9)- 3  brauchen  werden  ,  die  wir  gleich 


.  ♦  • 
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i  B(o)  +  B(0  Cos  9  +  B(2)  Cos  •»  +  B(3)  Cos  3*  +  

setzen  wollen,  so  können  wir  auch  dieser  Reihe,  wie  im  An- 

(*) 

fange  des  3.  §.  die  Form  i  2  B  Cos  ä  3  geben ,  wo  n  wieder 
alle  positive  und  negative  ganze  Zahlen ,  auch  n  =s  o  mit  be- 
griffen ,  bezeichnet.  Lla  aber  diese  Reihe  die  Entwicklung  der 
Gröfse 

—3  —4 
(a')     .  (i  —  2a  Cos  3  +  «ft)  ist, 

und  diese  Entwicklung  nach  dem  Vorhergehenden  gleich 
(a0~3.  (i  b°  +  b*  Cos  »  +  h*}  Cos  2        ,  .       ist , 
so  hat  man  allgemein 

für  alle  Werthe  von  *  ohne  Ausnahme. 

{.  5« 

Nachdem  wir  so  die  Gröfsen  A(^  und  B(x)  gefunden  haben, 
sind  noch  die  Werthe  der  Diflerentialien  dieser  Gröfsen  in  Be- 
ziehung auf  a  und  a'  zu  suchen. 

Es  sey  (wie  im $,  3.  III)  \  =  1—2«  Cus  *4-a»,  also  (nach §.  3. 1) 


*  *  =  |b°  +  b*  CosS  +  b*  Cos  2*+.  .  . 
Differentiirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  a,  so  ist 

-x-,         db°  dbl 
—  2x  (a— Cos  »).\  =  i  _  »  +  Cos  9 

da  da 

ab* 

+   L  Cos  2  3+.... 

oder  da  a  —  Cos  $  =s   ist  *  so  ist  auch 

3  a 

—  (.—)-  -  -3t"1  -  f        +!^-Cos  9 

-  d«  da 

db* 

+     „   *      ^OS  fl  *  +  '    *   *  « 

da  , 
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Vergleicht  man  die  Coefficienten  yon  Co«  x  9 ,  so  hat  man 


db*        x  x         x  « 

—  —  b 


da 


iL  =  h 


x-hi       a  x 


Aber  die  Gleichung  (b)  des  J.  3.  gibt 

*(»_«*)  b*  aß±fKl+S!)k"  —  «fr— «  +  Q  ,/+« 
Addirt  man  also  zu  diesem  Ausdrucke  die  Gröfsc 

«(._«•)  x 


so  erhält  man 

db*        *-f-ct«(ü-|-2X)r  R 


det 

und  das  Differential  dieser  Gleichung  ist 

d»b*       »  +  *«(*-|-2x)  db* 

2aa  (i-l-a')  (*-f-x) —  (i — aa)9* 


.b* 


a(*— x+i)  db         4C^—^+i)  q  t*-M         ,  . 

—  —  .     x      _ — ■  -— -  .  d         ,  .  .  (n) 

da    •      »    v  * 


I»  Die  Gleichung  ;(i)  gibt  daher 


sr 558 * '  w #     odcr  aa  u J  =  17  * . 


dA(x)^_  i  d^ 


und  für  den  besondern  Fall  *  =  i 

dA^ 
da       "     '  dÄ 

und  endlich  allgemein ,  selbst  für  den  Ball  fl  =  i 


£('-•30  w 
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a-A^  = 
da« 


.  A» 


d'b 


da= 


d»A 


__  Ji_  d*  b! 


da» 


a"  - 


da  ^ 


•  (P) 


II.  üm  eben  so  dieDifferentialien  Ton  A  in  Beziehung  anf  a* 
zu  erhalten,  -wollen  wir  bemerken,  dafs  man  für  jede  homogene 
Funktion  to»x  »nd  y  z  B.  für  die  Funktion  z  =  px™  -|-  G,y"%  der 
Dimension  m  ,  die  Gleichung  hat 


Da  nnn  A  eine  solche  homogene  Funktion  -von  a  und  a'  der  Di« 
mension  —  i  ist  r  so  hat  man 


voraus  sofort  folgt  • 

»/  )  =  -A00  -a  > 

'Ida''  *  da  / 


Wa  da'/  V  da  /  \    Ja»  / 


III,  Eoen  so  gibt  die  Gleichung  (!) 


also  auch 


a'»  | 


/dB(,e)\_  f  db*  YdtB°^     1  /<Jah*  \ 

da  *   tl^ 1  ' 
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und  da  B  wieder  eine  homogene  !  unkt 
mension  —  3  ist ,  so  hat  man 


24  t 

ion  von  a  und  a'  der  Di- 


a 


V  da  y  \  da*  / 


also  auch 

a> 


\  da 


u.  s. 


1 


III. 
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NEUNTES  KAPITEL. 

Problem  der  d  r  e  y  Körper. 


f.  i. 

u  m  die  Bewegung  eines  Körpers,  dessen  Masse  m  ist,  um  ei-, 
nen  Central -Körper  der  Masse  M  unter  der  Voraussetzung  zu  lin- 
den, dafs  auf  den  bewegten  Körper  m  noch  andere  Körper,  deren 
Massen  m'  m"  m'"..  sind,  wirken,  seyen  xyz  die  rechtwinklich- 
tenCoordinaten  ,  welche  die  Lage  von  m  gegen  M  bestimmen.  Die 
Lage  von  m'  m".  .  .  gegen  denselben  Central -Körper  M  werde 
durch  die  den  vorigen  parallelen  Coordinaten  x'  y'  z'  und  x"  y"  z". . 
bestimmt,  wo  der  Anfang  aller  dieser  Coordinatenachsen  in  dem 
Mittelpunkte  von  M  ist,  und  wo  daher  die  Entfernung  der  Körper 
m,  m',  m". . .  von  dem  Mittelpunkte  von  M  nach  der  Ordnung 

V*a  -Hya  + z*  = r»  v/*"  +  y"  + z"  =  r'» 

\/x"2  +  y"a  +  z""  =  r"  ist,  u.  s.  w. 

Dieses  vorausgesetzt  sey 

m'  in'' 
R  =  —  (xx'  -h  yy<  +  zz')  +  —  (xx"  +  yy"  +  zz")  +  .  .  . 

ro'  ' 


V<(*'-x)*  +  (y'-y)*  +  (*'-  *)' 
m" 


•  •  • 


V^x"  —  x)»  +  (y'<—  y)»  -f-  tz"— «/ 

so  hat  man  für  die  gesuchten  Gleichungen,  welche  die  Bewegung 
des  Körpers  m  um  M  bestimmen ,  nach  Cap.  II,  g.  3.  I 

-S  +  5  +  ©] 


=  dt«  +  r»  +  w/r  •■ 

_  d°z       uz  /dßJ 

~  dF  +  F  +  WJ 
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wo  wieder  p  =  M-f-m  ist.  Diese  Gleichungen ,  welche ,  wie  man 
sieht,  ftirR  =  o  in  die  (des  Cap.  II  §.  4)  übergehen,  sollen  nun 
integrirt  werden. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichlinsen  nach  der  Ordnung  durch 
dx ,  dy ,  dz  i  so  gibt  die  Summe  dieser  Produkte ,  wenn  man 
sie  integrirt; 

dx«  -f-  dy*  -f.  dz«       2ii  ,   jx      .    r    .  - 

wo  a  die  Constahte  der  Integration  ist  ,  die  nach  Th.  II,  p.  29 
gleich  der  halben  gröfsen  Achse  der  Bahn  des  Körpers  m  seyn 
soll ,  wenn  R  =  o  ist ,  oder  wenn  die  Wirkungen  der  anderen 
Körper  iü'  m"  iri'". . .  verschwinden. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  A  nach  der  Ordnung  durch 
x ,  y ,  z  und  äddirt  ihre  Summe  ZU  der  Gleichung  B,  so  erhält  mäh, 

da  |  d« . f  *  =  d  rdr  =xd»x-r-  yd»y  +  zd»z  +  dx»-{-  dy+dz»  ist, 
0  =  1.^-^  +  ^4-  a/dR  +  rR/  .  .  .  .  (Q 


wö  der  Kürze  wegfen 

(dR\       .   /dR\  /dR\ 
dTy  +y  (dTj  +z  {di)  &'clit  worde,i  i8t 


Es  sey  nun  dy  der  zwischen  dem  Radius  r  und  r  -f-  dr  ein- 
geschlossene  Bogen,  also  dx*  -f-dy*  -p-dz»  =2  drÄ+r"dv%  und 
daher  die  Gleichung  (B) 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  (C),  und  bemerkt,  dafs 
i  d».r»  es  dr«  +  rd«r  ist,    sö  hat  man 

ö  =  5-  +  C  +  rR'.  .  .  (D) 

•» 

Multiplicirt  man  aber  die  erste  der  Gleichungen  A  durch  y  und 
die  zweyte  durch  —  x ,  so  ist  die  Summe  beyder  Produkte 

xd'y  —  yd*x  /dR\  /dR\ 

ö  =  — —  +x(d7J"-y  (dTj 

und  deren  Integral 

xdy  —  ydx         f    rm    C     /dRx  /^R\l 

und  eben  so  erhält  man 
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xdz  —  t  dx 


'   i±^_,.+/a.  (..(-)-,(£))■ 

wo  c  c'  c"  die  Constanten  der  Integration  sind.  Wenn  R  =  o 
ist,  wodannnackTK.il  p.3i.  die  Bahn  des  Körpers  m  eine  ebene 
Curve,  ein  Hegelschnitt  ist,  und  wenn  man  annimmt,  dafs  diese 
Curve  in  der.  Ebene  der  x  y  liegt ,  so  ist  z  =■  o ,  und  dann  ist 
nach  Th.  II  p.  2fr.  und  Cap.  VII,  g,  4.5  die  erste  jener  Constanten 
c  =  y/a/t  (*—  e8)  w  o  ae  die  Excentricität  der  Bahn  von  in ist  in 
Theilen  der  halben  grofsen  Achse  a  dieser  Hahn  ausgedrückt.  Man 
kann  noch  bemerken,  dafs  a.  a.  Q.  p.  aB.  die  Gröise  /*  gleich 

yJ£l .  as  oder  fi  =  n«  a3  ist,  worin  rf  die  mittlere  tagliche  Bewe- 
gung des  Körpers  m  um  M  bezeichnet. 

Multiplicirt  man  die  zweyte  der  drey  letzten  Gleichungen 
durch  y,  und  die  dritte  durch  —  x,  so  gibt  ihre  Summe 

■         *  •  *f   >  >.  i  _  _ 

-»/«.[. o -><£)] 

Die  erste  jener  drey  Gleichungen  aber  gibt,  wenn  man  die  höhe- 
ren Potenzen  von 

xdy  —  ydx  ~~  c  ~~  c7  f  *  1/  \dx  /  *  Ydy  /  J 
Die  Verbindung  der  beyden  letzten  Ausdrücke  endlich  gibt 

ic*-^/s.  fr  ©  -  -  (?)) 


(•<?)-*<£)]  ••••.<» 

Die  Gleichung  (C)  gibt  die  Aenderung  des  elliptischen  Werthes 
Ton  r,  welcher  elliptische  Werth  von  r  nähmlich  dann  statt  ha- 
ben würde ,  wenn  K  =  o,  oder  wenn  der  dritte  Körper  in'  nicht 
da  wäre,  d.  h.  diese  Gleichung  gibt  die  von  der  Wirkung  dieses 

* 
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Körpers  m'  entspringende  Störung  von  r,  und  wenn  diese  be- 
kannt ist,  so  gibt  (D)  die  Störung  vonv,  und  endlich  (£)  die 
Störung  von  z. 

§•2.. 

Wir  wollen  nun  diese  drey  Gleichungen  zur  bequemeren  An- 
wendung weiter  entwickeln.  Diese  Entwicklung  einfacher  zu  ma- 
chen,' wollen  wir  voraussetzen,  wie  es  bey  den  Körpern  unseres 
Somiensystemes  in  derThat  der  Fall  ist,  dafs  dieMassen  der  Pia- 
neten  m  m'  m"  gegen  die  Masse  M  der  Sonne  sehr  klein,  dafs  also 
die  Störungen ,  welche  m'  m". . ,  in  der  Bewegung  von  m  her- 
vorbringt ,  ebenfalls  sehr  klein  sind ,  und  dafs  endlich  auch  die 
Exccntricitäten  und  Neigungen  aller  Planeten  nur  geringe  Gröfsen 
sind,  deren  höhere  Potenzen  man  ohne  merklichen  Fehler  ver- 
nachlässigen kann.  Ohne  diesen  Voraussetzungen  würde  es  für 
den  gegenwärtigen  Zustand  unserer  Analysis  so  gut  als  unmöglich 
seyn  ,  die  Gleichungen  (A)  zu  integriren;  mit  ihnen  aber  wird 
es  erlaubt  seyn,  die  Störungen  des  m  durch  die  verschiedenen 
anderen  Planeten  m'  m"  m". ..  von  einander  abgesondert  zu 
-bestimmen,  wodurch  also  unser  Problem  auf  die  Bestimmung  der 
Bewegung  eines  Planeten  in  um  die  Sonne  zurück  geführt  wird,  auf 
den  blofs  ein  anderer  Planet  m'  störend  einwirkt. 

Nennt  man  also  r  den  ungestörten  elliptischen  Badius  von 
m  .   und  öv  dessen  Störung  durch  m',  so  wird  man  in  den  vorr 
hergehenden  Ausdrücken  r  ==■  r-f-dr,  r"  =  r*  -|-3rör  und 
i         »  öv 

~  =  -  —  —  setzen ,  wodurch  die  Gleichung  (C)  in  folgende 
übergeht, 

9  =  dT^  +  *         +7V  +  2/aR+ra'- 

Für  die  ungestörte  Ellipse  aber  ist  die  Gleichung  (C) 

■ 

also  beyder  Gleichungen  Differenz 
dtt.frär)  $r 

Aber  für  R  =  o  werden  die  beyden  ersten  det  Gleichungen  (A) 

d'x      ux      ,  dJy  uy 

o  «  —  r  -f. und  o  =   —  J-  -f- 

dt1    1  r3  dta  rJ 

Multiplicirt  man  daher  die  erste  dieser  beyden  Gleichungen  durch 
rt>v  und  die  Gleichung  (i)  durch  x ,  so  gibt,  beyder  Producktc 
Differenz  , 
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r*rd»x  —  xd».(r*r) 
9  =  ■  ax/dR  — xrR' 


und  deren  Integral  in  Beziehung  auf  A 

r*rdx —  xd.fr  är)  .   _    . _    _ ,  , 

Multiplicirt  man  eben  so  die  letzte  der  z wey  elliptischen  Gleichun- 
gen durch  rär  und  did Gleichung  (1)  durch  y,  so  ist  ihre  Differenz 

-  -  "ardy-f-(rfa)  -,/yat/,m-/yrB<dt  .  .  (3) 

Multiplicirt  man  endlich  (a)  durch  y  und  (3)  durch  x,  so  gibt  bey- 
der  Produkte  Differenz 

••         1  ...  'TT! 

o  =  r*r  (xdy~yJx)  +2y/xdt/dR-ax/ydt/dR 
+  y/xr  R'dt  —  x/yrR'dt 

Nimmt  man  nun  fflr  die  Ebene  der  xy  die  der  Bahn  des  Planeten 
für  irgend  eine  gegebene  Fpoche  an,  so  wird  z  nur  von  der  Ord- 
nung der  störenden  Kraft  von  m',  also  sehr  klein  seyn ,  und  da 
man  die  Quadrate  dieser  Kraft  vernachlässiget ,  so  wird  auch  die 

Gröfse  z  \T^J  vernachlässiget  werden  können.  Aus  derselbenUr- 

sache  wird  auch  der  Radius  r  von  seiner  Projection  in  der  Ebene 
xv  nur  um  Gröfsen  der  Ordnung  z2  verschieden  seyn ,  und  der 
Winkel,  welchen  dieser  Radius  mit  der  Achse  derx  macht,  wird 
von  der  Projection  dieses  Winkels  in  xy  ebenfalls  nur  um  Gröfsen 
der  Ordnung  za  verschieden  seyn.  Setzt  man  daher  diesen  Win- 
kel gleich  y,  so  wird  man  annehmen  können 

x  ss  r  Cos  v  und  y  =  r  Sin  v 
Nun  ist  der  vollständige  Werth  von  dR 

oder  wenn  man  in  dieser  Gleichung 

x  dr  y  dr 

dx  ass         —  y  dv  und  dy  =  -j—  -f-  x  d  v  substituirt , 

und  dann  die  Gröfsen  dr  und  dv  als  von  einander  unabhängig  be- 
trachtet, und  nach  dem  Vorhergehenden  (j^)  <*z  wegläfst, 
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'dR\         /dR\         /dR\  t 


(dR  \ 
— J  ist.  Substituirt  man  daher  diesen 

Werth  von  R'  in  der  vorhergehenden  Gleichung,  und  setzt  nach 
dem  Vorhergehenden 

xdy-' — ydx  .  

dt       ^Va(.-e')  ' 

so  erhält  man 


xfy  dt .  f  a/dR+r          1  -y/xdt.  [i/dB+r  (—)) 
r3r  =   _   —  

oder  wenn  man  für  x  und  y  ihre  angezeigten  Werthe  substituirt, 
und  p  =  n .  a^  setzt , 

«r^s/i^-  a  Cos  v./ndt.r  Sinv  [a/dR  +  r  (—)] 
— a  Sin  v  ./n  d  t.r  Cos  v  f  2  /  dR  +  r  j 

L  Wird  eben  so  der  Winkel  v  durch  die  Wirkung  des  Kör- 
pers m'  um  die  Gröfse  bv.  verändert,  oder  ist  bv  die  Störung  des 
Winkels  v,  so  wird  man  in  den  Gleichungen  des  §.  «.  setzen 
r  =  r-\-br  und  v  =  v  +  iv,  wodurch  die  Gleichung  (D),  wenn 
man  die  vierten  und  höheren  Differcntialien  vernachlässiget ,  in 
folgende  übergeht 

r  <J»r  —  r*  dv*  -4-  d9r  .  bv 

O  =        ■   r  — 

dt3 

rö"  .£r— 2r  dv«  .*r  — 2r9  dv.döv     u  s      bv\  .       /  dR\ 

 3?  +  r  +  r  W 

Da  aber  ohne  Rücksicht  auf  Störung 

rd**       dar       f*  .  L 

— ; —  =  1  ist,  so  hat  man 

dt«        dt*  ^  t* 


Weiter  ist  (Th.  II  p.  26.) 

r*  dv  , — -   ,   

rdv*         ra  du 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  -j—  und  — ; —  in  der  letzten 

dt*  dt 

Gleichung,  so  ist 

rd'.ör— d'r.Sr      3/xär      zd&v  f   xdR 


1— e«4-r  f 


dt'  r'        dt  V'— =  v  \ 

Die  Gleichung  (1)  aber  gibt 

und  es  ist    d.(r£r)  =  drÄr  +  rdfr,    also  auch 

d*.(r*r)  =  dJr$r  -f-  2  drdär  -f-  rd3  Iv  • 

also  auch  die  letzte  Gleichung 

u5r       d'rir  -4-  2  drdär  +  rda  *r  „ 
o  es  "  1  L  _   +  2  /  dR  +  r  (  — -  ) 

fx2  £r 

Substituirt  man  den  Werth  von  — aus  dieser  Gleichung  in  (4), 
50  erhält  man 

a.ftr    2idfÄr-fd9r.6r+3dr.d6r  ,  0  /dR\ 

und  wenn  man  integrirt,  und  bemerkt,  dafs  n.a9  =  — -  ist 

na 

ar.  dJr-f-dr.är  ,  3a       ,  4a      T  /^dRN 


■v=      a'ndt   ^        Vdr>/.  .  .  (G) 

II.  Nennt  man  s  die  Tangente  der  Freite*  von  m  über  der 
Ebene  der  x  y ,  so  ist  für  die  reine  Ellipse 

Z  1  2  ~f-  ÄZ 

s  =  —  und  für  die  gestörte  s'  =  —  — , 

also  die  Störung  dieser  Tangente  der  Breite 

s'  —  s  oder  5s  =  — - 

V/x'-fy2 
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oder  da  man  hier  ohne,  merklichen  Fehler  \A*  +  y9  m  a  setzen 
kann,  die  gesuchte  Störung  von  z  gleich  bz  =  afts.  Diese  Stö- 
rung von  z  ist  aber  auch  gleich  den  drey  letzten  Gliedern  der 
Gleichung  (E),  also  ist 

+5/*  [•©-©) 

-?/*(•©->©] 

c'  y  ~—  c"  z 

Da  also  sehr  nahe  z  =a  — -   ist,  und  da  man  diese  kleinen 

c 

Gröfsen  z,  wo  sie  schon  in  die  Störungen R  multiplicirt  ist,  ohne 
Nachtheil  weglassen  kann,  so  ist  die  letzte  Gleichung,  wenn 
man  z  es  o  setzt, 

©  -  i'-  ®  . 

oder  wenn  man  wieder  x  ■=  r  Cos  v ,  y  =  r  Sin  v 


ua  \/i — e9 

und  c  =    setzt, 

an 


a  Cos  v .  /ndt.r  Sin  v .  ( v^)  ~a  Sin  v ./ ndt.r  Cos  v  1 


) 

18  =  _  ""  (II) 

f*  v/1  — e* 

5-  3- 

Die  Gleichungen  F,  G,  H  gehen  die  Störungen  des  Radius 
Vectors,  der  Länge  und  der  Breite  der  Planeten  m  durch  m' 
in  endlichen  Gröfsen.  Die  geringe  Excentricitat  und  Neigung 
der  Planetenbahnen  aber  erlaubt  uns,  diese  Ausdrücke  für 
br,  bv  und  6s  in  convergirende  Reihen  zu  entwickeln,  wodurch 
die  Auflösung  unserer  Aufgabe  sehr  erleichtert  wird. 

Wir  wollen  die  Gleichung  C  wieder  vornehmen,  und  der 
Kürze  wegen  2/dR  -f-  rR'  =  (j  setzen,  so  ist  diese  Gleichung 

„=^  +  i,(i-i)+2Q...(5) 

In  der  elliptischen  Bewegung  ist  Q  =  o  und  (irach  Th.  II  p  6o) 
r9  eine  Funktion  von  der  mittleren  Anomalie  des  Planeten.  Heilst 
diese  m,  und  die  Epoche  der  mittleren  Länge  des  Planeten«, 
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und  die  Länge  des  Perihcliums  w ,  so  ist  die  mittlere  Anomalie 
m  =  nt  +  t  —  w.  Es  sey  u  =  e  Cos  ;m,  also  auch 

d  .  Cos  m  =  —  ndt  Sin  m,  d9  .  Cos  m  =  —  n9  dt»  Cos  m 
und  daher 

da .  e  Cos  m  ^ 

 ^  fr  n9e  Cos  m  =  o  oder 

d3  .u 

-^T-  +  n'U  =  ° 


von  m  gestörten  Bahn  des  Körpers  m  aber  ist  nicht  mehr 
Cos  m.  Da  nähmlich  aus  der  Gleichung  (5)  nun  noch  die 


In  der 

u  ss  e 

Gröfse  Q  hinzukömmt,  die  für  die  elliptische  Bewegung  ver- 
schwindet, so  wollen  wir  U  =  u  +  *u  =  e  Cos  m  -f-  *u  setzen, 
wo  also  U  wieder  eine  Funktion  von  r  seyn  wird ,  die  wir  durch 
\|/  (ra)  ausdrücken  wol  cn  Ist  also  U  =  vj/  (r9),  so  ist  auch 
dU  =  (r9).dr9  ,  wo  vj/'  (V*)  das  Differential  von  vj/  (ra)  durch  . 
d.ra  dividirt  bezeichnet.  Eben  so  ist 

d»  U  =  *J/"(ra)(d.r")9++'(r9).d9.r9  und  (d.r9)9  =4r,dr', 
also  auch 

daü  Ar9dr9 

df  ^  dt»       T  K  ' 

,+  -^-^'(rO  +  ^  +  Cr')  ...  (6) 

Multiplicirt  man  aber  die  Gleichung  (f)  durch  ardr ,  so  ist 
rdr . d" .r9 


o  = 


+  3^. rdr  Q-  —  0  +  9  Qrdr  ( 


dt* 

und  dessen  Integral 

r 1 

Substituirt  man  in  der  Gleichung  (6)  den  Werth  von  ■  >  t  au* 

9.i 
dT 


r'dr9 


r4  drÄ 


d9 . r9  » 

der  letzten  Gleichung,    und  den  von      *      aus  (5),  so  er- 


hält man 
d9U 


9U  f  ur9  1 

-  [3^(7~i)  +  3<j)  +'  (r')  +  n*  +  <rJ) 
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oder  da  U  =  u  -J-  flu  ist , 

d2U  r  ar'  1 

_  +  11.ü-  ^-J  +"(r«) 

d3Äu 

=  —  —  n«au  —  3/Qrdr.+"  (r2)  —  2Q.+' (r«) 

Von  dieser  Gleichung  gehört  der  Theil  vor  dem  Gleichheitszei- 
chen der  reinen  Ellipse,  der  andere  aber  der  Störung  derselben. 
Da  aber  diese  beyden  Theile  ihrer  Natur  nach  von  einander  un- 
abhängig seyn  müssen ,  so  mufs  jeder  von  ihnen  fair  sich  gleich 
Null  seyn ,  so  dafs  man  also  hat 

d*  Äu 

-j— +  ni.u==--8vJ/''(r')/Qrdr  —  aQ  .     (r«)  .      .  (7) 

Es  sey  nun  r3  =  9  (u)  wo  p  wieder  irgend  eine  Funktion  Ton  u 
bezeichnet.  Da  U  =  vj/  (ra)  war,  und  du  =  dü  gesetzt  wer- 
den hann,  so  ist  ardr  =      (u).du  und  du  =  ardr«\j/'  (ra), 

also  auch  vj>'  (r*)  =  -y  *     und  dieser  Gleichung  Differential  ist 

V   '  d.r».(y/(u))- 

Substituirt  man  diese  Werthe  yon  +'  (r3)  und  (r»)  in  der 
Gleichung  (7),  so  ist 

Es  ist  aber  (Thl.  O  p.  60) 

r  e1  e* 

—  =  1  —  e  Cos  m  -|-  —  Cos  3  m 

a  a  a 

wo  a  e  die  Excentricität  der  Bahn  bezeichnet ,  also  auch 

r  r* 
da  c  Cos  m  =  u  ist,  —  =  1  —  u  —  u"  und  —  =  1 — au  —  u" 

a  a3 

=  y  (u)  und  daher  <p<  (u)  =  —  aa3  (1  -f-  u) 


Digitized  by  Google 


2j3 


i 


(?'<ü>)3  8a 


(i  —  3u  +  6u«)  und/>"(u)  =^aa'  also  ist 


4      M  i 

Noch  hat  man  du  =  —  en  dt .  Sin  m  also  auch 
/QdH.?'(n)  —  2a'  efn  <Jdt.  Sin  m  (i  +  e  Cos  in)  und 

4  9"  (u")  2c 

Eben  so  ist  endlich 

29  Q  , 

=  —  —  (l  —  «  Cos  m) 

Substiluirt  man  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (8)  \  so  ist 

d  a  bü  2« 

°  =  -jjT-  —  ~t  / ndt.Q  Sin  m  (t  +  e  Cos  m) 

O 

 i  (*  —  c  Cos  m) 

oder  wenn  man  den  Werth  von  Q  wieder  herstellt, 

d^Su  i  f  /'dRM 

-  "/ndt  Sin  m  [3/dR  +  ••  ■  ■  ■  O 

Hat  man  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  von  bu  gefunden,  so 
ist  auch  die  Störung  br  des  Radius  Vectors  bekannt,  da  man  hat 

■ 

r  =  a  (i — u— u*)    also  auch    br  —  —  a  öu  (i  +  2  e  Cos  m). 

Ist  aber  br  bekannt,  so  findet  man  bv ,  oder  die  Störung  der 
Länge  durch  die  Gleichung  (G).  Um  endlich  noch  die  Störung  5s  , 
der  Breite  zu  erhalten  ,  so  sieht  man  aus  der  blofsen  einfachen 
Vergleichung  der  Gleichungen  F  und  H ,  dafs  6r  sich  in  bs 
wandelt,  wenn  man  in  der  Gleichung  für  br  die  Gröfse 

2/dR  +  r  in  verändert. 

Es  ist  daher 
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°  -  "dir  +  »•W-p  (-e  Co.m)  (jj) 

2e  /^Rx 
—  -r/natSinm.^-J  (R)  ■ 

wo  bs  =  —  a6u'  (i  +  2e  Cos  in)  ist. 

Die  Torhergehenden  Gleichungen  I ,  G  untlH  gehen  die  drey 
gesuchten  Störungen  br ,  bv  und  ds.  Allein  um  sie  anzuwenden, 

müssen  zuerst  noch  die  Werthe  vonR  und  2  J  uU-f-i  (j^)  be- 
stimmt werden. 

Es  war       1.),  wenn  wir  blolsauf  e  ine  n  stoßenden  Planeten  m' 
sehen 

m'  (xx'  -(■  yy'  i*  ^z')  m' 

R  z^;  -  '■  u  ■       ■  -   

(x?+y'M-*")*    . .  .  v^*'— *)'+(>'~7?^;^a 
Setzt  man  ,  wie  zuvor 

x  =  r  Cos  v    und    *'  =  r'  Cos  v' 

•  ■       1  y  =  r  Sin  v      .        y»  =  r'  Sin 

so  ist  dieser  Ausdruck  ,  . 

••  » 

m'  (rr'  Cos  (V  —  v)  -f-  22') 
R  =  —  " 

—  m'  [r'— 2rr'  Cos  (v'~v)  +  r" 

✓  ■ 

Da  die  Planetenbahnen  alle  nahe  kreisförmig  und  sehr  wenig  ge- 
gen einander  geneigt  sind,  so  werden  die  Gröl  gen  r  und  r'  sehr  • 
wenig  von  den  halben  Achsen  a  und  a'  der  Buhnen  verschieden 
seyn  ,  und  man  wird  die  Ebene  der  xy  so  wählen  können ,  dafs 
z  und  z'  sehr  klein  ist.  Es  sey 

r  r' 

-  »  l  +  »/ »  ^  »  »  +  «'/ 

und  eben  so  v  =  nt  -\-  e  -|-  v,  und  v'  =  n^t  -f-  *'  H-  v't  w0  a^so 
U/  u',  vf  v't  nur  kleine  Gröfsen  sind,  deren  Ouadrate  und  Pro- 
dukte wir  vernachlässigen  werden.  Substiluirt  man  diese  Werthe 
von  r  r'  v  v*  in  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  vom  R  ,  so  wird 
man  ihn  in  eine  Reihe  entwickeln  können,  die  nach  den  Poten- 
zen und  Produkten  von  u,  v,  z  u'/  V,  z'  fortgeht.  Diese  Ent- 
wicklung wird  man  bequem  auf  folgende  Weise  vornehmen. 
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IstR'<  der  Werth  yon  R  für  u,  =  u',  y,  *s  *t,  =  Null ,  so 
hat  man,  wenn  der  Kürze  wegen  n't — nt  +  «' — «=r3  gesetzt  wird, 
und  wenn  man  den  Faktor  m'  wegläfst , 

a a'  Cos  9  + 

ß"=  [aÄ~2aa'Cos3-f-a'»  +  (z'— z),]~4 

Wir  wollen  in  diesem  Ausdrucke  zuerst  die  Gröfse  z  und  z'  weg- 
lassen ,  weil  sich  die  davon  abhängenden  Glieder  besonders  ent- 
wickeln lassen«  Es  ist  daher,  wie  wir  in  Cap.  VIII,  J.  3.  angenom- 
men haben 

R"=  5*  Cos  3  —  [a*  —  2  aa'Cos3  +  a'«]~» 
Nehmen  wir  weiter  *  wie  dort,  an 

R"  =  I  ACo)  +  A0)  Cos  3  +  A(2)  Cos  2  *  +  A(3)  Cos  3  3+ . . 

das  heifst   R"  =  i2.  A(**Cos  *  3 

wo  *  nach  der  Reihe  alle  ganze  Zahlen  von  *  = —  00  bis  *=  -f-  00 , 
auch  a  =  o  mit  begriffen,  bezeichnet,  und  wo  man  bemerken 

mufs ,  dafs  A(~  x)  m  AC4" x)  ist. 

Wenn  nun  R  nur  die  drey  veränderlichen  Grofsen  r  r*  und 
w* — v  enthält,  so  ist  nach  den  ersten  Vorschriften  der  Differen- 
tialrechnung 

Ks  ist  aber 

ir)  -  **Sr)      (37)  -KteO 

und  =  —  i  (n'  — n).i* *  A00  Sin  *  3 

also  ist  auch 

R  .  £  *  AW  Co.  *  ,  +  £  o,  Z  .  (dA**\  c„.  „  » 

+  7n'<  *  »'  (d-^)  Cos  «  9  (»',-»,).2  «  A°°Sin  «  S 

und  diesem  Ausdrucke  wird  man  noch  die  von  z  und  z'  abhän- 
gigen Glieder  hinzufügen.  Sieht  man  blofs  auf  diese  Glieder,  so  ist 
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rr/  Cos  (v'— *)  -4-  zz'  •  i 
 ,      ,        (■    ■  =(rr^Co»(W^  +  rZ0(H     ~*r<  J*") 

3az"  7  7.' 

und  überdiefs 

[r9  — 2  rr'  Cos  (»'  —  r)+r'9  +  5 

•     •  -  * 
=  —  *  («'-«)\[r«— a  rr'  Cos  (V-v)  +  r"] 

oder  da  v'  —  y  =  S  ist,  so  hat  man,  wenn  man  analog  mit  den 
Vorhergehenden 

(a9  +  a'a  —  a  aa'  Cos  es  J  2        Cos  a  S 

setzt,  für  den  gesuchten  Theil  von  R 

.  m'az'9  ^  m' ,  .  v  i/*)  r>        «   .  m'zz' 

—  3  —Cos  *  +  — -(«'— «)*  ^  ^  CwäSH  

2  a'4  *4  a'a 

•  • 

so  dafs  also  der  vollständige  Ausdruck  vonR  ist,  wenn  man  den 
Faktor  m'  wieder  aufnimmt 


B  =  *  ^A«  Co.  «  9  +     „  2  a  ^A«W0S  „  9 

'  +  y      2    (1*^)  Co.  »  9  '. 

-üi'(»',-v)  2  »  AW  Sin  »H  5lfl'_  3 

a  K        '  a"  aa« 

+     (z'  -  »)♦.  2  BW  Co»  n  9.  ' 

4 

I.  Wir  wollen  nun  der  Kürze  wegen  die  mittlere  Länge  nt-f-  *=l 
und  n't-f-*'  =  1'  al*o  das  vorige  5  =1'  —  1  und  wie  zuvor  ,  die 
Längen  der  Perihelien  gleich  w  und  w'  setzen ,  so  dafs  man  hat 

u,  =  —  e  Cos  (l  —  w)  v,  =  2  e  Sin  (1  —  w) 
u',  =  —  e'Cos  (]'—  w')  =  ae'  Sin     — w') 

Diese  Ausdrücke  sollen  in  dem  rorhergehenden  Werthe  von  R 
substituirt  werden.  Vor  dieser  Substitution  bemerke  man  aber , 
dafs  man  allgemein  hat 

2  2  Cos  *t  .  Sin  1  =-  £  Sin  (1  —  Ät)  +  2  Sin  (l  +  *t) 
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und  da  1  — *t  sich  in  1  -f-  *t  verwandelt,  wenn  x  negativ  wird 
so  sieht  man,  dafs  jedes  GKed  der  Reihe  2  Sin  (1  —  *t)  ein  glei- 
ches Glied  in  der,  Reihe  2  Sin  (1  -f  *t)  hat,  und  dafs  also  ist 

Sin  1 .  2  Cos  /it  =  2  Sin  (1  +  xl)  also  auch 

Sin  LT  A(x)Cos  *t  =  2A(x)Sin(>t+l)  =—  ^A^Sin  («t  — 1) 
und  eben  so. 

Cos  l .  2  A°°Cos  *t  =  T A(x)  Cos  (*t  + 1)  =  +  £  A(x>  Cos  (*t  - 1) 
Daher  ist  das  zweyte  Glied  des'  Fetzten  Ausdruckes  von  II 

-  -  Cos  (l-w).£a  Cos  »  (l'-l)  . 

Yerfährt  man  eben  so  mit  den  andern  Gliedern»  so  ist 

« 

m'  r 

R  =  -  3&i  Co.  *  (1.  -  ij  , 

_  T2      V— J  +»«.AH  c  Cos  («  (I'  -  1)  +  I  -  w) 
m'     f    /dA(*-*)\  ,  sl 

•  -  r  2   ( ~da^y  ~~      f^J e'Cos  c*  <i'-D  +i-wo 

II.  Um  daraus  den  Werth  von  2  ydR  4.  r  (^)  zu  linden, 
so  ist  dR  das  Differential  von  R  in  Beziehung  auf  nt ,  also  auch 
d.Cos«         J;  =s  «ndt  .Sin  n  (1'  — 1)  und 

/d  .  Cos  «  (l'-I)  =  iL,  Cos  n  (F-p-I)    , , 

•  •    n' — n  v  y 

Verfahrt  man  ehen  s0  mU  den  andern  GliedCTn        R  s 
halt  man  ' 

'  '/•-?>äi,,i»,M 

m;  „     f  ,dA^)      £  ; 

2   • «'—(«—,)  „  •  1»     ,/  + 8  *  *ßy 

■"  ■     X  e  Co»(a(I/_1)  +  1— w) 
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X  c'  Cos  (*      i)  +  i^-wO 

Ferner  ist 

■   ©«■©'•?».('£) —»Mi 

X  e  Cos  (x  (!'— 1)  +l  —  w) 

#       X  e'Cos  (x  (i'  — I)      1—  w') 
wo  nähmlich  in  dem  zweyten  Gliede  dieses  Ausdruckes  das  Dif- 
ferential Ton  a  durch  da  dividirt  gleich  ist 

Da  aber  die  Gröfse  A°  in  dem  Werthe  von  B  in  keinen  Cosinus 
multiplicirt  ist,  so  raufs  sie,  als  eine  beständige  Gröfse,  in  dH 
verschwinden ,  und  kann  daher  auch  nicht  in  T dB.  vorkommen. 
Dieser  Umstand  nöthiget  uns,  die  Glieder,  für  welche  x  Null 
ist,  besonders  zu  betrachten.  Diese  Glieder  sind  für  i  /"dB 

-  ^  (a<  +  2A/J  e'Cos(l-wO 

wo  man  nähmlich  A^+1^  für  A(_i"^  gesetzt  hat,  und  wo  man 

noch  statt  dem  ersten  Gliede  —  |  2  .  a(o^  irgend  eine  con- 

n'— n 

stantc  Gröfse  ag ,  wegen  der  Integration  setzen  kann.  Eben  so 
sind  jene  Glieder  für  r  (jj^) 

m 


250 


1  TTV 


Xe  Cos(l  — w) 
Sammelt  man  diese  Ausdrücke ,  so  ist 

XCos*(l'-l) 

I 

*  l*  VdaoVy 

X  e'  Cos  (1  —  WO 


) 


~/i(n— n') 

wo  das  Summenzeichen  2  sich  auf  alle  ganze  positive  und  ne- 
gative Werthe  von  *  bezieht  ,  den  einzigen  Fall  n  =  o  ausge- 
nommen, welchen  letzten  wir  besonders  betrachtet  haben  Nach- 
dem wir  so  die  Gröfse  2/dR  +  r  (^~)  bestimmt  haben,  ge- 
hen wir  wieder  zu  unserer  Gleichung  (J)  des  §.  3  zurück. 


J.  5. 


r*r> 


Wenn  man  den  gefundenen  Werth  von  2/*dR  -f-  r  \^  J 
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in  der  Gleichung  (J)  substituirt,  und  nur  die  ersten  Poten- 
zen der  GröTsen  e  und  e'  betrachtet ,  60  erhält  man 

°  "  ■dT^  +  n'äu-am'n  aS- •  Vda  ) 

+  ra'n9.CeCos  (l— -w)  -f-  m'n* . De' Cos (1- w') 

-f-  m'n*  2  C(x>  e  Cos  (*  (1'— ])  +  1  -  w)  ' 

4-  m'n«  2  D  x)  e'  Cos  (a  (!'— 1)  +  1— w') 
wo  man  der  Kürze  wegen  gesetzt  hat 

„.     a»  fd»AfoK      B  /dAc°>\ 

c-TC^;+3aaC-üa-;+6as 

*(n  -  n') —  3i 


u  lÄ    V  da  >^n-n'-aA  J 


ß(«(n— n'j— n; 

+  —  7         a'  C-i—)  +  2«.aA(x)| 

^*(n— n'J — u  l     \  da  /  1  J 

— <5£!>  -<-•>•■  C^') 

-J  :   (aa'  (   .         )  —  2  (a— i)  a  A  x  *'\ 

^  *(n— u')—  nl      V    da'    /  v  J 

und  wo  man  die  Summe  der  Massen  M  +  m  oder  gleich 

der  Einheit,  also  auch  (§.  i)        =  n«  oder  —  =  n'a  ge- 

a  a 

»  • 

setzt  hat. 

Die  vorhergehende  Gleichung  soll  nun  integrirt  werden. 
Wenden  wir  hier  das  an,  was  wir  Cap.  Viü ,  §.  s.  i  gesagt  ha- 
ben ,  so  sey  für  die  mit  2.  bezeichneten  Glieder 

d»$u 

o  =  iu  —  A  Cos  pr,  so  ist  o  =  -jp-  +  n'öu-|-A(p  — na)Cospt 

n  2 
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Man  erhält  also  Jon  Cosinus  Ton  pt  im  Integrale ,  wenn  man 
den  Coefficicnten  desselben  Cosinus  im  J)inerentiale  durch 
—  (p* — n*)  diyidirt.  In  unserem  Falle  ist  aber  p  «=  x  (n' — n) 
und  p  es  M  (n' — n)  —  n,  also  sind  die  drey  Glieder  des  Inte- 
grals 

aH"^/+'T=nr  V  Cos  .  (l'-l) 
L      *3(n'— n)9—  n9  j 

m'n»  2.C(x)  e  Cos  (*  (1'— 1)  -f-  1  —  w) 
[*  (n— n')  — n]a— n« 

» 

m'n*  2.  D^x)  e'  Cos  (*  (1*— 1)  -f-  1—  w') 
-f-  '  ' 

[«  (n — n')  —  n]9 — na 

* 

Für  die  in  C  und  D  multiplicirten  Glieder  sey  eben  so 

d*  du 

*u  =  At  Sin  (1  —  w)  so  ist  o  =  -^j-  +n»  Äu— 2  An  Cos(l— w), 

so  dafs  also  die  Integration  dieser  Glieder  blofs  in  der  Multipli- 

t 

cation  durch  —  —  besteht,  wodurch  in  unserem  Falle  erhal- 

an 


ten 

nt  m'nt 
—  m'  —  Ce  Cos  (1— w)  —  De'  Cos  (1— wO 

Statt  den  beyden  beständigen  Gliedern ,  welche  die  Integration 
erfodert,  kann  man  auch  zwey  \w  1 1  Kührliche  periodische  Glieder 
m'  ff  e  Oos  (1  —  w)  und  m'  i't  e'  Cos  (1  —  w')  einführen ,  nnd 
es  wird  sich  im  Verfolge  der  Rechnung  zeigen,  dafs  diese 
periodischen  Glieder  der  Gleichung  ebenfalls  genug  thun. 

Nimmt  man  die  vorhergehenden  Glieder  zusammen ,  so  er- 
hält man  für  das  gesuchte  Integral 

m'a9  /-tA(o)\      m'n9  —  „(»)  ri      nt  lN 
*u  =  s  m'  ag  -f  — -  ^_^_J  ~  C*i«(k—  1) 

+  m'f,  e  Cos(l— w)  +  m'f',e'  Cos(l— w') 

m'nt  m'nt 
 j-  .Ce  Sin  (1—w)—  .De'Sin  Q—jH) 


+m<2         C"  n*         ,e  Cos  (*<1'— 1)+1— w) 
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+  m/^  D   e'  Cos(a(1'— i)+l— w') 

[ä  (n — n')  —  n]  •  —n  • 


*'  (n  — n')a— n* 


Substituirt  man  diesen  Ausdruck  von  &u  in  der  Gleichung  (g.  3.) 

6r 

—  =5  — 5u  (1  -f-  ae  Cos (1  —  w)) 

so  erhält  man ,  wenn  man  wieder  die  höheren  Potenzen  von  e 
vernachlässiget 

^  +  =5C  2  HCX)  Cos  »(U^l) 

a  3     V  da  /  a 

—  m'fe  Cos(l-w) m'f'e' Cos  (1— wO 
+  "iL1  C  e  Sin  (1  —  w)  +  —  D  e'  Sin  (1  —  W) 

+  m'n'        H(ji)-___2Ü  }eCos(Ä(l/-l)+l-V) 

L  [>(n— n')— u]'— n»  J 

f              D(x)  1 
—  m'n*  2  V  U'Cos(*(l'  —  1)  -f.  1— vrO 

•    [[„(n  —  n')  —  n]9—  n«  J 

wo  f  und  P  zwey  willkührliche  Gröfsen  sind ,  die  von  f,  und 
abhängen. 

bv 

I.  Dieser  Ausdruck  von  *—  soll  nun  in  der  Gleichung  (G)  des 

$.  2.  substituirt  werden.  Setzt  man  wieder,  wie  inj.ö.,  dieGröfse 
ja  =.  i  also  auch  a3n3  =  i,  so  ist  diese  Gleichung  (G) ,  wena 
man  die  Quadrate  von  e  wegläfst. 

$v  =  T'    a   »     a*  "a  +3a4//'ndt.dR  +  2a/ndt.r  (— J 
ndt 

Vor  dieser  Substitution  wollen  wir  bemerken,  dafs  man,  wie  wir 
Cap.  VIII  §.  5.  II  gesehen  haben,  hat 

V    da'    /  V     da  / 
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* 

V  da  da'  /  V     da»     /         V     da  / 

*r 

Diflcrentiirt  man  den  vorhergehenden  Ausdruck  yon  ~  in  Be- 

Ziehung  auf  t,  und  bemerkt,  dafs  -  a=  i  —  e  Cos  (1 — w)  ist, 
so  erhalt  man 

~  d*r 

a  '    7  =  -m'n2*  (n'~  n)  H*0  Sin  *  04- 1) 
~ndt~ 

+  am'fe  Sin  (I  —  w)  +  am'f'e'  Sin  (1  —  W) 
-f  m' e  C  Sin  (1  —  w)  +  m' e'  D  Sin  (1— w') 
+  m'e.C  ntCos  (1  —  w)  +  m'e'.D  ntCqs  (1  —  w') 


—  «  m'n 


»Tri»-.  ^  X 

l  0(n  —  n<)— «]•  —  n»  j 

X  [ji  (n'— n)  +  n]  e  Sin  (*  (!'— 1)  + 1— w) 

+  2  m'n  2.  11 


[x  (n  —  n')  —  n]»  — n» 
[*(n'— n)  -f  n]  e'  Sin  (x  (1'— 1)  -f  1— w')  .  .  .  (<)) 

Ferner  ist  d  '  »  =  e  Sin  (1— w)  also  auch 
ndt 

a     a  =  —  m'<  aag-f- >eSin(l  — 
ndt  2  J 

+  TUH  r  H(x)  e  Sin  (*<!'— 1)  +  1  — •  •  •  (io) 


2 

Weiler  ist 


y/"ndt.d.Cos*(l'-I)  =   „  („l'n,;  Sin«(l'-I) 

* 
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daher  ist 

m'  n«  ACx) 


+  T2 


(.   V.  da  )  $t*(*-tf)*—  *]• 

X  cSin  (*      — W) 


X  e'  Sin  (*  (14-4)  +  1— w') 
Da  man  aber  vorher  dem  Integrale  f  dR  die  Constante  m'ag  hin- 


der  Voraussetzung  *  =  o  entspringen ,  wieder  besonders  an,  und 

3  a 

multiplicirt  das  Ganze  durch—  =  3a,  und  setzt  statt 


Z-——J  den  oben  angezeigten  Werth ,  so  ist 

*  » 

aaj^ndt.dRtsSm'ag.nt  —  m'.|a«  )  e  Sin  (1— w) 

-  ( 

+  j^$a«  (i^-'flA^j  m'c'Sin(l-ir<) 

_m'3  3n,aA<X)  Sin  «  (1^  —  1) 
a*(n-n')' 

...       .  . 

X  e  Sin  (*  (l'  —  l)  +  l  —  w) 

_ m, r .  (l a'  +  fc?)  * AC«->] 

[«In— n') —  n]"    l       \da/T\a/  J 
X  c'  Sin  (n  (1'  — 1>  +  1-  W)  .  .  .  (i  i) 
Multiplicirt  man  endlich  den  in  §.  4.  gegebenen  Ausdruck  von 
r  durch  ndt,  und  integrirt,  so  ist 


I 

T  ü      ^     V  da»  /  M     1    A  V  da  /J  *(n— n')— n 
X  eSin(«(l'  —  l)+t  —  w) 


+  3~l     V    dada'  /       C       '    V    da     /J  *(n— n')-n 

X  e<  Sin  O  0'  — 1>  -4-1—  w') 

Pas  erste  Glied  dieses  Ausdrucks  kann  auch  auf  den  Fall  m  =s=  o 
nicht  angewendet  werden.  Integrirt  man  daher  dieses  Glied  be- 

,  .     r   .      /d\(°>\  /dA<°>\ 

sonders,  so  ist  J  ndt.  a  ^  ^  - ^  =  nt»a  y— - — ^« 

Nimmt  man  dann  die  übrigen  Glieder  für  x  =  o  ebenfalls 
besonders,  multiplicirt  alle  durch  sa  und  setzt  für  aa' 
•einen  oben  angezeigten  Werth ,  so  hat  man 

»a/ndt.r(5r;  =  m/a-^_-;nt 

X  e  Sin  (*         1)  +1  —  W) 
X  e'  Sin  (*  (l'  —  l)  +  1  —  wO  •  ♦  •  (13) 


uigiiizea 
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•  IL  Pie  Summe  der  Gleichungen  q,  10,  11  und  \i  gibt  den 
gesuchten  Werth  von  bv.  Man  mufs  aber  bemerken ,  dafs  das 
der  Zeit  t  proportionale  Glied  aus  dem  Ausdrucke  von  bv  ver- 
schwinden soll,  weil  nt  die  mittlere  Bewegung  des  gestörten 
Planeten  m  ausdrückt.  Nimmt  man  also  die  Summe  der  in  nt 
multiplicirten  Glieder  dieser  vier  Gleichungen  gleich  Null,  so 

erhält  man  • 

•  -  —  -  -  « 


g 


 a  /dA<°>\ 


wodurch  also  die  Constante  g  bestimmt  wird.  Die  zwey  ande- 
ren Constanten  f  und  f'  lassen  sich  ebenfalls  aus  dem  Ausdrucke 
von  bv  entfernen ,  wenn  man  in  der  Summe  dieser  Vier  Glei- 
chungen die  Paktoren  von  e  Sin  (1 — w)  und  e'  Sin  (1 — w') 
jeden  für  sich  gleich  Null  setzt«  wodurch  man  erhält 


-  -r 


9 

• 

Sammelt  man  also  die  vorhergehenden  Gleichungen  0  .  •  »*» 
substituirt  den  gefundenen  Werth  von  g,  und  setzt  die  Fakto. 
ren  von  e  Sin  (1  —  w)  und  e'  Sin  (1 — w')  gleich  Null,  so  er- 
hält 


'd'A<°> 


bv  r=  m'  nt.Ce  Cos  (1  —  w)  -f-  m'  nt.De'  Cos  (1  —  w') 

{       \  t  a*(n— n')  \  da  /*(n— n')J 

XSin*(l'  — 1) 

0(n— n')— n]»  V      \  da  /  J 
X  [Sin  C«  (l'-U  +  l-w)] 


— m'ne< 
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-j-m'ne^ 


Z(*(n-nO-n;-l*     ^    da     '*    a  J 

Z  I a  V     da  ■     /  +      V     da    / J  Ji  (n-n<)— n 

X  [Sin(A(l'— 1)  +1  — w<)] 

III.  Um  diese  Ausdrücke  abzukürzen,  wollen  wir  den  Coef- 

ficienten  von  m'  nÄ  e  Cos  tn  (F — JÖ  +  1  — w)  in  —  durch  E  x; » 

a 

..."  -j,(x) 

den  von  m'ne  Sin  (a  (l'  — 1)      1 —  w)  in  bp  durch —  , 

n— *(n — n') 

und  den  von  m<  n  e'  Sin  (a  {V  —  1)  +  1  —  W)  «»  6w  durch 

r(x)  ?•  I 

 I  bezeichnen  ,  so  dafe  man  hat 

n  —  a  (u  —  n'; 


—  I  +  —  2  HW  Co.  *  Q'U) 

a         6    \   da  /  2 

—  m'  fe  Cos  (1— w)  —  m'f'e'  Cot<l.r~ 


m'nt 


i  r 

m'nt 


-I  .  C  e  Sin  (1— w)  H  .  D  e'  Sin  (1— w') 

»  3  t 

E  .cCos(a(1'— D-H—v) 


4-m'n«.^ 


n«— [n  -A(n  -n')]- 


1+  P(X)  ■e^Co»f*(l^l)+1— wQ  I 

6v  m  £  2  {  »'  +  2  n'  *ül  Sin  a  (1-  1) 

_u  m'  nt.Ce  Cos  (1—  w)  -f-  m' nt.D  e'  Cos  (1  —  w') 


(L) 


•-J-  in'  n  •  2' 


n  —  a  (n  —  n*) 
+  G<*> 


n  —  a  (n  —  n'J 


.  eSin  (a(1'— 1)+1-w) 
.  e'Sin(A(l'— ])  +  !— W') 


.  .  .  (M) 
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und  in  diesen  beyden  Gleichungen  ist 

TT  \TTv  "**  4"  \™JS^5 

f/  =  aA^       a^  /dA(l>\        a»  /d'A(^\  - 
4  4  ^  da  /  +  *V  ÜV  / 

.  /dA^\       a'  /d«A<0\ 

D  =  aA<o_a,  (_)__(___) 

n  —  x  (n — n') 

r*'(n—  nQ  —  n]    b  fdA(*~lN  _  a^  fd«A<*-'N 
„__*  c„_ „')  *   V    da     )      2  V    da'  / 


.      *»  fd«A<*>\ 


F  <»  =  nan^°  A»)  +  [~ (n-f  „  (n-n'))-3n-]  H« 

 2n'E(») 

„«  —  [n  —  *  (n  —  n')}* 

2  [n  —  *  (n  —  n')] 
2n« 


1     1     *  1 


„»  —  [n_*(n  —  n';]a 

--an»-  iy 

*■  (n  —  «0  — n* 
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Setzt  man,  uin  noch  mehr  abzukürzen 

R(*)  =     n'a  A(X>    +  3n>  H<*> 
'  m  (n  —  n')*       *(n — n') 

pw  _   _  

n«—  [n  —  *(n  —  n  )J» 

,v  .  n«D<x> 

^  T  n»  —  [n  — *(n  —  n')]» 

n  —  ä  (n  —  n') 

■ 

n  —  «  (n  —  n') 

so  sind  die  Gleichungen  (L)  un<I  (M),  wenn  man  die  in  t  multi- 
plicirten  Glieder  wegläfst , 

*r     m'a'/dA(o)\  m'n« 

—  m'fe  Cos  (1— w)  — m'f'e'  Cos  (1— w') 
—  m' .  T  P(x>  e  Cos  (*  (i'— 1)  +  1  — w) 
+  m'.  2  Q«  e'  Cps  (*  <1'-1)  +  1- W)  .  .  .  (L') 

♦  *  IS  t 

■  • 

6v  =.  —  .2  R<x)  Sin 

*•  • 

—  m'.  2  S(x>  e  Sin  (ii  (1'  — 1)  4- 1  — w) 

+  m'.  2  T'x>  e'  Sin  (*  (V  —  1)  +  1  —  W)  .  .  .  (M') 

Noch  ist  die  ähnliche  Reduktion  der  Gleichung  (K)  desj.  3. 
für  die  Breite  übrig.  Vernachlässiget  man  das  Produkt  der  Ex- 
centricität  in  die  Neigung  der  Bahn ,  so  ist  diese  Gleichung 

d»  bu<  i  /dR\  '  -  . 

o  =  _  +n««u'--Qd-^  wofc.-ftftu'ub 

*  •  ■ 

Der  Ausdruck  von  R  in  5.4.  vor  Nr.  I  gibt,  wenn  man  blofi 


1  . 


Digitized  by  Google 


»69 

auf  die  drey  letzten  Glieder  desselben  Bücksicht  nimmt,  Ja  das  . 
vorletzte  von  z  unabhängig  ist , 

(dRN        m'z'        m'z'    _  rx\ 

"wo  *  alle  ganze  positive  und  negative  Zahlen,  auch  n  =  o,  be- 

z' 

zeichnet.  Es  ist  aber  -  der  Sinus  der  Breite  des  störenden  Pla- 
neten, und  wenn  <y  die  Tangente  der  Neigung  der  Bahn  des  stö- 
renden Planeten  m'  über  der  ursprünglichen  Ebene  des  gestör- 
ten m ,  und  77  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  eisten 
dieser  Ebenen  auf  der  zweyten  bezeichnet,  so  ist  (Th.IIp.  69.) 
dieTaugente  der  Breite  vonm'  gleich  <y  Sin  (V— 77),  also  ist  auch, 
wenn  man ,  was  hier  erlaubt  ist ,  die  Tangente  der  Breite  mit 
dem  Sinus  derselben  verwechselt,' 

z'  =  a'«ySin  (1'— 27) 

und  daher,  wenn  man  die  Glieder  für  *  =  o  besonders  nimmt, 
und  die  Bemerkung  des  5.4. Nr.  1  berücksichtiget, 

CdRx        m'cy  m'a'B^or 
2)  -     Sin  0'-  n>  Sin  W  - 

t  *     •  • 

m'a'       /  \ 
 2  '  <y  Sin  (*  (1/  — 1)4-1  —  /7) 

wo  *  alle  ganze  positive  und  negative  Zahlen,  blofs  *  =  o  aus- 
genommen, bezeichnet.  Multiplkirt  man  diesen  Werth  von  ("j"*^ 

durch  n*  a1  =a  1,  so  erhält  man  für  die  vorhergehende  Glei- 
chung 

d9.äu'                   m'n»  a<y 
o  =  -j—  +  n-  *u'  ^—  Sin  (1/-  77) 


m'n9  aa' 


.B<0  Y8m(l  —  77) 


+  "'"J^  .  X  B^-0  <y  9in  (*  <P- 1)  -f.  I  -  77) 

Integrirt  man  diese  Gleichung  nach  der  Vorschrift  des  $.«,Cap.VIII. 
so  wie  wir  §.  5  die  Gleichung  für  *u  integrirt  haben ,  und  setzt 
man  fta  m  —  aiu',  so  ist 
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- 

m'n'a1         0.    '  m'a'a' 
**  =  -(B'^'Ji'^Sin(1,"fl)  _  B  Ont.<yCo<l-/7) 

m'n'a'a'  B^*-1) 
"1  ~       *  1  -7-7  :  —  •  <y  Sin     (1'— 1)  -4- 1— II) 

♦  *  "  * 

I.  Es  sey  nun  9  die  Neigung  der  Bahn  von  m  über  einer 
fixen  Ebene,  "welche  gegen  die  ursprüngliche  Ebene  von  m  nur 
-wenig  geneigt  ist,  und  S  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  die- 
ser l.ahn  auf  derselben  Ebene;  für  m'  scyen  dieselben  (  röfsen 
und  3',  so  ist  tg^Sin  (1— S)  die  Breite  von  m  über  der  fixen 
Ebene,  wenn  sich  m  in  seiner  ursprünglichen  \  bene  bewegt, 
und  lg  9'  Sin  (1 — S')  würde  die  Breite  von  m  über  der  fixen  Ebene 
seyn  ,  wenn  sich  m  in  der  ursprünglichen  Ebene  von  m'  bewegte. 
Die  Differenz  dieser  beyden  Breiten  wird  sehr  nahe  die  Breite 
von  m  über  seiner  ursprünglichen  Ebene  seyn ,  und  da  die  letzte 
Breite  gleich  <y  Sin  (l — /I,  ist,  so  hat  man  (Vergl.  Cap.  i3,$.5.) 

tg     Sin  (1—50  —  tg  f  Sin  (1—5)  =  cy  Sin  (1— 77; 

Es  sey    p=tg$>SinS    und  p'=tg?'Sin3' 

q  =.  tgyCosS  q'  =  tgy'CosS' 

Iiüfst  man  die  letzte  Gleichung  auf,  und  setzt  die  Coefficienten 
von  Sin  1  und  Cos  1,  jeden  für  sich  gleich  jNuü,  so  erhält  mau 

p' — p  =  «y  Sin  n    und    q' — q  =    Cos  77 

also  auch     <ySin  (1' — II)  =  (q  — q)  Sin  1' — (p' — p)  Cos  1' 

Löfst  man  eben  so  <yCos  (1— ü)  und  «y  Sin  (*  (1'— -1)  +  1 — /7) 
auf,  und  sub.<>tituirt  diese  VYerthe  in  dem  letzten  Ausdrucke  von  6s, 
so  erhält  man 

**  a-  "1  "-»'■)  K*'—Ö  Si" V  ~  C°S  ),] 

_m'aaa'B    nt  [(p/_ p)  Sin  l  +  (q—  q)  Cos  1] 
4 


f     (q/~q)B(x-l>        e.   e   ^    t    ,  I 


m'n*a2a' 
1  2 


fp,_plB'-'>  | 
na — Lii — K\n — n')]4         v  J 


und  die  ser  Ausdruck  von  ös  gibt  die  Breite  von  m  über  der  Ebene 
seiner  ursprünglichen  Bahn.  Will  man  die  Breite  von  m  über  jene 
feste  Eboiie,  die  sehr  wenig  gegen  die  ursprüngliche  Bahn  ge- 
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neigt  ist,  to  hat  man,  wenn  diese  Breite  über  der  festen  Ebene 
durch  s  bezeichnet  wird  , 

s  =  tg  9  Sin  (1 — 3) -|-£s  oder 

s  =  q  Sin  1 — p  Cos  1  -J-  da ,  also  auch 

.  =  ,  s;n  i-p  Cos  l  -  >/tyi,,.j  L(q'-q)  Sin  l'-(P'-P/  Co.1/] 

(!) 

m'a'a'.B     nt  [(p#_p)  ^  ,+(q,_q>Coi  ,j 
4 


_  m'nBaV 
H  

•  o 


(q/_n)  B  1 

n»— [n— A(n—n')]3        V  9T  ß  l 

t  _i_  »  K'  (N) 

 .     r        ,  7?T7Cos(*(l'-i)+l) 

n« — [n— *(n — n')]a  J 

nnd  die  Gleichungen  LMN  sind  die  gesuchten,  von  denen  also 
L  die  Störung  br  des  elliptischen  Radius  Vectors .  M  die  Störun- 
gen bv  der  elliptischen  Länge,  und  endlich  N  die  gestörte  Breite 
s  des  Planeten  m  über  einer  festen  Ebene  gibt,  die  nur  wenig 
gegen  die  ursprüngliche  Ebene  von  m  geneigt  ist 

Die  in  diesen  Gleichungen  vorkommenden  Werthe  von  A  , 

fdA  **\  ,  (dK  *  )  ....  und  von  BW  haben  wir  bereits  im 
V   da  '     V  da'  / 

Cap.Vlll  5«  4- gefunden  ,  wo  die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen 
a  a'. .  dieselbe  Bedeutung  mit  den  gegenwärtigen  haben.  Lebri- 

(*)  (*) 

gens  gelten  die  dort  gegebenen  Werthe  von  A  ,  B  u.  f.  für 
die  Störungen  ,  welche  der  Körper  m  von  m'  leidet.  Sucht  man 
aber  die  Störungen,  welche  m'  von  m  leidet,  so  sind  offenbar 

die  Werthe  von  a"^,  B  • .  .  dieselben  mit  den  vorhergehenden, 
den  einzigen  Fall  A(')  ausgenommen,  dessen  Werth  dann 


(il-i.k')  wird. 
\a*      a'  i/ 


Die  Berechnung  der  Werthe  von  A  ,  B  ...  und  ihrer  ver- 
schiedenen Differentialien  dient  also  für  die  Entwicklung  der  Stö- 
rungen beyder  Körper  ni  und  m',  welche  sie  gegenseitig  von 
einander  leiden.  Hat  man  die  Störung  des  m  durch  m'  berechnet, 
nnd  sucht  man  dann  die  Störung  des  m'  durch  m ,  so  wird  man  a 

in  a',>  und  a'  in  a  verwandeln,  un:T  jeden  Coeificienten  b^  der 

•  ■ 
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A 

vorigen  Rechnung  durch  «s=— ,  io  wie  jeden CoefTicienten  b 

a  ^ 

a3 

durch  as  =  "Tj-  multipliciren ,  um  seinen  Werth  für  die  zweyte 

Berechnung  zu  erhalten. 

Uebrigens  enthalten  die  vorhergehenden  Ausdrücke  nur  die- 
jenigen Störungen,  welche  von  der  Excentricität  und  der  Nei- 
gung der  Planetenbahnen  unabhängig  sind ,  und  welche  nur  von 
der  ersten  Potenz  der  Excentricität  und  Neigung  abhängen.  Al- 
lein unter  den  Gliedern  jener  Reihen,  deren  erste  Theile  wir 
entwickelt  haben,  gibt  es  noch  mehrere  nicht  unbeträchtliche, 
die  von  dem  Quadrate  und  von  den  höheren  Potenzen  jener  bey- 
den  GrÖfscn  abhängen  ,  und  selbst  diejenigen  werden  noch  zu- 
weilen merklich,  die  von  dem  Quadrate  der  störenden  Kraft  kom- 
men. Da  die  Bestimmung  aller  dieser  Gröfsen  blofs  in  einer  wei- 
teren Entwicklung  der  bisher  betrachteten  Ausdrücke  besteht , 
und  es  hier  zu  unserer  Absicht  hinreicht,  den  Weg,  welchen 
man  gchqn  mufs  ,  gezeigt,  und  die  vorzüglichsten  Störungen  ge- 
geben zu  haben,  so  kann  man  diese  Erweiterungen  der  vorherge- 
henden Untersuchung  in  Laplace,  Mec.  cel.  III  Vol.  oder 
in  Schuberts  Traite  d'Astron.  III  Vol.  Petersb.  i8aa 
nachsehen. 

Da  die  Satelliten  mit  ihren  Hauptplaneten  sich  nicht  um  ei- 
nen beyden  gemeinschaftlichen  Central -Punkt  bewegen,  so  läl'st 
sich  auch  die  bisher  vorgetragene  Methode  nicht  unmittelbar  auf 
die  Störungen  anv/enden,  welche  die  Hauptplaneten  von  ihren 
Monden  leiden.  Da  aber  diejenigen  Theile  dieser  Störungeu,  wel- 
che von  der  Excentricität  und  der  Neigung  der  Satellitenbahnen 
abhängen ,  sehr  gering  sind  ,  so  lassen  sich  die  übrigen  beträcht- 
licheren Wirkungen  der  Satteliitcn  auf  ihre  Hauptplaneten  auf 
folgende  einfache  Weise  bestimmen. 

Ist  r  die  Entfernung  der  Sonne  von  dem  Hauptplanefen  und 
C  die  des  Planeten  ton  seinen  Satelliten;  ist  ferner  fx  die  Masse 
des  Satelliten ,  jene  der  Sonne  als  Einheit  angenommen  ,  so  wirkt 
auf  den  Hauptplaneten  die  Kraft 

1  u 

—  4-  — . 

Sey  1  die  mittlere  heliocentrische  Länge  des  Planeten,  und 
&  die  mittlere  Länge  des  Satelliten ,  so  ist  diese  Kraft  parallel 

mit  der  Achse  der  x  zerlegt  *  X  mm  -  _  -  Cos  X  und  paral- 

Sinl  u 

lel  mit  der  Achse  der  y  zerlegt  ^  Y  =  -jj-  Sin  \*  Ist  aber 

L  die  Länge  der  Sonne,   aus  dem  Hauptplaneten  gesehen, 


i 


Digitized  by  Google 


a73 

und  der  Kürze  wegen  w  =  J- L,  so  ist,  da  I  =  L  -f-  i8o°  ist, 
X  =  —  -V  Cos  L  _  4  Cos  (w  -f-  L)    und  Y  =  -  i  Sin  L 

—       Sin  (w  4-L).  Substituirt  man  diese  Werthe  von  X  und  Y 

d  ax 

in  den  bekannten  Gleichungen  der  Bewegung  o  =  -3-7  -f-  X , 

dt 

d4r 

o  =  -^7-  -f-  Y,  so  erhält  man 

d>  x        u  1 

—  =^Cos(W  +  L)+-CosI. 

-  £  si"  (w  +  L)  +  1  Sin  L 

Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  Sin  L,  und 
die  zweyte  durch  Cos  L,  so  gibt  die  Ditlerenz  beyder Produkte 

dax  Sin  L  — d«y  Cos  L        iL  „. 

 SlH  +  £Smw. 


Multiplicirt  man  aber  die  erste  durch  Cos  L,  und  die 
zweyte  durch  Sin  L,  so  hat  man  eben  so  .  •-.  . 

•  .    •  *       •  * 

d*x  Cos  L  -f-  day  Sin  L        1  ji 
o  a   577         —  —  ^  —  £7  Cot  w. 

Es  ist  aber  x  =  —  r  Cos  L ,  y  =  —  r  Sin  L ,  also  sind 
auch  die  beyden  letzten  Gleichungen 

udt  1 
o  =  rd9  L  +  aidrdL  -f*  V-  Sin  w  J 

dt*      judt*  Ä  f 
o  =  rdL«~d*r—  ^r  —  Coswj 

* 

Es  sey  r  =  «  +  p  und  dL  =  dt  -f-  qdt ,  wo  also  p  und  f  qdt 
die  Störungen  der  Entfernung  r  und  der  Länge  L  bezeichnen 
so  werden  die  beyden  letzten  Gleichungen  in  folgende  über- 
gehen. 

pdt  I 
°  =  (*  +  P)      +        +  (l)dp+  ^7-  Sin  w  1 

dt*         udt*  „  f 

o  =  d*r-(i+p)(»+q)a  dt9  +  (^^  +  V  J 

.  •       •  • 

oder  abkürzend,  wenn  man  dw  =  bdt  setzt, 
DL  S 
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Jf|  +  a  dp  =  _  _  Sin  w 


AT)  . 


b'd'p      o                  F  ^ 
  =  3p  +  2q  Cosw 

Das  Integral  des  ersten  dieser  Ausdrücke  ist 

o  4.  2 p  =  M  ,  °SW  ,  also  ist  auch  der  zweyte 


b* 
dw 


d'p   ,  M  Cos  w  /  2\ 


Integrirt  man  die  letzte  Gleichung  nach  Cap.  VW.  $.  2.,  so 
hat  man 

u=p,  t=w,  a  =  j,  m=»  i, 

* 

B=  t£=J>  «nd  A  =  C  =  0  =  V  =  o, 

V 

also  auch  . 

p  =  (bc,_  "0—»)  )  Cos  ?  +  ^Sin  £  +  *  5J 17  9)  -  Cos  w. 

Ist  also     bc'  =  gp^pTZ^)  «nd  c  =  o,  so  ist 

ix  (b  —  2)  ' 

p=b?WöCosw---(,) 

und  diese  Gleichung  gibt  sofort  die  Störung  p  des  Radius  Vcc- 
tors  des  Hauptplaneten. 

Substituirt  man  den  gefundenen  Werth  yon  p  in  der  Glei- 
chung 

u  Cos  w  _ 
q  +  ap  =  r  h        ,  so  hat  man 

... 
u  (b>  —  ab  -4-  3)  ' 

also  auch  die  gesuchte  Störung  der  Länge  des  Planeten 
r  A*      ,*(b'-2b  +  3)  Sinw 

Um  das  Vorhergehende  auf  die  Erde  und  ihren,  Mond  anzuwen- 
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den,  hat  man  für  die  tägliche  Bewegung  der  Erde  dt  =  59'  8"  3, 

und  des  Mondes  dT  =  i3°  10'  35",  also  b  =  ^  =  ^"ZjL* 

dt  dt 

SB  13.36025. 

8".  8 

Weiter  ist   e  =  3^5^//^  =  0.002547624  und 

i    "»  »"Im.         0  *■ 
*  =  (58. 0;  (>29b3or  al8°  gCbCn        G,eichun6en  CO  ™i  («) 

p  ss  0*000044  C°9  (C  —  ©)    und  . 
/q  dt      9"29  Sin  (  C  —  0  ) 

wo  C  und  0  die  geocentrische  Länge  des  Mondes  und  der  Sonne 
bezeichnet.  Für  die  anderen  mit  Satelliten  umgebenen  Planeten 
sind  die  Werthe  von  p  und ,/qdt  völlig  unbeträchtlich,  da  die 
Masse  fi  der  Satelliten  gegen  die  ihrer  Hauptpl&netcn  zu  klein 
ist,  um  in  der  Bewegung  der  letzten  noch  irgend  eine  merk- 
liche Störung  hervorzubringen. 


1  » 

II»«     1      .  .  .    »  ■  ,  1  • 


«  4 


..     ......  .^j,.,  .  • 

>  .         >  I  I      ||     I  ■  •! 


1  I 
•».. 


••••»<  • 


•  » 


•I  » 


•  •      »   •  | 


*  • 


■  •  •  •  ■  .  ■  • 
•     •        ,  •    »  -. 


.;r# 


!-  ■»  . 


'  "   '  S  2 
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ZEHNTES  KAPITEL. 


Säculäre  Störungen. 


JLfie  Ausdrücke  von  £r,  &v  und  s,  welche  wir  in  dem  vorherge- 
henden (Kapitel  durch  die  Gleichungen  L  M  N  gegeben  haben  , 
enthalten  also  die  Störungen,  welche  der  Körperm  in  seiner  ellipti- 
sche» liew  egung  durch  die  Wirkung  des  Körpers  m'  leidet,  und  man 
sieht,  da  Ts  alle  Glieder  dieser  Gleichungen,  da  sie  in  die  Sinus 
und  Cosinus  von  Winkeln  ,  die  mit  der  Zeit  gleichförmig  wach- 
sen ,  multiplicirt  sind,  nur  periodische,  in  kleineren  oder  grö- 
Iseren  Zeiträumen  wiederkommende  Werthe  haben  ,  diejenigen 
Glieder  adein  ausgenommen ,  deren  Faktor  die  Zeit  t  selbst  ist, 
und  die  daher  ohne  Ende  und  über  alle  Gränzen  hinaus  wachsen 
können. 

Diese  letzten  Glieder  sind  alle  in  die  Gröfse  m'  multiplicirt, 
sind  daher  alle  blofse  Folgen  des  störenden  Körpers  m'.  Al- 
lein die  Störungen  sind  särnmtlich  so  gering,  dafs  sie  während 
einer  bestimmten ,  nicht  gar  zu  langen  Zeit  vorzüglich  nur  auf 
den  Ort  des  gestörten  Planeten  in  seiner  Ellipse  Einflufs  haben, 
ohne  diese  Ellipse  selbst  merklich  zu  verändern.  Nach  einer  län- 
geren Zeit  aber  wird  die  blofse  Aendcrung  des  Ortes  in  der  ur- 
sprünglichen Ellipse  nicht  mehr  hinreichen  ,  um  die  Rechnung 
mit  den  Beobachtungen  in  Uebereinstimmung  zu  bringen.  Am 
Ende  dieser  Zeit  wird  nähmlich  der  Planet ,  wenn  jetzt  die  stö- 
rende Kraft  plötzlich  zu  wirken  aufhörte,  zwar  noch  eine  Ellipse 
um  die  Sonne  beschreiben ,  aber  diese  wird  durch  die  bisherige  1 
Wirkung  der  störenden  Kraft  von  der  vorhergehenden  ursprüng- 
lichen Ellipse  in  ihrer  Gestalt  und  Lage  verschieden  seyn.  1-ie 
Wirkung  des  Planeten  m'  wird  also  nicht  blofs  den  Ort  des  ge- 
störten Planeten  in  seiner  ursprünglichen  Ellipse ,  sondern  sie 
wird  auch  die  Elemente  dieser  Ellipse  allmähüg  ändern ,  und 
da  diese  letzten  Aenderungen  ihrer  Natur  nach  viel  langsa- 
mer vor  sich  gehen,  als  die  ersten;  da  sie,  wenn  sie  überhaupt 


uigiti2 
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noch  in  bestimmte  Qränzcn  eingeschlossen  sind,  zwischen  diesen 
Gränzcn  erst  in  sehr  langen  Perioden  von  mehreren  «Jahrhun- 
derten, ja  Jahrtausenden  auf-  und  abgehen  während  die  Stö- 
rungen des  Ortes  in  der  unveränderlichen  Ellipse  in  viel  kürzere 
Perioden  eingeschlossen  sind,  so  hat  man  jene,  zum  Unterschiede 
von  diesen,  säculäre  Störungen  genannt,  während  man  die  in 
dem  vorhergehenden  Cäpitel  bestimmten  Störungen  des  Ortes  der 
Planeten  in  ihren  ursprünglichen  Ellipsen  unter  dem  IN  ahmen  der 
periodischen  Störungen  begreift. 
<l-f  *.:);  >:i-  -(54  UAr\y.'  '  '  ;  f n  -  ..  U  J.  ../{vc  *  \i 
Nehmen  wir  an,  dafs  eine  dieser  säculären  Störungen  db 
Form  A  Sin  (at  -f-  b)  habe,  wo  also  a  eirie  sehr  kleine  Grölte 

.  3oo 

ist,  weil  diePewe^  (Cap.VIU  J.2.Nr,I)  der  säculären  Glei- 

I  ;      Ä  I         '  » 

chung  sehr  grofs  seyn  soll.  Setzt  man ,  wie  es  in  der  That  der 
Fall  ist,  voraus,  dafs  man  blols  durch. eine  allmählige  Entwiek- 
lung  aller  Störungen ,  in  welcher  man ,  wie  wir  m  dem  Vorher- 
gehenden gesehen  haben  /  blols  auf  die  ersten  Glieder  der  un- 
endlichen''Reihen  Rücksicht  nimmt,  dafs  man  nicht  auf  die  ei- 
gentliche Gestalt  A  Sin  (at-J-b)  dieser  Gleichung,  sondern  durch 
die  Entwicklung  derselben  in  eine  nach  den  Polenzen  von  t  fort- 
gehende Reihe  auf  uie  Form  a  -\-ßt-\-yt*  +  gekommen  sey,  von 
welcher  man  etwa  nur  diezwey  ersten  Glieder  betrachtet  hat,  w 
wird  dieser  Ausdruck  in  seiner  neuen  Gestalt  nicht  mehr  perio- 
disch seyu,  oder  diese  Störung  wird  als  eine  ohne  Ende,  progres- 
siv fortgehende  erscheinen,  aber  dieser  Schein  wird  Mols  eine 
Folge  der  Unvollkommenheit  unserer  Analysis  seyn  ,  da  ,  wie  die 
ursprüngliche  Form  der  Gleichung  zeigt,  diese  Störung  doch  in 
eine  bestimmte,  wefm  gleich  vielleicht  sehr  grofse  Periode  einge- 
schlossen ist.  Die  lange  Dauer  dieser  Periode  aber,  und  die  äu- 
fserst  langsame  und  beynahe  gleichförmige  Äenderung  des  ver- 
änderlichen Elementes  der  Ellipse  wird  uns  erlauben,  diese  Äen- 
derung, während  einem  nicht  zu  grofsen  Zeiträume,  der  Zeit  t 
selbst  proportional  zu  setzen ,  und  daher  jene  Störung  selbst 
gleich  a  -j-  ßt  anzunehmen.  Setzt  man  dann  diese  Störung  dem, 
in  Beziehung  auf  jenes  Element  genommenen  Differentiale  der  el- 
liptischen Bewegung  gleich  ,  so  erhält  man  dadurch  eine  Glei- 
chung ,  aus  welcher  man  die  gesuchte  säculäre  Äenderung  die- 
ses Elementes  ableiten  wird. 

-  !  •  • 

Ihn  dieses  auf  die  letzten  Gleichungen  des  vorhergehenden 
Capitels  anzuwenden ,  so  gibt  die  Gleichung  (M) ,  wenn  man 
blols  auf  die  in  t  multiplicirteti  Glieder  sieht, 

wahre  Länge 

ss  nt-J-m'nt.  C  e .  Cos(nt-f-« — w)  H-m'nt.Üe'.  Cos(nt-f-s — w) 


27« 


Es  sey   h  =  e  Sin  w   und  eben  so    h'  =  e<  Sin  w' 
1  =  e  Cos  w   1'  m  e'  Cos  w' 


•  ••• 

•      »  •  1  <  •••'..«••  I 


so  ist  die  vorhergehende  Gleichung 

i  .       .  •      ll*»l«t  J.  ..«.Ii      II    «•'«••Ii  "    •  Ii  iiiill  |  J  1 

wahre  Länge  -..Ii,.  [.  •♦  « 

n t + m<  nt  (h  C-f-h<  D)  Sin  (nt-(-«>hm'  nt  (1  C+l<  D)  Cos  (nt-M) . 

Die  wahre  elliptische  Länge  aber  ist 


#f  • « ' •  # »  1        tt  i  •  ■  < 


nt+2eSin(nt  +  e— w)  =  nt+  2lSin(nt-|-t) —  2  h  Cos(nt-t- «) 

Leiden  also  die  GröTsen  n,  h  un<|  I  durch  die  Störung  des  Pia- 
neten  m'  in  der  Zeit  t  die  Störungen 

vdty-'     v,dty  xdty  * 


»•••«•I.II  •«  ' 


so  ist  die  wahre  gestörte  Lange 


Wh- 


•  •  i   •  ••  .       • . .     \  • 


•     '  .  i 


  -3(h  +  t.  (2?))  Cos(nt+0  ' 

vot  S  '  «• 

also  die  Störung  selbst 


•  V 


und  wenn  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  vorhergehenden 
m'nt  (hC  +  h'  D)  Sin  (nt  +  f)  +m'nt  (IC+1'D)  Cos  (nt-hs), 

vergleicht ,  so  erhält  man 

S)  =  ° 


T.  Bezeichnet  0  und>,  wie  im  Cap.  IX  J.  6.  die  Neigung 
und  die  Länge  des  Knotens  t  und  s  die  Tangente  der  Breite ,  so 
folgt  aus  der  sphärischen  Trigonometrie 

s  =  tg  «Sin  (nt  +  s — 3)    oder  ' 

s  =  tg  «Cos  3 Sin  (nt  +  «)  — tg  «Sin  5 Cos  (nt+«)  1 

Wenn  man  aber  wieder  die  in  Cap.  IX  §.6.  f  gebrauchten  Bezeich- 
nungen von  p,  q  einführt,  wo  p  =  tg  «  Sin  3,  und  q  =  tg  «Cos 9 
war,  so  wird  der  letzte  Ausdruck 
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s  =  q  8in  (nt  +  «)  —  p  Cos  (nt  -f"t)  s»»> 
Leiden  also  die  GröTsen  p  und  q  durch  die  Störungen  des' m'  in 

der  Zeit  t  die  Störungen  t.  und  t .  (^|^_»  80  wird  die 

dadurch  entstehende  Störung  der  Breite  seyn 


Die  Gleichung  (N)  des  Vorhergehenden  Capitels  gibt  abpr  für 
dieselbe  SHörun$  dec.Breike^     '  ■ "Jü 

~  m/a2a/;B'  'm  [(P'-P?  Sin(nt  +  €)-f-Cq'-q)  Co.  (nt  +  e)] 

.    "        ■  -  % .   —  f-  ••'    .  r'   •'  - 
Setzt  man  also  die  beyden  letzten  Ausdrücke  einander  gleich ,  so 
erhält  man 


•  (»>) 


'•ii,  . 


5-  3. 

Die  Gleichungen  (a)  und  (b)  ,  welche  die  gesuchten  säcu- 
Jären  Störungen  bestimmen,  müssen  nun  näher  betrachtet 
werden. 

Die  erste  der  Gleichungen  (a)  oder  die  Gleichung  =  o 

zeigt  uns,  dafs  die  Gröfse  n,d.  h.,  dafs  die  mittlere  tägliche  Be- 
wegung, also  auch  die  Umlaufszeit  eines  jeden  Planeten  con- 
s  taut  ist ,  und  daher  durch  die  Störungen  aller  übrigen  keine 
Aenderungen  leidet.  Da  ferner,  vermöge  der  Gleichung  n*  a9  =  i  * 
(Gap.  IX  i.)  die  Gröfse  a  blofs  Ton  der  Gröfse  n  abhängt,  so 
ist  also  auch ,  aller  Störungen  ungeachtet ,  die  halbe  gröfse  Achse 
a  der  Hahn  eines  jeden  Planeten  ebenfalls  constant. 

Die  beyden  anderen  Gleichungen  (a)  geben  die  Störungen 
von  h  und  1. 

Es  ist  aber    h  =  e  Sin  w    und    1  =  e  Gos  w  ,  also  auch 


de 
Tt 


<*h~.  dl  ^  ,  dw      i  fdh^  dl    .  ^ 

=  —  Sin  w  -f-T  Cosw  und  —  =—  l  —  Cos  w —  -,-  Sinw 
dt  dt  dt      e[dt  dt  J 

» ■>  ^ . 

Substituirt  man  hier  die  Ausdrücke  von  ~  und  aus  den  Glei- 
chungen (a) ,  so  erhält  man 
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Gl  2 

■ 

De' 


arÄ-— (c+— Cos<w'— >) 

■   .  i         ••  '»  « 
Sey  •»  |itfd^ 


•        ■  t 


so  ist 


»  I  * 

dw       1     e'  ,  i  _ 


«    •  ■ 


\ 


Nehmen  wir  der  Kürze  wegen  an ,  dafs  die  Gröfsen  91  o2  9  .  . 

'o  *o  ro 

•       .      o    2  3 
respective  in  9    9^  9^  .  .  übergehen,   wenn  man  in  jenen 

alles,  was  sich  auf  m  bezieht,  in  das  verwandelt,  was  sich 
auf  m'  bezieht ,  und  umgehehrt ;  und  dafs  eben  so  die  Gröfsen 

»*3  1    o  3 

fc  9Q  9Q  •  •  respect.  in  p    9^  9^  .  .  übergehen,  wenn  man  in 

jenen  alles,  was  sich  auf  m  bezieht,  in  das  verwandelt,  was 
sich  auf  m"  bezieht  u.  s.  f. ,  so  hat  man  für  die  säCuläre  Aen- 
derung  der  Excentricität  der  Planeten  m  m'  m"  .  .  nach  der 
Ordnung 

|5  =      e'  Sin  (W— w)  4-  +"  e"  Sin  (w"  — w) 


4->J/e'''Sin(w' w)-h 
4L'  =  ^°  e  Sin  (w— w')  +      e"Sin  (w"—  w)+ 


de" 


—  =  v|/2  e  Sin(w- w")++2  e'Sin  (w'— w")+ 


'  •  ■  •  (c) 


und  für  die  säculären  Aenderungen  der  Länge  der  gröfsen 
Achse  oder  der  Pcrihclicn 
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dr=(*o+yo+?0+..) 


»e' 


dw' 


3  . 


—      5-  Cos  (w— w')  +     ~  Cos  (w"—W)  + . .) 
1  e'  ie' 


».  /  : 


, . . .  (d> 


o 

«  < 


dw"    ■     o       1.3,  , 

-(t°ICoi(w-w;++I  —  Cos(w'— w")+..) 

wo  immer  pb  oder  vj/b  die  Störung  des  Körpers  a  durch  die 
Wirkung  des  »törenden  Körpers nh  bezeichne t.  [u 

fi.  3. 

Auf  eine  ähnliche  Art  lassen  sich  nun  auch  die  Gleichungen 
(b)  behandeln.   Ehe  wir  aber  diese  Entwicklung  vornehmen , 

wollen  wir  zuerst  die  so  eben  eingeführten  GrÖfsen       und  +^ 

näher  betrachten. 

Es  war      =  —  m  n.P.  und  daher,  wenn  man  den  Werth 

0  2  1 

> 

von  C  aus  Cap.  IX.  J.  5.  III  substituirt 

und  wenn  man  hier  wieder  dieWerthe  von  ( ^  J)  anäf^—^. — } 

V  da  /       X  da«  / 

aus  Cap.  V1H,  J.  4. 1  substituirt    '  -» 

i       ,  m'n  f      db°  d«b°)  ' 

\        du  da'  J 

Die  Gleichung  (m)  des  angeführten  Ortes  gibt  aber 


db°  «b°-b* 


da 


I — «' 
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• « 

oder  wenn  man  hier  den  Werth  von  h    aus  der  Gleichung  (e), 


und  die  von  b]  au»  der  Gleichung  (f)  substituirt , 

ai>,  =  -«b      -  Jb_,  =_ab°  +  b' 


I      '     t  • 


•I  ■ 


Das  Differential  dieses  Ausdruckes  in  Beziehung  auf  a  ist 
t  1  ! 

d'b?  Ko  db°  ,  o  db* 

da»  *  da  '  da 

Aher  die  Gleichung  (m)  gibt 

*  .  ,    .       .  .  Jr«-     ;:it|  ifir     .   •  •  •  ••   t 

_£  =  ^Z^I  •  b,  +  £_  und 

da  f    ,  i-a« 

da  .  a(i  —  a») 

so  da  Ts  man  hat  , 

air      1    a  * 

db°  d»l° 

Substituirt  mau  also  diese  YVerthe  von     j  und       *    in  dem 

da  da» 

*  * 

vorhergehenden  Ausdrucke  von  9* ,  so  erhält  man 


i  m'n 


Ganz  eben  so  findet  man  ,  dafs  die  Gleichung  \L  =  ■  D,  wenn 

'  O  2 

man  den  Werth  von  D  aus  Cap.  IX.  J.  5.  substituirt,  in  fol- 
gende übergeht 

i1  3m na       f,     .        ,    i      a  i  °1 
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oder  wenn  man  die  Werthe  von  b  °  und  b   *  aus  den  Gleichun. 

a  s 

gen  (g)  und  (h)  des  Cap.  VIII  substituirt ,  in  folgende 

*o=+-<T  f2«  (•  +  «•)!>]  -s.«.b°j 

*  ■  t  * 

Endlich  ist  noch  nach  der  Gleichung  (1)  des  angeführten  Ortes 


r  • 


BW  =  —  .b!  also  auch 
a'»  * 


*  t 


f^ü^B(,)  _  «'b'  oder 

4  4   '  * 


m'na'a'  (i)  i 
■  Ii      =  9> 


1  O 

L  Man  kann  hier  noch  bemerken ,  dafs  die  Gröfs»  <j  <f> 

,  Ol 

ein  merkwürdiges  Yerhältnifs  zu  einander  haben.  Es  iit  nähm- 

lich,  wie  wir  so  eben  gesehen  haben,  fQ  =         **  \  al8° 

auch  nach  dem,  was  Mir  unmittelbar  von  den  Gleichui^en  (c) 
des  J.  2.  gesagt  haben,  verglichen  mit  der  Anmerkung  an,  Ende 
des  Cap.  (IX), 


Ueberdiefs  hat  man 


•  s  _L  und  n'«  ss  JL  also  5-  =       und  daher 


a'»  n' 
ma1  /  =  m'a'*  <p°  und  eben  so 

«  *  < 

ma*  9*.=m"a"*  o° 

m'a'*  <$>  =m"b"  9    u.  s.  w. 
1  T2 


1    1        •  >• 


und  gam  eben  so  hat  man  auch 


ma*  vL   =  m'a'*  +. 
'  o  1 


* 

ma^U  m"a''*  +° 

2 

i  r  i 


m  a'*       es  m"a     +l  u.  s.  w. 

1  2 


5-  4. 

Naci  dieser  Vorbereitung  wollen  "wir  nun  die  Gleichungen  (b) 
wieder  vornehmen.   Da,  wie  wir  gesehen  haben 


•  ■  ..... 


l  _  m  n  a'a/  ß(i)  ^ 
4 


x       ra  n  a»  a*  „vi;  -  .  ,   ,.  .  . 

?ä  =  .  B     ist,  so  sind  diese  Gleichungen 


dq       ,  i 

Es  sey  nun,  wie  Cap.  IX  J.  6,  •  die  Neigung  der  Bahn  von  m 
gegen  eiie  feste  Ebene,  und  »  die  Länge  des  aufsteigenden Hno- ' 
ten«  de?  Bahn  auf  dieser  Ebene ,  so  ist 

r  =  tg*Sin»    und    q  =  tg  •  Cos  S,    also  auch   

•   !"••        —  I .    • .    .    ;     |  i  .       .  i 

■  '  ■  •       n      .  ..  _  ... 

tg*  =  -  und  tg  »  r=  v/p«  -J- q*  , 
woraus  folgt 

d3  dp  Cos  5  —  dq  Sin  $ 

—  =  =   und 

dt  dt .  tang  • 

—  **P  Sin  3  4-  dq  Cos  3  , 
dt  -  Tt 


«•  »•  ./ 


Substluirt  man  in  diesen  beydcn  Gleichungen  die  Torhercehen- 

dp  dq 

<len  Verth«  von  ~  und         so  erhält  man 
—  ss       tgou'Sin  (*  —  $')  und 


»  ■ 


dS  1        1    tff  _ 


.•I  .1 


das  hefst,  wenn  man,  wie  in  J.  2  ,  die  Wirkung  aller  stören- 
den Psneten  berücksichtiget, 


uig 
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d« 
dt 
dor' 
dt 


=       tg«'Sin(S— 3')+^tg^Sm(»— 

*Ü  =  ,°  lg«  Sin  (9<-5»-f-f2  tg*«Sin(S"-y)+ 
dt         1  i 


d9  i         2    ,  . 


>  •  •  • 


<\3< 


>  •  •  •  (0 


und  diese  Gleichungen  (e),  (f)  geben  die  säculäre  Aenderung 
der  Neigung  und  der  Länge  des  hnotens  jeder  l'lanetenbahu  ge- 
gen irgend  eine  feste  Ebene. 

J,  5.  • 

m  *  *  I 

Da  aber  die  Astronomen  die  himmlischen  Bewegungen  nicht 
sowohl  auf  irgend  eine  feste  Ebene ,  sondern  auf  die  bewegliche 
Bahn  der  Erde  zu  beziehen  pflegen,  so  wollen  wir  noch  die  Aen- 
derungen  der  GröTsen  «  und  9  in  Beziehung  auf  irgend  eipe  der 
beweglichen  Bahnen  der  Körper,  z.B.  auf  die  Bahn  Ton  m  suchen. 

Die  Breite  von  nV  über  der  oben  angenommenen  festen 
Ebene  ist 

a  a  tg»'  Sin(n't-f-*'  —  9')  m  q'  Sin  (n't-f-«')  —  P'  Cos (n't  +  «') 

Wenn  sich  aber  m'  auf  der  Bahn  des  m  bewegte,  so  würde  die 
Breite  des  m'  über  der  festen  Ebene  seyn 

b  =  q  Sin  (n't  +  «')  —  P  Co*  O1'1  +  «0 

und  dieDifferenz  a — b  ist  sehr  nahe  die  Breite  des  m'  über  der 
beweglichen  Ebene  von  m.  Diese  Breite  ist  daher  • 

(q'—  q)  Sin  Cn't  +  i')—(p'  —  p)  Cos  (n't  +  £') 

* . 

Sind  also  ß'  und  6'  die  Neigung  und  die  Länge  des  aufsteigenden 
Hnotens  der  Bahn  des  m'  über  der  beweglichen  Bahn  von  m, 
so  ist,  wie  oben, 
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dQ      '  (dp'~  dp)  Sin  *  4-  (dq/— clq)  Cos  $> 

-TT  =  — ^  —   und 

dt  dt 

de/  _  (dp/-.dp)  Cos3>  — (dg'  —  dg)  Sin  3>  .    Ü  . 

dt.tga»' 

Nimmt  man  also  die  Ebene  des  m  zu  irgend  einer  gegebenen  Epo- 
che als  fest  an ,  so  ist  p  =  q  =  o  ,  also  erhält  man,  da 

•      S=-V(q-q0  >»d    S=>o'CP-P0  war, 
wenn  man  diese  Ausdrücke  auf  alle  anderen  Planeten  fortsetzt 

dt  =~^o+  ?o+  *o+\-0q  +  ^qHh£q''+ 

•  I 

dp' 

dt  +     +)  q'+*°q+**  q"  +  «.«.w. 

dt  -  C?0  +  ?0  +)  p  —  ?G  P'— Po  p"—  ... 

^fl/      /  °  ■     s  t  %      *  o  a 

dt  -       +  ^  +)  P*- 9.  V  —  9l  P"  —  u-  w« 

Substituirt  man  diese  Werlhe  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken 

da>        de/  ö 
VOn  ~dT        "dT'  40  erhält  man,  da  p  =  q  =  oiit, 

da*  r 

*  •  .*.•«**«.■ 

oder  da    p'  =  tg      Sin  5',  q'  =  tg  «'  Cos  3'  ist, 

das  heifst,  vollständig 

■jj-  =  \9t  —  PJ  tg  *>/  Sin  (3'  —  3'/) 


+  (f[  -  P50)  tg       Sin  (3/  -3"/)  -f  m  .  .  (g) 


•  UM 
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und  cbc^  so  findet  man     f  ;>  _  (  .. 

•••'.»..      /  2       a\  tff  m"  *  s 

•  ■  rh(^  -  V  ^  Cp»  (9'- 9")  .i. 

M  .  I  A"  '  k 

und  diese  beyden  Gleichungen  geben  die  Aenderungen  der  Nei- 
gung und  der  Knotenlinie  der  Bahn  des  m'  in  Beziehung  auf  die 
Bahn  von  m.  Durch  eine  einfache  Veränderung  der  Accente 
der  Grössen  <p«>3  ...  wird  mau  daraus  auch  die  Aenderungen  der 
Neigungen  und  der  Knoten  der  Bahne»  von  m",  m"'. gegen 
•die  Bahn  von  m  erhalten. 


«IV     »t  t  «•» 


j.  6. 

t£s  gibt  aber  noch  eine  andere  sehr  merkwürdige  Art,  diese 
Gleichungen  der  säculären  Störungen  zu  linden.  Zu  diesem  Zwe- 
cke wollen  wir  die  Ellipse  betrachten,  welehe  durch' den  Plane* 
ten  und  durch  das  Element  der  Curve  geht,  die  er  in  einem  ge- 
gebenen Augenblicke  beschreibt.  Diese  Curve  wird  also  die  Ellipse 
seyn,  welche  der  Planet  immer  beschreiben  würde,  w  enn  keine  aus- 
seren  störenden  Kräite  auf  ihn  wirkten.  Die  Elemente  dieser  Ellipse 
sind  daher  während  einem  Augenblicke  dt  als  constant  zu  betrach- 
ten,, aber  durch  die  störenden  Kräfte  werden  »ie  von  einem  Augen- 
blicke zu  dem  anderen  geändert.  Sey  also  V  =  o  eine  endliche 
Gleichung  für  die  unveränderliche  Ellipse,  wo  Y  eine  Funktion 
der  rechtwinklichten  Coordinaten  x  y  z  und  der  constanten  Pa- 
rametern c,  C. ist,  welche  Parameter  selbst  wieder  Funktionen 
der  elliptischen  Elemente  sind.  Diese  Gleichung  V  =  o  wird 
offenbar  auch  für  die  veränderliche  Ellipse  gellen ,  aber  dann 
werden  die  Parameter  c  nicht  mehr  constant  seyn  Da  indes- 
sen diese  Ellipse  für  das  Element  der  Curve ,  die  der  Planet 
während  dem  Augenblicke  dt  beschreibt,  gehört,  so  wird  die 
Gleichung  V  =  o  auch  noch  für  den  ersten  und  letzten  Punkt 
dieses  Elements  gehören,  wenn  man  c  c'. . .  als  constant  betrach- 
tet. Man  kann  daher  diese  Gleichung  einmahl  so  differentiiren, 
indem  man  blofs  die  Gröfsen  x  y  z  als  veränderlich  annimmt , 

wodurch  man  erhält 

» 

'   /dV\  /dV\  /dV\ 


«»•«  > 


folgt  also  ,  dafs  jede  endliche  Gleichung  der  unveränder- 
lichen Ellipse,  wenn  man  sie  einmahl  und  so  differentiirt,  dal» 
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die  Parameter  derselben  als  constant  vorausgesetzt  werden ,  dann 
auch  für  die  yeränderliche  Ellipse  gehört.  Ueberhaupt  hat  jede 
Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  für  die  unveränderliche 
Ellipse  auch  zugleich  für  die  veränderliche  Ellipse  statt,  denn 
ist  U  =  o  eine  solche  erste  Differentialgleichung  der  unverän- 
derlichen Ellipse,  wo  also  U  eine  Funktion  von  x  y  z,  von 

7,r«r  und  von  c  c'.. .  ist,  so  sind  offenbar  alle  diese  Grö- 
dt  1  dt  dt 

dx 

fsen  x,  -rp  £••«  dieselben  für  die  anveränderliche  und  für  die 

veränderliche  Ellipse ,  da  beyder  Elemente ,  und  nur  von  denen 
ist  bey  den  ersten  Differentialgleichungen  die  Rede,  während 
dem  Augenblicke  dt  zusammen  fallen. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Planeten  am  Ende  des  ersten  Au- 
genblickes dt,  oder  am  Anfange  des  nächstfolgenden  Augenblickes, 
so  ändert  sich  die  Funktion  V  von  der  unveränderlichen  zur  ver- 
änderlichen Ellipse  während  der  Zeit  dt  blofs  in  Beziehung  auf 
die  Parameter ,  weil  die  Coordinaten  x  y  z  am  Ende  des  ersten 
Augenblickes  dieselben  für  beyde Ellipsen  sind,  daher  die  Glei- 
chung V  =  o  in  folgende  übergeht 

und  man  sieht,  dafs  man  diese  Gleichung  (II)  auch  unmittelbar 
aus  der  Gleichung  V  =  o  ableiten  kann,  wenn  man  in  der  letz- 
ten alle  Gröfsen  x  y  z  und  cc'. ..  zugleich  ändert,  denn  wenn 
man  von  dem  so  erhaltenen  Differential  die  Gleichung  (I)  abzieht, 
so  hat  man  wieder  die  Gleichung  (II) 

Betrachten  wir  überhaupt  irgend  eine  erste  Differentialglei- 
chung U  =  o ,  die  nach  dem  Yorhergehenden ,  für  beyde  Ellip- 
sen gehört,  da  sie  in  ihren  Elementen  während  dem  Augenblicke 
dt  zusammen  fallen.  In  dem  nächstfolgenden  Augenblicke  gehört 
diese  Gleichung  zwar  auch  noch  beyden  Ellipsen  ,  aber  mit  dem 
Unterschiede dafs  die  Gröfsen  cc'...  für  die  unveränderliche 
Ellipse  dieselben  bleiben  ,  während  sie  für  die  veränderliche 
Ellipse  wachsen  oder  abnehmen.  Es  gehe  dieGröfseU  über  in  U' 
iür  die  unveränderliche ,  und  in  U"  für  die  veränderliche  Ellipse, 
so  ist  klar,  dafs  man,  umU'zu  erhalten,  die  Coordinaten  x  y  z, 
die  für  den  Anfang  des  ersten  Augenblickes  dt  gehören  ,  in  dieje- 
nigen verwandeln  muls,  die  für  den  Anfang  des  nächstfolgenden 
Augenblickes  gehören ,  und  dafs  man  dann  noch  die  ersten  Diffe- 
rentialien  dx,  dy,  dz  um  die  Gröfsen  dÄx,  d9y,  da,z  ver- 
mehren mufs,  welche  letzten  ebenfalls  zur  unveränderlichen  El- 
lipse gehören.  Eben  so  wird  man ,  um  U"  zu  erhalten,  in  der 
Cröfse  U  erstens  die  Coordinaten  x  y  z  in  diejenigen  verwandeln, 
welche  für  den  Anfang  des  zweylen  Augenblickes  gehören  ,  und 
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die  in  beyden  Ellipsen  dieselben  sind;  zweitens  wird  man  die 
Gröben  dx,  dy,  dz  respektive  um  dieGröfsc  d9x,  d2y,  daz  ver- 
mehren ,  wie  zuvor 4  und  endlich  drittens  die  Parameter  c,  c'. . . 
in  c  -f-  dc ,  C  -f-  de'...  verwandeln.  Aber  diese  letzten  Werthc 
von  dax,  d9y,  d2z  sind  nicht  dieselben  für  beyde  Ellipsen  ,  son- 
dern sie  sind  ,  für  die  veränderliche  Ellipse,  noch  um  die  Gröfsen 
vermehrt,  welche  den  äufseren,  störenden  Kräften  angehören»  Man 
sieht  so,  dafs  die  zwey  Funktionen  U'  und  U''  nur  darin  verschie- 
den sind,  dafs  in  der  zweyten  die  Parameter  c,  c'...  um  de,  de' 
wachsen,  und  dafs  die  Werthe  von  d*x,  dJy,  d9z,  welcbe  für 
die  unveränderliche  Ellipse  gehören  ,  hier  um  die  Gröfsen  ver- 
mehrt sind ,  die  von  den  störenden  Kräften  kommen.  Man  wird 
daher  die  Gröfse  U" — U'  erhalten,  wenn  man  die  Größte  U  so 
diflerentiirt,  dafs  xyz  constant  und  dxdydz  so  wie  cc'...  ver- 
änderlich vorausgesetzt  werden  ,  und  M  enn  man  überdiefs  in  dem 
so  erhaltenen  Differentiale  statt  dax,  d*y,  d3z  diejenigen  Theile 
ihrer  Werthe  substituirt,  welche  allein  den  störenden  Kräften 
angehören. 

•  J.  7. 

Nehmen  wir ,  um  das  Vorhergehende  anzuwenden ,  die  Glei- 
chungen (A)  des  $.  1.  Cap.  IX  wieder  vor, 


o  = 


cit  = 


+  rT  +  (dxV 


o  =  ÜI  +  ^1  + 


l!f  .  p«_  .  /an\  j 

dt»  T  *•  T  Vdz/J 


(A) 


Setzt  man  in  ihnen  die  von  der  Störung  des  Körpers  m'  abhän- 

S ende  Gröfse  R  gleich  Null,  so  erhält  man  die  drey  Gleichungen 
es  Cap.  VII  §.4.  I»  also  auch  alle  die  an  jenem  Orte  aus  diesen 
drey  Gleichungen  hergeleiteten  Ausdrücke  (a),  (b) ,  (c)... 

Dieses  vorausgesetzt,  geben  die  drey  ersten  der  dort  ge- 
fundenen Gleichungen  (a) ,  wenn  man  sie  in  Beziehung  auf  die 

Constanten  CCc"  und  auf  dx  dy  dz  differentiirt , 

* 

xdÄv —  ydax  xd  z —  zdax  yd'z  —  zd'v 

Jc=     V     •  dc'  =  S  '  dc"  =  3T— 

Substituirt  man  in  diesen  Ausdrücken  für  cl5x,  d'y,  d9z,  nach 
dem  oben  Gesagten,  blofs  diejenigen  Theile  ihrer  Werthe ,  die 
den  störenden  Kräften  angehören,  das  heilst,  die  Gröfsen  , 

III.  T 
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so  erhält  man  ,  •  , 

de  /dR\  /dR\    de'  /*dR\  /^Ry 

dt  =  7  \dx)  ~~  *  V<*7  /  *  "dt  2:5  2  Vdx/  ~~  x  Km  )  » 

dt       Vdyy    7  U«/ 

•  ■ 
und  diese  Gleichungen  werden  also,  nach  $.6.  für  die  veränder- 
liche Ellipse  gehören. 

Ganz  eben  so  wollen  wir  nun  auch  die  drey  folgenden  der 
Gleichtingen  (a)  in  Beziehung  auf  die  Constanten  f  f'  f*4  und  auf 

/dR\ 

dx  dy  dz  differentiiren,  und  dann  wieder  d9  x  =—  l  g—  \  dt  u.  s.  w. 

setzen.  Bemerken  wir  aber  zuvor,  dafs  die  Grölsen  c'  uncl  c'' 
nach  den  Gleichungen  (c)  die  Neigung  von  in  über  der  fixen  Ebene 
bestimmen,   und  dal's  also  jene  Grölsen  Null  sind ,  wenn  diese 

(dfi  \ 
dzy  von  ^er 

Ordnung  dieser  Neigung,  also,  für  unsere  Voraussetzung  eben- 
falls gleich  Null  ist.  Da  endlich  nach  der  Gleichung  (b)  der  Werth 

von  f"  «    also  für  c'  =  c''  =  o,  auch  f"  =  o  ist ,  so 

c 

haben  wir  nur  die  Werthe  von  df  und  df'  zu  suchen.  Differen- 
tiirt  man  also  den  oben  gegebenen  Werth  von 

f     £?  ^  xdya  _  y  JyJx 

r  ^  dt»  dt* 
blofs  in  Beziehung  auf  f  uüd  dx  ,  dy ,  so  ist 

2xdy  d9y  —  y  dxd9y  —  y  dyd'x 


df 


dt' 


oder  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von  d'x,  d"y  sub- 
stituirt 

-*l*(£) -«(£))+<»*-«(?)■.■ 


und  eben  so 


,  .  . . 

Es  icy  wieder  x  =  r  Cos  v  und  y  ss  r  Sin  v,  also  auch 


y 

r9  =  x8  +  y8  und  tg  v  =  -,  so  ist 

x 
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.  (3?)  -  «■  (£)=>> 

also  auch 

Vdx/  ~  Vdr/  Vdx/  +  \~dvJ  \dxJ 

/'dRN  _  /dR\  /dr\  /dR\  /dv\ 
\dy/  **  Vdr/  \A^J  +  Vdi//  \dy/ 

Ä  vSry  Smv"f'  väry  ,  t,ndcndhch 

•'  '(£)->©-(£); 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  vorhergehenden  Gleichun- 
gen ,  so  erhält  man 

Es  ist  aber  dx  =  dr  Cos  v— -r  dv  Sin  v  und  dy  =  dr  Sin  v+r  dv  Cos  v, 
und  die  von  dem  Radius  Vector  r  in  der  Zeit  t  beschriebene  Flä- 
che doppelt  genommen  ist  gleich  xdy —  ydx  oder  gleich  c  dt , 
oder  endlich  gleich  r»  dv,  so  dafs  man  also  hat 

df=— (drSinv  +  ardvCosv)  .  —  r2dv$inv.  Qfr) 

CdrVN  ^drW 
g-J  4-  radvCosv.  \^rj 


Im  » 


Es  ist  aber ,  wenn  w  die  Länge  des  Periheliums  bezeichnet,  die 
Gleichung  der  Ellipse  \ 

a(i-e«) 


p  ,   ,  .  ,  .  .  


i  4-  eCos  (v — w) 

■ 

oder  wenn  man  blofs  auf  die  erste  Potenz  von  e  Rücksicht  nimmt 
r  =  a  (i— e  Cos  (v— w)),  und  nach  den  Gleichungen  IL  Th.p.  42, 


902 

wenn  dm  ssndt  ist;  r9«dv=a9  ndt  und  dr  =  andt.cSin  (v— w), 
so  dafs  die  vorhergehenden  Werthc  ron  df  und  df'  in  folgende 
übergehen 

df  =  — andt  j^aCo84j/-f  ^  Cosw-h^Cos  (av— w)J  Q^) 

-a-ndtSin*.^ 


df'  =  — andt  faSinr+^Sinw  + 1  Sin  (a»— w)j 

und  man  sieht,  dafs  man  den  Werth  von  df'  erhält,  wenn  man 
in  df  die  Winkel  v  und  w  in  v  —  «)o  und  w  — 90  verwandelt. 

■ 

I.  Um  aber  die  Werthe  von  und  zu  erhal- 

ten ,  wollen  wir  den  Werth  von  R  wieder  vornehmen ,  welchen 
wir  Cap.  IX  J.  4.  Nr.  1  gefunden  haben.  Aus  ihm  folgt  so  fort 


oder 


(- 


(dR  \         m'  V. 
dTnV    =T  2-A(x)SinÄ(l/^l) 

—  ^2  (a  (^)  +*  *A(X)  j  e  (*-,)  Sin  (*  (i'-l)  -f-  1-w) 

r  aia^^\  ("-01 

Sf  [•'(  J.  e'(*-.)Sin(*l'-lM-l-w') 


m* 

2 


Es  ist  aber,  wenn  man  nur  auf  die  ersten  Potenzen  von  e  Rück- 
sicht nimmt, 

Cos  v= Cos  (1     v,)=Cosl— v,  Sin  l=Cos  1+eCos  (al— w)—  eCosw 

und  c  Cos  (2  v— w)  =  e  Cos(2l— w),  also  der  Coeflicient  von 
^dR\  e  50 

(oWfür  df6leichaCosl—  ^Cosw-i-  aeCos(2l-w).  Da  die- 
ser Coefficient  den  Winkel  1'  nicht  enthält,  so  werden  dieGlie- 
/dR\ 

der^j— J  ,  welche  diesen  Winkel  enthalten  ,  ihn  auch  nach  der 

Multiplication  durch  diesen  Coefficienten  enthalten,  und  also 
nicht  co  11  s  tan  t  sejn  können.  Wir  wollen  aber  hier  nur  die 
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Constanten  Glieder  von  df  suchen ,  und  werden  daher  von  (jty 

nur  diejenigen  behalten,  in  welchen  sich  1'  nicht  findet,  das 
Ii  ei  Ist  diejenigen,  die  aus  der  Voraussetzung  asso  entspringen, 
so  dafs  man  hat 

*  ■ 

«  müLzm  490  8»,(l/_i)+^a.         eSin  (1_w) 

\dv  /       %  3  da 

+  aA(.)l  .  f  Sin  c-wo 

a  ^     da'    1  J 

%  oder  wenn  man ,  uach  Cap.  IX.  $.5.1, 

/dn  \  =  m/  2  ^  A(x)  Sin  mf  ■  dAW  e8;n  (|_w) 

Vd»/      a  ad« 

/dR\  . 

Multiphcirt  man  nun  y^j-J  mit  seinem  oben  gegebenen  Coef- 

ficienten,  wobey  man  nur  auf  die  constanten  Glieder  des  Pro- 
duktes Bücksicht  nimmt,  so'  sieht  man,  dafs  die  Glieder 
5e  e  ' 

—  Coi(s1 — w)und  —  —  Cosw  jenes  Coefficienten  kein  constun- 
tes  Glied  des  Produktes  geben,  so  dafs  man  hat 

(dR\  /x  «*'  dA<°) 

^ )  Cos  I  =  m'  2*  A<">  Sin  (*  (1'— 1)  + 1)—  —  «  _*\_- .eSin  w 

—  (a<»>  -  a  •  c'Sinw' 

■welcher  Ausdruck  noch  durch  —  an  dt  multiplicirt  werden  mufs, 
um  den  ersten  Theil  von  df  zu  erhalten.  Um  auch  den  zwei- 
ten Theil  von  df  zu  finden,  wollen  wir  denselben  Werth  von  R 
in  Beziehung  auf  a  differentiiren ,  und  auch  hier  bey  den  letzten 
Gliedern  a  =  o  setzen ,  weil  nur  diese  Voraussetzung  beständige 
Glieder  des  Produktes  geben*  kann.  Man  erhäh  so 


uigiii 
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f™)=^  —  Cof*(lJ-l) 
Vda/       a  da 

# 

-^fa  ^1  e  Cos  (1-w) 

9  l     daa  da  J 

T[    dada'  T      da  J 
i  der  da  ,  nach  Cap.  IX.  §.  5.  I , 

Ma  da'/  da  da* 

Es  ist  .iber  Sin  v  =  Sin  (l  -f-     =  Sin  1  -J-  v, .  Cos  1  oder 
Sin  v  =  Sin'l  +  e  Sin  (a  1  — w)  —  e  Sin  w, 
und  überdiefs  nach  Cap.  IX.  $.  4.  11 

(S>-s© ->+•?»•-«»© 

also  auch  das  gesuchte  Produkt 

^dr  /       2  da 

m'  r  d«A<°>  ,  dA<°n  m  o.  w  .  m<    a«A(»)    ..  . 

—        a  !  e  bin  w  ~4  a.  .  e'  bin w' 

4  l      da  da  J  T  4  da» 

* 

welcher  Ausdruck  noch  durch  —  a9ndt  multiplicirt  werden 
mufs ,  um  den  gesuchten  zweyten  Theil  von  df  zu  haben.  Sam- 
melt man  also  beyde  Theile  ,  so  erhält  man  folgenden  Ausdruck : 
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2  l     da         3    da"  J 

i.  .»    •      ^ ■  ■ 

+       » *  •  e'  Sin  w' .  \ i  f  «  -  -         -  -  -^r) 

-am/nat.2[^")  +  ^-^).S»(''(l'-,)+1)  "  ' 

und  wenn  man  nach  der  oben  gegebenen  Bemerkung  die  Winkel 
Ton  1  und  w  in  diesem  Ausdrucke  yon  df  vermindert,  so  ist  auch 

..-»SS..«.. 

_ a m'n dt . «' Cos w*  \i 4(°  —  -  -j^- ~  J -gp- j 

•      +am'nat.2(«AW  +  ^>]cos(»(l'-D  +  l) 

Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  den  in  §.  3.  eingeführten 
Werthenvon  ?l  und  4»1  und  setzt  man  der  Kürze  wegen  das 
letzte  Glied  von°df  gleich  X^jro*  das  letzte  Glied  von  df  gleich 
Y ,  so  ist 

df  <a  —  edt  Sin  +  e' dt  Sin  w'.  v|<*  —  X 

dl'  =  +  edt  Cos  w.91  — e'dtCosw'.v^  +  Y 

o  u 

IL  Es  war  aber  Cap.  Vn.  g.  4-  tg  w  =  f  also  auch 

Sin  w  =      JL  und  Cos  w  ==  « *       .  Weiter  war  eben 

dort  das  Verhältnifs  der  Excentricität  zur  halben  grofsen  Achse 

« 

e  s  -  ,  */f*  -f-f"  +f"*  oa*er  da        ^'  =•  o  ist , 

■ 

c  =  I.^fT^f/a  ^  also  auch  /x  e  Sin  w  =  P  und  pc  Cos  w  es  f. 
Differentiirt  man   die   beyden  letzten  Gleichungen,   so  ist 


2()6 

fjL*.clc  =  fdf-f  f'df'  und^».e«dw  =fdf'  —  fdf  oder  auch 
wenn  man  ^  =  i  setzt, 

de  =  df.Cosw  +  df'.Sin  w  und  ed  w  =  df'.  Cos  w  — df  .  Sin  w 

Substituirt  man  in  den  beyden  letzten  Gleichungen  die  in  I  ge- 
fundenen Werthe  von  df  und  d'P,  so  erhält  man,  wenn  man 
blofs  auf  die  constanten  Theile  dieser  Werthe  sieht,  oder  X  und 
Y  gleich  Null  setzt, 

~  =  e'.  +1  Sin  (w'-w)  und 
dt  o 

dw         i       e'    .  i  r     ,    .  v 
=  9    —        vj/    Cos  (w' —  w) 
dt         o       e  *    o        v  7 

welche  Gleichungen  die  säkularen  Veränderungen  von  e  und  w 
geben ,  und  mit  den  schon  im      3.  erhaltenen  identisch  sind. 

•  # 

'  $.  9. 

Um  eben  so  die  säkularen  Veränderungen  der  Neigung  und 
der  Länge  der  Knoten  zu  finden,  wollen  wir  wieder  die  drey 
letzten  Gleichungen  des  g.  7.  vornehmen.  Substituirt  man  in  ih- 
nen den  Werth  von  R  aus  Cap.  IX  J.  1.,  und  setzt  der  Kürze 
wegen 

M  _      *  ;  

(xo-r-yo  +  z";*      ((x'  —  x)«  +  (y/— y>« -|-.(z'  — *)•)* 

* 

so  erhält  man 

t  d  ' 

~  =  m'M.(x'y— xy*),        =  m'M  .(x'z  —  xz'), 

de" 

Bezeichnet  aber,  wie  in  g.  a.  1 ,  9  und  S  die  Neigung  und  die 
Länge  des  Knotens ,  und  setzt  man  ,  wie  dort,  tg  9  sa  ^/p'  -J-  q» 

und  tg  S  =  ü  und  überdiefs  ~  =  p  und  —  =  q,  so  hat  man 

q  c  c 

(Cap.  VH.  5.  4.  Gleichung  (d)) 

z  =  qy  —  px ,   und  wenn  für  den  störenden  Planeten  m'  die 
Gröfsen  pq  in  p'q'  übergehen,  eben  so  z' =  q'y'— p'x'. 
Diese  Werthe  von  p  und  q  geben  aber 

dp  ^  de"-  pdc         dq       de'-— qdc 
dt  cdt  dt  cdt 
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de   de'  de" 

oder  wenn  man  die  vorhergehen  Jen  Ausdrücke  von  — ,  — -?  — - 
substituirt 

* 

J  =  ~  m.  [(p'-p)  xx'  +  (q-q')  *y] 

Setzt  man  aber,  wie  zuvor, 

x  =  r  Cos  v,  y  =  r  Sin  v,  x'  =  r'  Cos  v  ...  so  ist 

dp  _  m'M  f(q'  — q)  rr'  [Cos  (*'  +  »)  — Cos  (*'— *)]] 
dt        ac    l-f  (p'—p) rr' [Sin (v'  +  v)—  Sin  (*'— >)]] 

^2  =  m'M  fCP'— P)  rr/  CCos  (?'  +  *)  +  Cos  (»'— 
dt         ac    l+fq  —  q')rr'  [Sin  (v'+v)-f- Sin  (W— v)]J 

Um  in  diesen  beyden  Ausdrücken  den  Werth  von  M  zu  erhal- 
ten, hat  man,  wenn  man  dio  Excentricitäten  und  Neigungen 
vernachlässiget 

r  =  a  und       r'  =  a' 

v  =  nt  +  b  9*  sb  n*  +  aß 

also  wenn  wieder  $  =  (n't  +  s')  —  (nt  -f  *)  ist , 

M  =  J_   ;  

a'*       [a1  —  a  aa'  Cos  3  + 

das  heifst  ,  nach  Cap.  Vitt  $.  4.  L 

M  =  -Jj  —  i2.B<x)  Cos*S 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  M  in  den  vorhergehenden 
Ausdrücken  von  dp  und  dq,  so  sieht  man,  dafs  alle  Glieder  die- 
ser Ausdrücke  periodisch  werden ,  bis  auf  diejenigen ,  welche 
für  «  t=  —  i  gehören ,  und  die  allein  constant  sind.  Nennt  man 

also,  wie  in  $.8.,  P  und  Q  die  periodischen  Theile  von 

dt 

dq 

und  von  ^  ,  so  erhält  man ,  da  B^""1)  es  ist, 

^  =  (q^q)  (1) 

dt  4c'  Tr 
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» 

Vernachlässiget  man  aber  die  Quadrate  der  Excentrieitäten  und 
der  Neigungen  ,  so  ist  (Cap.  VII  g.  4.)  c  =  J/£a  und  p  =  n9  aS 

also  auch,  wenn  p  =  1  gesetzt  wird,  c  ss  — ,  und  daher,  wenn 

» 

wieder,  wie  in  J. /». ,       =  "  "*  *  B^1)  gesetzt   wird,  und 

o  4 

wenn  die  periodischen  GröTsen  P  Q  weggelassen  werden, 

dq  1  1 

.    _3  =  (p-p0.yoJ 

welche  Ausdrücke  mit  denen  des  $.  4«  identisch  sind. 

§.  10. 

• 

Wir  haben  bisher  die  säkularen  Acnderungen  der  Excentri- 
cität ,  der  Neigung ,  und  der  Länge  des  Periheliums  und  der 
Knoten  bestimmt.  Um  nun  auch  die  Aenderungen  der  grofsen 
Achse  zu  betrachten,  so  hat  man  durch  die  erste  der  Glei- 
chungen (a)  des  J.  a. , 

dn 

5F  =  0 

woraus  folgt ,  dafs  die  mittlere  Bewegung  n ,  und  also  auch  die 
halbe  gi*ofse  Achse  der  Bahn  oder  die  Gröfse  a,  die  mit  der 
mittleren  Bewegung  durch  die  Gleichung  ft  =  n9  a3  verbunden 
ist,  keiner  säculären  Aenderung  durch  die  Störnngen 
aller  anderen  Planeten  unterworfen  ist.  Dieses  Resultat  ist  von 
der  gröfsten  Wichtigkeit*  für  die  Erhaltung  des  Ganzen,  da  ,  wie 
man  leicht  sieht,  jede  immer  fortgehende  Aenderung  dieses  Ele-  . 
mentes  auf  die  Dauer  des  Systemes  einen  wesentlichen  Einilufs 
hat ,  und  nothwendig  einmahl  entweder  eine  gänzliche  Zerstö- 
rung, oder  doch  eine  völlige  Umänderung  des  Systemes  zur 
Folge  haben  würde. 

I.  Man  kann  dasselbe  merkwürdige  Resultat  noch  auf  fol- 
gende einfache  Weise  erhalten.  Die  Gleichung  (B)  des  Cap.  IX,  war 

dx9 -|-dy9  H- dz"  a#t 


dt9 


^  +  ^+2/dR 


Allein  die  Gleichung  (a)  des  Cap.  VII.  5.4.  gibt  für  die  ungestörte 
Ellipse 

dx9 -f-dv9 -f- dz*       2/*   ,  ft 

o  =   r—  — —    T  — 

dt*  r  a 
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Diflferentiirt  man  diese  Gleichung  blofsin  Beziehung  auf  a  und  dx, 
dy,  dz,  so  erhält  man,  -wenn  man,  wie  zu  Ende  des  g.  7.dieWerthe 

H*da 

von  d»x,  d-ay,  d'z  substituirt,  o  =  -tj-  +  a  dlt ,  also  ist  auch, 

a 

wenn  man  Ton  dieser  Gleichung  das  Integral  nimmt , 

£  =  a/dR 

Da  aber  der  Cap.  IX  $.  4.  II  gegebene  Ausdruck  von  a^/dR  of- 
fenbar keine  constanten,  sondern  blofs  periodische  Glieder  ent- 
hält, so  kann  dieser  Ausdruck  von  2  yaR,  und  daher  auch  der 
von  a  keine  in  t  multiplicirten  Glieder  enthalten,  oder  die  Stö- 
rungen von  a  sind  nur  periodisch,  aber  nicht  mit  der  Zeit  fort- 
gehend. 

§.  II. 

Wir  wollen  die  säkulären  Störungen  der  Elemente  der  Bah- 
nen noch  auf  eine  andere  merkwürdige  Art  bestimmen. 

de         /dR\  /dR\ 
Es  war  §7^=7  ~  x  {^J 

also  auch  nach  §.8.,  —  

* 

xdy —  ydx 

In  diesen  Ausdrücken  ist  c  =  — — r~  . 

. 

.    Aber  nach  Cap.  VII,  §.  4.  ist  xJll~^i  =  N/^a(i— e»), 

also  ist  auch  c  =  \//*a(i — ea)  und  dessen  Differential 

da  yfc  (t-ep  ede.j^a 

,     dc  =  5  V/^^7 

also  auch,  wenn  man  diesen  Werth  von  dc  in  der  vorigen  Glei- 
chung substituirt  * 

fi. 

2a2  dR  . 

oder ,  da  nach  J.  10.  da  =  —  ist, 

  vdv  y 
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Da  die  (höfsc  R  in  dem  Vorhergehenden  als  eine  Funktion  von 
v  =  t  +  nt  —  w  entwickelt  worden  ist,  so  wird  man 


@-:i+(f>-. 


also  ist  auch  die  letzte  Gleichung,  wenn  man  gröfserer  Einfach- 
heit wegen  fi  —  i  setzt, 


•ndt-  (£) 


Weiter  ist  Th.  II  p.  4a  .  .  dv  =  ~ .  dm  J/l—  e5 

wo  m  die  mittlere  Länge  des  Planeten  bezeichnet. 

Es  ist  aber  v  =  «-f*nt  —  w  also  dw  =  de -f- ndt —  dw.  Retrach- 
tet man  aber  in  dm  blofs  die  AemTerung  des  Periheliums ,  so  ist 
dm  —  n  dt  —  dw  =■  —  dw  ,  also  die  vorhergehende  Gleichung , 
wenn  man  der  Kürze  wegen  r  =  a  setzt, 

•  * 

de  4-  n dt  —  dw  =  —  dw  .  \A  —  e»  oder 


de  =  dw  (i  — y/i  — e')  —  ndt 

da 

oder  endlich,  da  (Cap.  X  5.  io)  —  = — adR  ist, 

XdB  \ 

de  =  dw  (1  —  S/\  —  eJ)  +  2  a*  n 

Ist  dann  a»  die  Neigung  nnd  3  die  Länge  des  aufsteigenden 
Knotens  der  Planetenbahn,  so  sey,  wie  in  $.  2  ,  p  as  tg«Sin9, 

c"  C 

<1  =  lg  •  ßop  3,  also  auch,  wie  in  §.  10,  p  =  —  ,  q  =  —  und  daher 

de'  Cos  9  +  de"  Sin  3  —  de  tg  « 

d.tg  «  «  _  

c 

de"  Cos  5  —  de'  Sin  B 
»j>d     dS.tg«  =  . 

Ist  s  die  Tangente  der  Breite  des  Planeten,  so  ist  wie  im  §.  8, 
x  =  r  Cos  v ,  y  =  r  Sin  v  und  z  ==.  rs  ,  also  auch 

(S)-(S)o +(S)(i)-;s)+7(S) 

Nach  J.  7.  ist  aber 


> 
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^a  dR__x  dR  dV  dR_  dR  de»  •  dR  dR 
dt~7dx      *dy'dt        Zdx      *d^  '  ~d7  ~  2  d7"~ydz 

also  auch ,  wenn  man  alle  die  Glieder  wegläfst ,  die  schon  in  die 
sehr  kleine  Gröfse  s  multiplicirt  sind  ,  nach  8, 

de  f  dR\    de'         „        f  dRN    de"  /rlRv 

und  daher  ,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  dem  vorhergehenden 
AVerthen  von  d .  tg  »  und  da .  tg  <»  substituirt , 

/^Rx  dt  „  , 

d.tg«  =  -^— ;.--.Cos 

■     .  '  •    '    '■'  '   • 

/dR\  dt 

...      d3.tg«=  .Sin(v-^.) 

•  ...       .  •  1 

Es  ist  aber 

dp  =  Sin  S.d.tg  * dS.tg  «  Cos  9 

und  dq  =  Cos  S.d.tg  « — dS.tg  m  Sin  9 
also  auch 

AIRN   dt  t  .  /'dRN    dt  •< 

Nach  f.  9.  ist  aber  z  =  qy  —  px  also  auch  s  =  q  Sin  v  —  pCosv 
und  daher 

.  dt  /dR\     ,  '         dt  /&w\  . 

oder  dp und  dq  =  +  -  .  [~  j 


wo  nach  dem  Vorhergehenden  c  =  \/a.  O  — e  )  ist. 
Es  ist  alier,  wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  auf  alle  sechs  Ele- 
mente Rücksicht  nimmt 

i  +©*+©*-• 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  da  = — 2aadR  und,  da  in  dem 
Werthe  von  R  der  Winkel  nt  immer  von  der  Grüise  4-  «  beglei- 
AIR\  /dR\ 

,  tet  ist ,  auch  ^        =  ^ n~^y  >  und  substituirt  man  in  ihr  über- 
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diefs  die  vorhin  gefundenen  Wer  the  von  de,  de,  dp  und  dq,  so 
erhält  man 

also  auch   o  =  dw  +  ^         ■  (~) 

wodurch  der  Werth  von  dw  bestimmt  wird ,  und  wenn  man  die- 
sen in  dem  vorhergehenden  Ausdruck  von  de  substituirt,  so  ist 

,  an  dt.y/i—  c'    ,  /dR\  ,        /dR\  . 


i  *  •« 


Sammelt  man  alle  vorhergehenden  Gleichungen ,  so  erhält  man, 
da  n  =  a~*  ist, 


da  =—  2a2.  dR 


andt\/«--e«    /  f  


dt 


de  =  a  N/'— e 


c 

a  yA— e* 

e 


^ ...  CO 


dw^^andt.x/t-e»  (gj 

*  '  ^*dq 

-  W 


dp  =  - 


) 


dq  =  + 
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Betrachtet  man  von  der  Gröfse  R  nur  ihren  nicht  periodischen 
Theil,  und  nennt  man  diesen  letzten  m'  F,  so  ist,  da  nach  dein  Vor- 
hergehenden g.  10.  die  Gröise  a  invariabel  ist,  da  =0,  also 
auch,  (ill  ä  o  und  die  Gleichungen  (i)  gehen  in  folgende  über 

f  dF\  i 
+  2  a9  \  -^J  .  m'ndt  | 

e  ^1 

e  Vde 
•a  m'ndt  /dF\ 


►  •  •  •  « 


am'ndt 

a*  =  +  ^-^)  ; 

Auf  diese  Art  sind  also  die  sämmtlichen  säkularen  Störungen 
der  Elemente  der  Planetenbahnen  auf  sehr  einfache  Ausdrücke 
zurückgebracht,  die  alle  nur  von  den  partiellen  DifTerentialien 
derselben  Gröl'se  R  oder  F  in  Beziehung  auf  diese  Elemente  ge- 
nommen ,  abhängen. 


12. 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  (b)  des  §.  2.  statt  n9  die 
Gröfse  Ar »  80  nat  man 

*      *  •  •  , 


g  -  7  Ka  und  -  JJ-  =  I'  (p-_p)  B(,) . a< 


dp  m' 

4 

Setzt  man  daher  der  Kürze  wegenN  =      \aa'  =  «>*        ,  so  ist 

4  u  m< 


dp 


in' 


dq 


m< 


_L  „  _.N(q/-q)  „nd  _  -j?  =_  .N  (P'-p) 

und  eben  so  für  den  anderen  Planeten 
dp' 


m  off'  in 


3o\ 

Die  Integralien  dieser  vier  letzten  Gleichungen  sind 

•  * 

p  s  A  Sin  (gt  +  li)  +  B  Sin  h- 


fP  =  * 

{ 


\  Cos  (gt  -f-  k)      B  Cos  k' 

p/  =x  A'  Sin  (gt  +  k)  +  B  Sin  k' 
q'  =  A'Cos(gt  +  k)  -J-  B  Cos  k' 


wo  AB  kk'  vier  willkührliche  constante  Gröfsen  sind.  Sucht  man 
aus  diesen  vier  Integralien  die  Werthe  von  dp,  dp'  .  .  und  sub- 
•tituirt  sie  in  den  \ier  vorhergehenden  Differential-Gleichungen, 
so  erhält  man  folgende  zwey  Bedingungsgleichungen  zwischen 
jenen  constanten  GröT&en 

* 

H  -  pjN(A«-A)  und  A'g  =  J^-N(A-A') 

Eliminirt  man  aus  diesen  beyden  Gleichungen  den  Werth  von 
A,  wodurch  auch  A'  wegfällt,  so  erhält  man 


/  m     ,   m'  \ 

«'  +  s  (pr< +  yÜ  N  = 


also  ist  entweder 

>  * 

und  wenn  man  den  letzten  Werth  von  g  in  einer  der  beyden 
vorhergehenden  Gleichungen  substituirt, 

A '  m{/a 
~K  m'  J/V 

■t 

I.  Um  aus  den  erhaltenen  vier  Integralien  die  Gröfse 
Sin  (»t  +  k)  und  Cos  (gt  — |-  k ;  zu  elirniniren ,  multiplicire  man 
tlic  erste  dieser  Gleichungen  durch  in  \/ a ,  und  die  dritte  durch 
m'  V7«'»  80  J?iut  Summe  beyder  Produkte,  wenn  man  bemerkt, 
dafs  nach  der  letzten  Bedifgunys^leichung 

A  m  ^a  -f-  A'm'  J/V  m  o  ist,  folgenden  .Ausdruck 
mp  |/a  +  m'p'  |/V=(m  f/a  +  m' \/a').B  Sin  k'=  Const  J 
und  eben  so  r  •  •  •  (B) 

mq       +  m'q'|/V==(m  J/a  -f  m'  J/a')  B  Cos  k'=Consi  J 

Setzt  man  nun  nieder  wie  in  J.  -i. 

p=.  igwSin*,  q  =  tgft>CosSumlp'  =  tgoo'SinS',  q' =  tg  »' (  os$'f 
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so  hat  man 

tg'  «  =  p«  -|-qÄ  =(Aa  +  Bf)+ä  ABCos(gt-f  k— k')  und 

tg«         p'«  +  q'»  =  (Ä'9+Ba)  +  3A'#Cbs(gt-f  k— k') 

und  daher  auch 

■«  V* .  tga  *  +  ra'  J/a'.tg*  •>  =  m  J/a.(A'  +  ß») 
+  m'  J/a'.(A'«  -f  B*)  =  Const  .  ...  i  ....  (C) 

»  • 

II.  Um  die  Werthe  der  constanteh  Gröfsen  ABk  tiid  k'  zu 
bestimmen ,  so  geben  die  vorhergehenden  Tier  Integration 

p'— -p  =  (A'— A)  Sin  (gt  -f  k)  ünd  q'— q  =  (A'— A)  Cos  (gt  -|-  k) 

Nimmt  man  t  =  o  ,  das  heilst ,  setzt  man  die  Werthe  der  Ele- 
mente 3  tu  und  9'  du/  für  diese  Epoche  t  es  o  aus  den  Beobachtun- 
gen als  bekannt  voraus ,  so  geben  die  beyden  letzten  Gleichungen 

p'— p       tgfc'SirtS' — tg»Sin» 
tg     ~~  q/_q  ~"  tgw'Cos^  — tg«CosJr 

Kennt  man  so  den  Werth  von  k ,  so  findet  man  A  und  A'  aus  den 
beyden  Gleichungen 

A'            ml/a     ,                       A(ml/a-hm'J/a')  , 
7-  «  —  —37—-  oder  A' — A  =  ,T~,         •  oder 

^  _  m'l/a'.(p'— -pY  . 


(m  J^ä  +  m'  J/a')  Sin  k 

t)le  Division  der  bejden  ersten  Gleichungen  in  I  gibt  dann 

m  [A  tg  *  Sin  i  4-  rri'  J/a' .  tg     Sin  S' 

tgk'  =     K      b  —   ünd 

m  (/a .  tg <*  Co*3 -f- m'  J/V .  tg Cos  3' 

£      m'/a.tg«  Sin9-|-m'l/ä'.  tg»'SinS' 

(ml^  +  ra'j/a')  Sin  k' 

wo  durch  also  auch  R'  und  B  bekannt  ist. 

• 

Wenn  aber  diese  Constanten  bekannt  sind,  so  lassen  ich 
flaf-Sus  die  Gesetze  und  dieGranzen  der  Bewegungen  beyder  Pla- 
netenbahnen leicht  ableiten.  Der  Werth  vön  g  wird  nun  die  Pe- 
ridde  geben,  in  welcher  diese  Bewegungen  enthalten  sind.  Wird 
t  in  Julianischen  Jahren  ausgedrückt,  so  bezeichnen  auch  die 
Gröfsen  n  und  rt'  die  mittleren  Bewegungen  der  Planeten  m  und 
in'  in  Julianischen  Jahren ,  und  in  Theilcn  der  ganzen  Peripherie; 

•  i»        1       .     -  1 
so  dafs  na  a3  =  1  also  |/a  =  —  und  l/a'  =  — 

r         na         r  n'a' 

* 

Iii.  t 
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Substiluirt  man  diese  Werthe  Ton  |/ä  und  1/1'  in  dem  obigen 
Ausdrucke  von  ... 

g  =  — N  (™ 1  +  ^)  ,  sö  erhält  man  g  =  —  N  (m  n'a'+  m'na). 

V  fr 

Die  Periode ,  in  welcher  die  Neigungen  sowohl  als  die  Knoten- 
längen von  ihrem  grölstenbis  zu  ihrem  kleinsten  Werthe  überge- 
hen, ist  daher 

36o°  _  36o 
~~    g    ~~N  (mn  a'  +  m'na) 

wenn  n  und  n'  in  Graden  und  Theilen  von  Graden  ausgedrückt 
vi  erden. 

III.  Um  die  Gränzen  der  Neigungen  zu  finden ,  so 
sieht  man  aus  der  vorletzten  und  vorvorletzten  Gleichung  in  I, 
dals  die  Werthe  der  Neigungen  m  und      am  grofsten  und  klein- 
sten sind,  wenn  gt  +  k — k'  =  o  oder  =  1IJ0  ist,  und  dafs  daher 
'  diese  grölsten  und  kleinsten  Werthe  selbst  sind 

A  +  B^l    und  A— B 


A'+B 


]und  A—  B  \ 
a<-bJ 


Da  aber  aus  den  vier  Integralien  für  p  q  p'q'  des  §.  1 1  erhellt,  dafs  A 
undBnurkleineGröfsenvonderOrdnungderGröfsen  p  und  q  selbst 
sind,  so  folgt,  dals  die  Neigungen  der  Planetenbahnen  immer 
in  bestimmte  und  enge  Gränzen  eingeschlossen  sind,  welche  sie  nie 
übersteigen  können,  wie  auch  durch  die  Gleichung  (C)  be- 
stätiget wird.  Denn  in  dem  gegenwärtigen  Zustande  unse- 
res Sonnensystemes  sind,  wie  die  Beobachtungen  zeigen,  die 
Gröfsen  tg  «  und  tg  «'  nur  klein,  also  ist  auch  die  Gröfse 
m  |/a.  t£*  co  -|-  m'  |/a'.  tg2  <w'  nur  klein,  und  da  von  |/a  und 
f/V  offenbar  nur  die  positiven  Werthe  genommen  werden  müs- 

t  en ,  weil  i/a=  —  und  L/a'=  ■—  und  n  n'  für  alle  Planeten  po- 

n  a  n'  a' 

sitiv  ist,  indem  sie  sich  alle  in  derselben  Richtung  von  West 
n&ch  Ost  bewegen,  so  kann  keines  der  Glieder  m  J/a.tg*  a>, 
m'  J/a'.tg*  gröfser  seyn,  als  die  C ons tante  der  letzten 

Gleichung  in  I.  Da  aber  diese  Constante  jetzt  nur  eine  Kleine 
Giöl'se  ist,  so  müssen  also  auch  die  Werthe  von  p  und  <p*  für  im- 
mer nur  klein  und  nur  wenig  von  denjenigen  Werthen  verschie- 
den seyn ,  welche  sie  jetzt  haben ,  oder  die  Neigungen  der  Pla- 
netenbahnen können  nur  in  sehr  engen  Gränzen  über  und  unter 
ihrer  mittleren  Lage  auf  und  ab  oscilliren. 

IV.  Anders  verhält  es  sich  in  Beziehung  auf  die  Knoten,  de- 
ren Länge  sehr  grofse  Aenderungen  leiden  und  selbst ,  ohne  pe- 
riodisch wieder  zukehren,  die  ganze  Peripherie  des  Kreises  in  der- 
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telbon  Richtung  durchUofcn  können.  Denn  um  die  größten  und 
kleinsten  Werthe  der  Knotenlängeit  zu  finden ,  darf  man  nur 
d3  =  o  und  dS'  =■  o  setzen ,  und  die  Wurzeln  dieser  beyden 
Gleichungen  werden  den  Gränzen  angehören ,  welche  die  Kno- 
ten nicht  übersteigen  können,  rurausgesetzt ,  dals  diese  Wurzeln 
möglich  sind.  Sind  sie  aber  imaginär,  so  werden  die  Knotenlän- 
gen  keine  solche  Gränzen  haben,  oder  immer  in  derselben  Rich- 
tung fortgehen.  Nun  ist 

d  .  tc  B  p 
=3  =  o  oder  d.tg  5  =x  o  unl  da  tg  9  =  -  ist  f 

l  -|-  tga  S  o 


q 


dp      dq  dp  dq 

-i.  =  -  oder q^  =  p 
p        q  ^dt      T  dt 


dp  dq 

also  auch,  wenn  man  die  Werthe  von  .    und  .   aus  §.  n  sub- 

dt  dt 

stituirt , 

pp'  +  qq'  =  p"  +  t 

und  endlich,  wenn  man  in  diesem  Ausdrucke  die  Werthe  von 
pp'  qq'  aus  den  vier  lntegialien  in  §.  n  substituirt, 

A  -j-  Li  (Jos  (gt  +  Ii  — kO  =  o,  woraus  folgt 

•      •  CosCst+li-kO^-g 

Wenn  man  daher ,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  B  >  A  hat , 
so  wird  auch  t  einen  reellen  Werth  haben,  und  die  Knoten  wer- 
den blofs  zwischen  bestimmten  Gräiizen  auf  und  ab  oscilliren , 
wenn  aber  B  A  ist,  so  werden  sie  über  alle  Gränzen  hinaus 
immer  in  derselben  Richtung  fortgehen.  Substituirt  man  dann  , 
für  den  ersten  Fall,  den  gefundenen  Werth  von  Oos(gt-f-k — k') 
in  der  vorvorletzten  der  Gleichungen  I ,  so  erhält  man 

"  *  — — 
tg  ö»  =  v/U*  —  A* 

welcher  Ausdruck  diejenige  Neigung  gibt ,  die  der  Gränze  des 

Knotens  entspricht.  Diese  Gränzpunkte  der  Knoten  werden  er- 

:...#•"»;  i  .i  i  .'»'.<•!•»•  •       ...  .1 

reicht,  wenn  Cos  (gt.-f-  k — k')  =  —     ist,  während  die  Grän- 

zen  der  Neigungen  erreicht  werden,  wenn  Cos  (gt-f-k — k')  gs*+ 1 
ist,  so  dafs  also  die  Glänzen  der  Knoten  mit  den  Gränzen  der 
Neigungen  nicht  zusammen  fallen. 


Wir  wollen  nun  eben  so  die  Aenderungen  der  Längen  der^ 
Periheiien  und  der  Er-.centricitättn  suchen,  und  zu  diesem  Zwecke 

ü  a 


t 


Jo3 

dieGrofsenf'midfdes  $.8. 
durch  b  und  I  bezeichnen ,  so  daJs 


h  =  e  Sin  w,  1  =  e  Cos  w,  h'  =  e>  Sin  W,  1'  =  e'  Cos  W. 
Setzt  man  dann ,  wie  in  {.  i*.  N  =•  fo .  —  und  M  an  ^  .  ^7 
so  sind  die  zwey  letzten  Gleichungen  des  J.  8.  Nr.  I 

(M— Ml') 

dt     V  *' 


_=___(Nll_MhO 

und  eben  so  vermöge  der  letzten  Gleichungen  des  §.  3 

dh'  m 

=  —  (NU-MI) 


dt  |/a' 
dl' 


(Nh'— Mb) 


dt  \/a' 

Die  Integralien  dieser  Tier  Gleichungen  sind  aber 

b  as  A  Sin  (gt  -f-li)  +  I'.  Sin  (<yt  >  ) 
1  «=  A  Cos  (gt  +  k)  +  B  Cos  («yt  -J-  *) 

Ms  A'  Sin  (gt  +  k)  +  B'  Sin  (7t  +  *) 
U  =  A'Cos(gt  +  k)+  B'Cos  (cyt  +  *) 

uro  zwischen  den  Constanten  ABg..  der  Integration  offenbar  die 
folgenden  vier  Bedingungsgleichungen  statt  haben , 

6A=FT'(NA-MA,)  "yB=^(NB^MB/) 
gA'=p^(NA'-MA)  VB'=^.(NB'_MB) 

Eliminirt  man  aus  den  beyden  ersten  die  Gröfse  A',  und  aus  den 
beydcn  letzten  die  Gröfse  B',  so  erhält  man 


ml/a  +  m'l/a'       mm'   . 

g'  — Ng .     V  ^        +p|?  (N--M.)  =  o»nd 

i»Ka+m'/a'       mm'  „ 


1  1 


Kennt  man  §o  die  Gröfscn  g*y  AB.,  so  ist  die  Excentricität 

l  * 
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c  =vA«-H'  -  \A"  +  B«  +  2  AB  Cos  [(g-cy)  l+k  -  ^] 
und  die  Tangente  der  Länge  w  des  PeriheHwns  tg  w  =  y  oder 

A  Sin  (gt  4-  k)  +  B  Sin  (<yt  4.  *) 

tg  w  =   und  eben  so 

A  Cos  (gt  4-  k)  4-  B  Cos  (<yt  4-  *) 

A'  Sin  (gt  4-  k)  4-  B'  Sin  fot  4-  *) 


tgw< 


A'  Cos  (gt  4-  k)  4-  B'  Cos  («yt  4-  *) 


Für  die  Gränzen  der  Periheüen  ist  wieder  d ,  tg  w  =  o,  das  heilst, 
1  dh — hdl  =  o,  woraus  man,  wie  im  $.  13.  findet, 

gA«+7B«  +  AB  (g4-7)Co8  Kg  — y)*  +  fc  — «]  ~  0 

'  (eA"4-«vB'> 

oder   Co,  Kg-y)t+H--«]  c  -  ^b^2 

Ist  also  g  A'  +  ^B»  <  AB  (g  +  «y)*  so  pscilliren  die  Perihelien 
in  bestimmten  Gränzen  auf  und  nieder;  im  entgegengesetzten 
Falle  aber  gehen  sie  ohne  Ende  in  derselben  Bichtung  fort. 

Die  Periode  endlich,  in  welcher  die  Exeentricitäl  alle  ihre 
Wcrthe  durchläuft,  bis  sie  wieder  zu  ihrer  ersten  Gröfse  zurück- 
kehrt ,  wird  seyn 

T-  30° 

X  — 

g-^fy  '  z 

und  die  gröfsten  und  kleinsten  Wert  he  der  Excentricität  seihst 
sind  für  den  einen  Planeten  A+B  und  für  den  anderen  V+  Kf* 
1.  Aus  den  vorhergehenden  Ausdrücken  von  hl  h'l'.,  lassen 
sich  nun  auch  ähnliche  Gleichungen  zwischen  mae  und  m'a'e'. . 
für  die  Excentricitäten  ableiten,  wie  wir  oben  für  die  Neigungen 
gefunden  haben.  Denn  da  e*  =  h«  4-  1*  und  e'^  =  h'*  4.  1'», 
so  hat  man ,  wenn  man  die  erste  dieser  beyden  Gleichungen  durch 
ml/a,  und  die  «weyte  durch  m'y'a'  multiplicirt,  und  fürhlh'l' 
die  oben  gefundenen  Werthe  setzt,  für  die  Summe  dieser 
Produkte 

mea  /a+m'e'Va'^mCA'+B')  |/a+m'(A'«  +  B")  v/a' 
4-a(mABv/a4-m'A'B'^aO  Cos  [(g  —  y)  t4-k  —  *] 

Die  vorhergehenden  Bedingungsgleichungen  geben  aber 

/        m'N\  m'M 

A(<—7z)--"'Vr 

m'M 


(m'N\ 
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und  da  g  und  y  die  zwey  Wurzeln  der  vorhergelienden  bey- 
den  quadratischen  Gleichungen  für  g  und  «y  sind,  so  ist 

so  dafs  die  gefundene  Gleichung  in  folgende  übergeht, 
*iie«^a-f  m'e"»  J/V  =  m  (A2+B9)  v/a  +  m'  (A'ft-f-B")  \/&* 

oder    me«  v/a  +  m/e'9 Va/ =  Const* 

■  II.  Zu  derselben  Gleichung  kann  man  auch  auf  folgende  ein- 
fache Art  gelangen. 

Stellt  man  die  YVerthe  von  N  und  M  wieder  her,  so  sind  die 
vier  ersten  Gleichungen  dieses  §. 

dh  .  .         dh'  o         0  , 

-  dt  r0         o         dt  rx         *    ,  I 

.  .    .  .  J.  T 

,11  JIj   


dt  o        dt  ri  x, 


Muhiplicirt  man  die  erste  durch  m  h  \/a,  die  zweyte  durcn  m  ly/a, . 
die  dritte  durch  m'h'\/a',  und  die  vierte  durch  m'  1'  \/a'»  un<* 
addii  t  diese  Produkte ,  so  sind  die  Coefficienten  von  h  1  und  h'  1' 
in  dieser  Summe  gleich  Null,  und  der  Coefficient  vonh'l  —  hl' 

ist  m  y/a.vj/1 — m'A/a'«^°  also  au°h  gleich  Null ,  vermöge  den 

O  l 

letzten  Gleichungen  des  J.  3,  und  die  gesuchte  Summe  ist  daher 

hdh-Hdl  h'dh'-f-l'dl'  .        '  . 

 .mx/a  +   ^  .mVa'  =  o 


oder  da  ea=  h*-f-l»  und  e'8  ssh^+l"1  ist 
ede.m\/a-J- e'de'.m' y/a' ==  o 

Integrirt  man  diese  Gleichung ,  und  bemerkt,  dafs  nach  dem  Vor- 
hergehenden die  halben  grofsen  Achsen  a  a'  constant  sind,  so 
hat  man 

m  e 2  s/a  -\-  m'  c' a  \/a'  =  Const,  wie  zuvor. 

Setzt  man  die  vier  Gleichungen ,  von  welchen  wir  hier  aus- 
gegangen sind,  auch  ayf  die  folgenden  Planeten  m"  m'"..  fort, 
so  gthen  sie ,  wie  jede  des  J.  2.  in  folgende  über 

t  = 1  Cr  +  9a  +  f\  +)  - 1'    ->"  **  - 

•**  o        o        o  o     ■  ■    o  o 


l 
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d  h  '  O  2  ^  O  2  3  »»«••« 

-r-  =  \'  (9  -f-P  +  ?  H-)  —  1      —  1"+  —  l'">J>  —  a.$.M. 
dt  i        i        i  i  i  i 

/  ...»  •     /  j 

und  wenn  man  mit  diesen  Ausdrücken ,  wie  zuvor  verfährt ,  so 
erhält  man 

weVafm'e"  v/a'  +  m"e//a  v/a"  +  =  Const  (D) 

eine  Bemerkung  ,  die  auch  von  der  Gleichung  (C)  des  §<  Nr.  1 
gilt.  Da  nun  alle  Planeten  um  die  Sonne,  so  wie  alle  Satelliten 
um  ihre  Hauptplaneten  den  Beobachtungen  gemäfs ,  in  dersel- 
ben Richtung  sich  bewegen,  so  müssen  in  der  Gleichung  (D) 

die  Grössen  \/a  =  ~  ■>■  \/a'  =  '  a^e  P08*1**  genommen 

werden,  also  sind  auch  alle  Glieder  dieser  Gleichung  positiv,  und 
daher  jedes  derselben  kleiner,  als  die  Constante  zur  rech- 
ten Seite  des  Gleichheitszeichens.  Da  aber  nach  den  Beobachtun- 
gen unserer  Zeiten  alle  Excentricitäten  der  Planeten  -  und 
Satellitenbahnen  nur  sehr  kleine  GröTsen  sind,  so  ist  jene  Con- 
stante selbst  auch  nur  eine  kleine  Gröfse,  woraus  folgt,  dafs  jedes 
Glied  der  Gleichung  (D)  immer  sehr  klein  bleiben  d.  h.  dafs 
die  Kxcentricitäten  der  Bahnen  nie  beträchtlich  und  daher  diese 
Bahnen  selbst  immer  sehr  nahe  kreisförmig  seyn  werden ,  wie 
sie  es  jetzt  sind.  Das  System  dieser  Bahnen  ist  daher,  in  Bezie- 
hung auf  ihre  Excentricitäten,  stabil,  indem  diese  Bahnen  blofs 
um  einen  mittleren  Werth  der  Excentricität  in  sehr  kleinen 
Gränzen  auf  und  nieder  schwanken  ,  während  die  grofsen  Achsen 
derselben  vollkommen  beständig  sind.  Diese  Beschränkung  der 
Excentricitäten  sowohl,  als  auch  die  ähnliche  der  Neigungen  nach 
der  Gleichung  R  und  <<  würde  nicht  mehr  statt  haben ,  wenn  sich 
die  Planeten  und  Satelliten  nach  verschiedenen  Richtungen 
bewegten.  * 

$.  »4. 

Zum  Schlüsse  dieses  Gegenstandes  wollen  wir  die  Perioden 
und  die  Gränzen  der  Neigungen,  der  Excentricitäten . .  der  zwey 
gröfsten  Planeten  unsers  Sonnensystemes  suchen.  Nennt  man 
(o  ~  a  die  Neigung  und  die  Knotenlänge  und  die  halbe  Achse 
der  Hahn  des  Saturris,  und  bezeichnet  durch  «'  <p*  9'  dieselben 

Grofsen  für  Jupiter,  so  ist  für  die  Epoche  von  1700 

•  :  '  i  ♦  ;•'  .      *  .         .  «.  i.     ,  .  •  •>  t 

co  =  20  3o'  10"      S  =  101 0  5'  6"      a  'te  9.  54007 
=  1    19  10       S'  =  97     349       a'  «.  5.20098 
Dieses  vorausgesetzt ,  geben  die  Gleichungen 

p  =  tg  0»  Sin  9        q  =  tg  m  Cos  3 

•  •  %       1  t 

■  1         •-  ■ 

p  =  0.04078  q  =  —0.01573 
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und  eben  so 

p'  =  o.o3ü83  qf^  — Q.oo3o3 

Die  Massen  dieser  beyden  Planeten  sind 

m  ~  äk  und  m'  =  T^T7 

die  Masse  der  Sonne  ajs  Einheit  angenommen.  Man  hat  da- 
her aus  fi.  i3.  Nr.  II 

h  =  i953.  i5'4<>"   -\  =o.qi537   A'  =  — 0.00661 
k'  =  io3°  38'  40"   B  =  o  .02905 

■1        *     ^,  •  ,_  N  (m  v/a  +  m'v/*')  ,  , 

und  aus  der  Gleichung  ^  =  —  \/aa' 

g  —  —  25"5756.  Die  beyden  Gleichungen  des  J.  1  2.  Nr.  I  aber  geben 
lg  »  a  0.03287  y/\  +0.  82 665 Cos  [21 a  37'— 25". 5756  tj  und 


tgw'  =  o, 02980  }/  1  —  o . 43290  Cos  [21 0  37' — »5  ' .  5756  t] 

Es  ist  daher  B  +  A  =  0.04442  und  B— A  =  0.0 1 368,  also  die  gröTste 
und  kleinste  Neigung  der  Saturnsbahn  gegen  die  Ecliptik2°32'4o" 
und  o°  47/j  für  die  Jupiterbahn  aber  ist  die  grofste  Neigung 
2°  2'3o"  und  die  kleinste  i°  17'  10". 

Auch  die  Knoten  dieser  beyden  Bahnen  mit  der  Erdbahn  ge- 
hen nicht  immer  nach  derselben  Richtung  fort ,  sondern  sie  sind 
zwischen  bestimmten  Gränzen ,  zwischen  welchen  sie  vor  und 
rückwärts  gehen,  enthalten,  weil  B  >  A  (rid.  $.  12.  Nr.  IV)  ist. 
Die  Entfernung  dieser  Gränzen  beträgt  für  die  Saturnusbahn 
3i°56'  und  für  die  des  Jupiter  i3°  10'  zu  bevden  Seiten  ihres 
mittleren  Ortes.  Die  Periode  endlich ,  in  welcher  die  Neigun- 
gen sowohl  als  die  Knotenlängen  beyder  Bahnen  von  ihrem  klein- 
sten Werthe  bis  zu  ihren  grofsten  gelangen  ist 

36o°      36o.6o 9 

~~g~~  Ä  25  5756  =  50670  Jttli^che  Jahre»  ' 

Ii.        '  * 

eine  Periode ,  deren  lange  Dauer  uns  eine  Idee  von  der  grofsen 
Ausdehnung  der  Theorie  der  allgemeinen  Schwere  gibt,  welche 
uns,  durch  die  Analyse  unterstützt,  den  Zustand  unseres  Systemes 
vor  und  nach  vielen  Jahrtausenden  von  der  gegenwärtigen  Epo- 
che kennen  lehrt. 

I.  Um  eben  so  die  Aeuderungen  der  Excentricität  und  der 
Länge  der  Perihelienj  dieser  beyden  Planetenbahnen  zu  finden  , 
ha  t  man  nach  dem  Vorhergehenden . .  g = a  i 9905  und  «y  =  3"  585 1 
also  auch 

A  =  0.04877    B  =  o.o3533    A'  =  —  0.01715    B'=  0.04321 

k  =  3o6°  35'    *  =  2ioa  17' 
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Substituirt  man  aiese  vvertne  - 

e*  =  A--f-B»4-aABCo8  [(g  — 7)  t  +  k  —  *] 
so  findet  man  für  die  Exeentricität  der  Saturn  »bahn 


e  =  0.06021.1^/1 —  0.95009  Cos  (83°  42' — ii>"  p-  m  t) 
und  für  die  des  Jupiters  ■ .  .1  •  • 


e'  =  o. 04649.x/1  + 0.68692  Cos  (83°  42' — 18"  4054  t) 

wo  t'die  Anzahl  Jahre  seit  1700  bezeichnet.  Die  Länge  der  Pe- 
rihelien  beyder  Bahnen  findet  man  aus  den  beyden  für  tg  »  und 
tg  w'  in  §.  12.  gegebenen  Gleichungen ,  wenn  man  darin  die  vor- 
hergehenden Werthe  von  AB  A'B'  kxg<y  substituirt,  und  die 
größten  Ausweichungen  derselben  von  ihrem  mittleren  Orte  wer- 
den durch  die  Gleichung 

bestimmt  werden.  Da  für  unseren  Fall  der  Werth  von  (gAJ-f-«yB*) 
gröfser  ist,  als  AB  (g-^*y)»  so  haben  die  Langen  beyder  Peri- 
heben  keine  Granzen ,  oder  sie  gehen  immer  in  derselben  Rich- 
tung weiter. 

Die  Periode  aber ,  in  welcher  die  beyden  Excentricitaten 

•  •  «  'it... 


alle  ihre  Aenderungcn  durchlaufen  ,  ist 


36o 


•=70410  Juliani- 


sche Jahre.  Endlich  sind  die  gröfslen  und  kleinsten  Werthe  der 
Excentricitaten  A  +  B  und  A'^B',  also  für  Saturn  0.0841 
und  o.oi34  und  für  Jupiter  0*0604  und  o.  0261. 


!  "  1 


1  i, 


•  1 
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Anwendung  des  Torhergehenden. 


Mf|i     .  • 

I 


J.  1. 

die  Anwendung  der  Torhergehenden  Ausdrücke  zu  zeigen , 


wollen  wir  die  Störungen  suchen,  welche  Merkur  von  der  Sonne 
leidet. 

Nach  Vol.  II.  p.  387  ist  für  Merkur  die  halbe  grofse  Achse 
der  Bahn  a  =  o  3870981  ,  die  mittlere  siderische  Bewegung  in 
einem  Julianischen  Jahre  (von  365 £  Tagen)  gleich  n  =630  ioi6".8, 
und  die  Excentricität  der  Bahn  e  =  o  2o55i32.  Für  die  Venus 
hat  man  eben  so  a'  s=z  0.72333*3,  n'  =  3106641  ".6  und  die 

Masse  der  Venus  m'  =r  .    *       oder  m'  r=  0.00000261  die  Son- 
t  oö J 1 07 

nenmasse  als  Einheit  vorausgesetzt. 

a  .  «. 

Man  hat  also  m  =  —  =  0.535 16.  Entwickelt  man  zuerst  die 

a' 

Werthe  von  a*,  *»,  o«  ,  .  .  so  ist  nach  den  Gleichungen  (d') 
Cap.  VIII,  J.  3.,  b_°  =  2.14597  und  b_*  =  —  o.5i5a5.  Nach 

den  Gleichungen   e  und  f  hat  man  dann  b°  =  2.17217  und 

,1  01 

*   =  0.60570.  Mit  diesen  Werthen  von  bx  und  bx  gibt  dieGlei- 

9  s  a  1 

chung  (a) ,  wenn  man  in  ihr  x  =  |  und  nach  der  Ordnung 
ä  =  2,  3,  4  •  •  •  setzt, 

b.  =  (.+.«> b\  -Mb°  =  o a465)) 

i« 

fc3  =        +  «•)  b,  —  1«  b,  =  ^  io?7 

4  r« 
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4  _  3(i+«.)b*~*ab* 
Dx  =  i  i  =  o.o5ao8 


Dann  geben  die  Gleichungen  (g)  und  (h)  die  YVerthe  von 
b°  =  4.ai4i5  und  b*  =  3.o3538 


Setzt  man  ferner  in  den  Gleichungen  (c)  die  Gröfse  x  =  *  und 
*  =  q  ,  3 ,  4  •  •  • »  «o  ist 

l 

b    s=  i    1         Ä  =  i-95o54 

1  '     f(7— hTp  


1  • 


1 

4 


*  i  (1  je«)» 

/  » 

Setzt  man  eben  so  in  den  Gleichungen  (m)  des  J.  4.  x  S  J  und 
«so,  l,l,...,io  erhält  man  B" 


•  .  •  1 


#  1 
• 


db°  '     a^b0  -ab1  • 
i  =       i  j  =  0.78031 

da  a(i-a') 

db*        (i  +  2a«)b*  -3«b* 

i  =      1  i  £  =  1.45789 

da  a(i— a»)  *: 

*; = (»+3*-)^-*a»! = t  o?o07 

/a  tt(l_^ 
db*       (3  +  4«*)  b*  —7«  b?  ' 

J    2  •       8  i    =  0.69149 

da  a  (i^a9,)  ./ 

und  eben  so  gibt  endlich  auph  die  Gleichung  (n)  des  §•  4. 

•1.  ✓ 
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d*b°  „£    .  «Pb* 

 «  =  2.73628,       \  =  2.^2616 

du*  d«» 

_£  =  3.3<)5oj,   ^==  3.38107 

Nachdem  so  die  Werthe  dieser  Gröfsen 

*  # 

.4    db*           d»  b*  !    • ' 

ba ,      i  und   i 

*     d«     '  da» 

gefunden  sind,  erhält  man  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (4) 
des  j.  4. 

*°     •         — .  ö?  =  —  3.oo3oo  und 

a'  i 

a.A(l)  =a  — a.bj  =  —  o.o3775 

ä<a5*)  ss —  0.1)196,  a.A^  r=  —  0.05928 

•  » 

und  damit  geben  die  Gleichungen  (o)  des  $.5  

14(0) 

aI.dA_=:_  0.22345    a«.  dA     =  — Q.»3tiA 
da  da 

-  - 

* 

a*.<LX^  =  — o.3o646    ••r.üf!aa«-  0.19804 

da  '    •*.  da 

und  eben  so: 

a»,  d'A(0)  =  _0,4aVt5    ,1  ^'A^a  — q.37,BS 
da3  '  da' 

•  « 

ai.d'A  [ « —  o.5»o35    a».«'A  =-o.5i82t. 
da«  da« 

Nach  diesen  Entwicklungen  gehen  wir  nun  zu  den  Gleichungen 
(L')  und  (M')  des  Cap.  JX.  §.  5.  über. 

Setzt  man  ~  =  w  so  ist: 
n' 
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x       '  w 
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wo  w  =  3.5543  ■  1  also  auch  log      —  ^)  es  ^.7042641  ist. 

Setzt  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  «  =  t ,  ay  3  .  .  .  so  er- 
hält man  * 

n».H(l)  =  o.4o5ai       n«.H(,)  =—i.5385() 

n » .  H(5)  =  —  o.  1 6846     n 2 .  HH)  =  —  o.o43 25 
Femer  ist 

«AW  a.n'HW 

also  auch : 

R(,)  =  i.«3o3i     R(l)  =  —  i.7ö65    R(3)  =  —  o.2379 
n(4)=__  o.o543    R(5)  =  —  o.oi65 

Mit  diesen  Werthen  von  Ii^  und  R*x*  Kann  man  bereits  diejeni- 
gen Glieder  der  Gleichungen  (Lr)  und  (M')  berechnen ,  welche 
von  den  Excentricitäten  e  und  e'  unabhängig  sind.  F  ür  die  übri- 
gen Glieder  dieser  Gleichungen  kann  man  sich  leicht  durch  eine 
vorläufige  bloi's  genäherte  Rechnung  versichern ,  dals  die  von 

und  ¥^*\  so  wie  alle  von  1  abhängigen  Großen  ganz  un- 
merklich sind« 

Sucht  man  also  blofs  P(3)  durch  die  Gleichungen 
1      w  * 

»*  d'A(3) 


*  da 


t 


1 
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*cs> 


I  *  - 


-H-ar 

so  erhält  man  P      =  6.4662  und  eben  so  findet  man  endlich 

S(l)  —  2.6663  und  S(2)  <=  36.434o  S(3)=  i5.a306.Man  bemerke 
noch ,  dafs  man  nach  Cap.  VHI.  §.  4  hat 

A(-">  =  AW,B,-)  -B«,  (^)  »  (^)  u-f- 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Gleichungen  (LO  und  (M'), 
und  bemerkt  man,  dafs  in  der  letzten  statt  bv  die  Gröfse  bv .  Sini" 
stehen  soll,  so  erhält  man  die  Störungen  Merkurs  durch  Venus. 

Störungen  des  Radius  Vectors : 

bv  =a  —  o  000  000  o38 

-f-  0.000  000  409  Cos  (1'— I) 

—  0.000  001  5  34  Cos  2  (i'— 1} 
— 0.000  000  170  Cos  3  (1'  — 1) 

—  o  000  000  044  Cos  4  (1'  —  1) 

—  0.000  001  343  Cos  (31'  — al  — w) 
Störungen  der  Länge 

bv  =  +  o".7  Sin  (!'—  1) 

—  i.5  Sin  2  (1'— 1) 

—  o.  1  Sin  3  (!'  —  1)  i 

—  o.o3Sin4(l'  —  l) 

—  0.01  Sin  5(1' — 1) 
+  o.3  Sin  (l'  —  w) 

—  4,0  Sin  (2I'  —  1  —  w) 

—  1.7  Sin  (31'—  2l  —  w) 

MO  1  1'  die  mittleren  heliocentrischen  Längen  Merkurs  und  der 
Venus,  und  wo  w  die  Länge  des  Periheliums  der  Merkursbahn 
ist.  —  Die  Störungen  derftreite  nach  der  Gleichung  (Nj  des  j.6. 
sind  sämmtlich  unbedeutend.  Ganz  eben  so  wird  man  nun  auch, 
die  Störungen  br  und  bv  finden,  welche  Merkur  von  den  übrigen 
Planeten  leidet ,  von  welchen  aber  blofs  diejenigen  noch  merk- 
bar sind ,  die  von  der  Erde  und  von  Jupiter  kommen. 

x    db*  d»b* 

Die  Werthe  von  b  •  *   *  .  .  für  die  verschiede- 

*    da  da' 


1 

1 
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non  Planeten  findet  man  in  Meo.  cel.  Toi.  III  p,  t»6,  wo  man 
nach  Cap.  IX  \\.  6.  bemerken  kann,  dafs  um,  wenn  man  diese 
GröTscn  für  Störungen  des  m  durch  m'  berechnet  hat,  man  so 
fort  auch  die  Werthe  dieser  Gröfsen  für  die  Störungen  des  m' 

durch  m  erhält,  wenn  man  die  vorhergehenden  Gröfsen  b^  durch 

s  a,  und  die  b*  durch  Qj)  =  a*  multiplicirt.  So  war  oben 

für  die  Störung  Merkurs  durch  Venus 

o  o 
bx  ss  2.17217  und  b3  s=4.2j4i5. 

a  *  . 

a 

Da  aber  a=-  =  0.535 16  ist,  so  hat  man  für  die  Störung  der 
Venus  durch  Merkur 

b°=  1.16246  und  b°  =  0.64589.  . 


i 


Ueberhaupt  also  wird  man  bey  dieser  Verwandlung 

statt    b*  setzen  a  .  b* 

b*  .  .  .  .  a%  .b* 

während  die  Werthe  von  A     und  B    unverändert  dieselben  blei- 

•  • 

ben,  den  einzigen  Fall  A^  ausgenommen,  so  dafs  man  füra'A^ 
setzen  wird    (  ~~  —  b^  Y 

Nachdem  wir  so  die  periodischen  Störungen  gesucht  haben , 
welche  Merkur  durch  Venus  leidet,  wollen  wir  nun  auch  die  säcula- 
ren  Störungen  Merkurs  durch  die  anderen  Planeten  suchen. 


Nach  Cap.  X  J.  3.  hat  man: 


!  3m'n.V.b  m'n  ,1 

i  oder  —  .«8b 

4 


4  (1— «')' 


3 


j+i^:(.,.(l+..)b;-.3.M,;j 
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und  überdiefs 


o 

) 

i 


m  J/a 


m|/a 


Hat  man  so  die  Werthc  der  Gröfsen  <p  und  <t> ,  so  findet  man  die 
säculären  Aendertingen  der  Excentricität  e  und  der  Länge  w  des 
J 1 1 irihelium s  durch  die  Gleichungen  (Cap.  X,{,  a) 

de        i  . 

ir  =4*  •  Sin  (W  —  w) 
dt  xo 

dw       i  i  e'                   r  (T) 

Ist  ferner  «  die  Neigung  8er  Bahn  und  S  die  Lange  des  aufstei- 
genden Knotens  der  Bahn  gegen  die  feste  Ebene  der  Ekliptik , 
■wie  sie  im  Jahre  1750  war,  so  ist  die  säkulare  Aenderung  die- 
ser Gröfsen     und  3  nach  den  Gleichungen  (e)  und  (f) 


1 


jS  ss^*:  «'.Sin  (3  —  S') 


a* 
dT 


—  pt  +  ?*  .  —  COS  (S~$/) 


(") 


Ist  endlich  6  die  Neigung  der  Bahn  und  ß  die  Läng«*  des  aufstei- 
genden Knotens  gegen  die  yeränderliche  Ekliptik,  so  ist;  nach 
den  Gleichungen  (g)  und  (h) 

fr 5=4  Go"0 


d&  /  i  ,     *  :    S  . .    4         \  ö 

^  *       ftrr  ,,i 
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Für  die  Störungen  Merkars  durch  Venus  ist  nach  dem  Vorherge» 
henden  m'  =  0.00000261 

n  =  538ioi6".8,  et  =.  o.535i6,  b°==4  2i4i5, 

i 

h)  =  3.03538,  also  ist  9*  =  3".o5  und  vj/  =  i".o> 
i  o  o 

Aber  nach  Vol.  II  p.  307  ist  e'  =  0.00688  und  w'  —  w  =  54°  i5' 

1  de 
alsoU;  .  e'Sii^w' — w)  =  o".on  =  -5-  die  säkulare  Störung  der 
o  dt 

Excentricität  der  Merkursbahn  durch  Venus. 

Um  auch  die  Störungen  der  anderen  Planeten  zu  finden,  wol- 
len wir,  der  Kürze  wegen,  wiein  Cap.  X,  dieGröfsen,  welche  sich 
auf  Merkur,  Yenus,  Erde,  Mars,  Jupiter,  Saturn  und  Uranus 
beziehen,  in  derselben  Ordnung  durch  o,  1,  2,  3,  4,  5  und  6  be- 
zeichnen. 

Diel*  vorausgesetz  t  erhält  man  : 


Venus 

Erde 

Mars 

Jupiter 

Saturn 

Uranus 

b° 
i 

2. 17217 

2. O8198 

2 . o335o 

2 .00278 

2 .00082 

2 . 00018 

b' 

0.60570 

0.4» » »4 

0 . 26046 

• 

0.07408 

0.04061 

1  V 

0.02018 

4.21415 

2.87183 

a. 3 2254 

•  * 

2.02114 

2 . OO743 

3. OOl8l 

b1 
i 

3 . o3538 

1 .07606 

0 . 86388 

o.2256i 

• 

0 .  i  2  2 1 3 

1 

0 . o6o58 

und  daraus  folgt: 


1 

fo  = 

3".o5 

i//.<)6  und  9^ 

o".io 

2 

*o  = 

0  .  96 

+: 

0  .  45 

< 

5.43 

5 

0.  04 

0  .  Ol 

5 

*. 

• 

0 . 43 

<- 

i.58 

< 

0  .  i5 

4 

\ 

6  •  94 

5 

0  .  08 

+o 

0 . 00 

■ 

V 

2 

0  . 34 

■ 

■ 

6 

«» 

0 .00 

+6 

#      •  • 

0.  00  , 

6 

0.01 

III. 
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und  daher  nach  den  Gleichungen  (c)  des  Cap.  X  für  die  säkulare 
Störung  der.Excentricitä^  der  Merkursbahn 

durch  Venus  o."oii 
Erde  o.oo5 
Mars  —  o.ooi 
Jupiter  —  0.006 
Saturn  0.000 
Uranus  0.000 
Gesammtstörung  aller  Planeten  =  +  0^.009  =  +  0.000  000  044 

Eben  so  hat  man  für  die  Störung  der  Apsiden  durch  Venus 

> 

log  \j/  =  0.39226 

~  =  8.525oi 
e 

Cos :  (w'  —  w)  =  9.76660 

8,58387  =  log  0.04 

3.o5 


1 

v 

dw 
dT 


3.oi 


also 


3".oi  * 

0.93  . 

o.  04  . 

1  •  56  • 

o  ♦  07  . 

V 

o .  00  . 


durch  <j>  nn&  e^en  *° 

-  s 

-  $ 

-  1 

-  ti 

-  s 


Total-  d«r 

Störung  aT=+5  M 

Ferner  ist  S  =  /»5<>  57',  S'  =  74°  52',  «  =  7°  o',       =  3°  24 

also    f  *  tg  «' .  Sin  (»—»0  = — O" .  09  und 

o  * 

_  »  +.  f  ^  Cos  (S— =  —  »".76 

also  die  säkularen  Aenderungen  der  Neigung  »  und  der  Knoten 
5  der  Merkursbahn  gegen  die  feste  Ekliptik 
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da 

at 


•  4t  = 

—  i".7ü  ilarcn  y 

o.oo  . 

—  0.96    -    -  J 

—  o.o3    -   -  <j 

—  o.o3  • 

.    •  . 

—  1.40    -  2J. 

—  0.06    -  - 

O.OO       v  i 

ö.oö    -   -  g 

  O.I2 

—  4".2i 

Um  eben  so  die  Äenderungen  der  Neigung  fi,  und  des  Knotens 
0  der  Merkursbahn  gegen  die  bewegliche  Ekliptik  zu  erhalten , 
hat  man  nach  der  Gleichung  (III) 

9  *  —  9*  =  —  3.38 ,  tg  «'  Sin  (3— 3')  =  —  0,0287  also 

(9*  —  9^)  tg  »'  Sin  (3—3')  =  +  0.07 

und  eben  so  mit  den  übrigen  Gliedern ,  also 

fcjj-  =      o//.07  durch  J 

0.00  ----<$ 
O.10  3. 

O.Ol  -  -  -  -  "fl 
0.00   -  -  -  -  $ 

*ß    7  TT 

—  t=  4-  o".iü" 

Eben  so  gibt  die  zweyte  der  Gleichungen  (11t) 

—  a.3ö^--  Cos  (3— 3')=— 1.01 

— 9  = —  3.o5 
o 


—  4.06  durch  2 


tg«»*'7 


iiS*  Cot  (3—3'»)  =  -  0.10 

3 

mm .  f    = —  0.04 


—  0.14  durch  £ 
X  a 
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Für  die  Erde  hat  man  blofs  das  Glied 


und  für  Mercur  ebenfalls  blofs 

o 


O.IO 


so  dafs  man  also  hat 

d£ 
dt 


de 
dt 


—  o".io  durch  £ 

-  9 

■  i> 

•  <5 

•  ti 

-  S 


—  4.06  - 

—  0.96  - 

—  0.1/*  - 

—  2.19  - 

—  0.1a  - 
0.00  - 

=  —  7".57 


Nimmt  man  alles  Vorhergehende  zusammen  ,  so  hat  man  für  die 
Merkursbahn 

jährliche  Aenderung  der  Exccntricität 

de  =  4-  0.000  000  044 
jährliche  Aenderung  der  Länge  des  Perihcliums  dw  =  +  5''.6i 

-  -  -    -      der  Knoten    d3  =  —  4''«a0 

5 

-  -  -    -      der  Neigung  da»  =  — o".i2j 

in  Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik 

-  -  -    -       der  Knoten    d  6=  —  7'''$7\ 

-  -  -    -       der  Neigung  dfl  =  -f  o".ibJ 

in  Beziehung  auf  die  bewegliche  Ekliptik 

Nach  diesem  umständlich  entwikelten  Beispiele  wird  es  nicht 
schwer  seyn ,  eben  so  auch  die  Störungen  jedes  andern  Plane- 
ten zu  bestimmen. 

5. 3. 

Da  nach  dem  Vorhergehenden  durch  die  Wirkung  eines  je- 
den Planeten  die  Ebene  der  Erdbahn  verrückt  wird,  so  wird  auch 
dadurch  die  Lage  des  Pols  der  Ekliptik  gegen  den  hier  als  fest 
angenommenen  Aequator  der  Erde  verändert  werden  ,  und  dar- 
aus wird  eine  Aenderung  dy  der  Länge  des  Nachtgleichen- 
punktes, so  wie  eine  Aenderung  d«  der  Neigung  der  Ekliptik  ge- 
gen den  Aequator  entstehen.  Wir  wollen  dieWerthe  dieser  bey- 
den  Gröfsen  suchen. 
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Denkt  man  sich  ein  sphärisches  Dreyeck  A  B  C ,  welches  von 
dem  Yolo  A  der  Bahn  des  störenden  Planeten,  von  dem  Pole  B 
des  Aeqa&tors,  und  von  dem  Pole  C  der  Ekliptik  gebildet  wird, 
und  nennt  man,  wie  zuvor,  «  die  Neigung  der  Planeten-Bahn  gegen 
die  Ekliplik  und  3  die  Länge  ihres  aufsteigenden  Knotens,  und  t 
die  Schiefe  der  Ekliptik,  so  ist  BC  =  e  AC  =  «,  und  der  Win- 
kel C  tu  180  — 3.  Da  ober  in  dem  Drevecke  ABC  die  Seiten  A  B 
und  AC  als  constant  zu  betrachten  sind,  so  ist  (Astron.  I,  p.  14) 

d*  =  dA.Sin  a>Sin3,  und 


>>      V      .    .     t  1  "I  »  „  . 


dB  =  -aA..Sin4,'Cos5 


Sin  s 

wo  dB  die  Aenderung  der  Lage  des  Aequinoctial  -  Punktes  w  Be- 
ziehung auf  den  Aequitor  bezeichnet,  so  dafs  also  die  gesuchte 
Aenderung  des  Aequinoctial  -  Punktes  in  Beziehung  auf  die 
Ekliptik  ist  dy  =  dB  Cos  s  oder 

dy  —  —  dA  Cotge.Sin  «Cos  3 
die  Gröfse  dA  aber  ist ,  was  wir  oben  9   genannt  haben ,  so  dais 
man  daher  für  die  Wirkung  aller  Planeten  hat 
d«  =  p° .  Sin  «  Sin  3  +  f  .  Sin  a>'  Sin  3>  -|~  }  Sin  <»  ">  Sin  3"'  +  .  .  . 

dV.tg  «  =  —  9°  Sin  (u  Cos  3  4.  p*  .Sin*'  Cos  3' 

9*  Sin        Cos  3'"  +  .  .  . 

Für  Merkur  z  B.  ist : 
.  o 

log  9^  =  9.00000  9.oooooa 

log  Sin  01  =  9.08589  9.08589 

log  Sin  3  =  9  85b57    .    .    .  log  Cos  5  =  9.84216 
7.9424O  log  Cotg  «  =  0.3623*) 

ü.  290/1 4 

1 

Zahl  =  0.0088  —  0.0195 

Entwickelt  man  eben  so  die  übrigen  Glieder,  so  erhält  man 
de  =  o".oo88  ....  dy  =  —  o".o i<»5  für  *<£ 
,     0.3233     ,      ^  —  0.2013  -  -  -  2 

0.0073   O.Ol  5'2  -  -  -  g 

0.1576  o.o538  -  -  -  3. 

o.oi3i  -J-  0.0121  -  -  -  "fi 
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Dir  jährliche  Abnahme  der  Schiefe  der  Ekliptik  durch  die  Wir- 
kung aller  Planeten  auf  die  Erdbahn  ist  daher  dc=o".5i  (Ast.I,  p.40) 
sehr  nahe  mit  den  Beobachtungen  übereinstimmend.  Die  jahrli- 
che Präcession  der  Aequinoctien  aber,  oder  die  jährliche  rück- 
gängige Bewegung  des  Frühlingspunktes  ist,  nach  den  Beobach- 
tungen gleich  5o".i,  und  wenn  man  davon  die  jährliche  rechtläu- 
fige Bewegung  d  *\f  =  — o.  1 7,  welche  aus  der  Wirkung  der  Planeten 
auf  die  Erdbahn  entsteht ,  wegnimmt,  so  bleibt  5o'<«7  für  die  Lu- 
nisolar- Präcession, ,  welche  letzte  also,  wie  wir  in  denf  folgen- 
den Capitel  sehen  werden,  eine  blofse  Wirkung  der  Sonne  und 
des  Mondes  auf  die  abgeplattete  Erde  ist.  (Yergleiche  1,  p.  3fj.) 

Diese  Bewegung  der  Ekliptik,  welche  von  der  Wirkung  der 
Planeten  entsteht,  mufs  offenbar  auch  die  Länge  x  und  Breite  ß 
der  Fixsterne  ändern. 

Wir  haben  aber ,  wenn  a  und  *  die  Rectascension  und  De- 
klination des  Sternes  bezeichnet ,  nach  I ,  p.  33 

dß  =  —  d*  Sin  X  —  da  Sin  x  Cos  6 

«  ^  ,    Cos  x  Cos  * 

dx  =  d*  tg  ß  Cos  x  +  da  —  Cos  ß  ■ 

wo    Sin  t  Cos  ö  =  Cos  X  Sin  «  und 

Cos  *  Cos  b  _ 

 „ — 75  =  Coss— tgßSinXSini  ist. 

Cos  ß  0 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken  (nach  §.  3) 
ds  =  • —  o".üioi  und 

o   Sino)  Cos3  Cotg5 

=  - % •  sin«  =~d*  gsrr 

so  erhält  man 

dß  =  o".5ioi  Sin  X  +  de.  Cotg  3  Cos  X 

dA,  ss  —  o".5ioi  tgjSCos  X— d*  g'l^  (Cos  £     tg  ß  Sin  X  Sin  t) 

oder  wenn  man  nur  auf  den  veränderlichen  Theil  des  letzten  Aus- 

druckes  sieht 

dX  =  —  o".5ioi  tg  ß  Cos  X  -f  de  Cotg  ».tg  ß  Sin  X 

Wenn  man  also  auf  alle  Planeten  Rücksicht  nimmt,  so 
wird  man  in  beyden  Ausdrücken  für  d«  Cotg  3  setzen : 
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0.0088  Cotg  J    ==  o.oo85 

o.3a33  Cotg  *    =  0.0874 
in 

0.0073  Cotg  a  =  0.0007 
0.1576  Cotg  s,v  =—0.0233 

o.oi3i  Colg  $V  =  — o.oo5i 
vi 

.  0.0000  Cotg  $      =  0.0000 
2.d«  Cotg  »  =  o''.o68i 

Wir  haben  daher  für  die  gesuchte  säkulare  Aenderung  der 
Fixsterne 

in  Breite    dß  =  5i".oi  Sin  X  +  6''.8i  Cos  X 
in  Länge    dX  =  -  5i".oi  tg  ß  Cos  X  +  6".Üi  tg  ß  Cos  X 
woraus  zugleich  folgt,  da.fs  die  Aenderung  der  Breite  der  Sterne 
ein  Gröfstes  ist,  wenn  ihre  Länge  durch  die  Gleichung 

tg  x  Ä  gegeben  wird ,  das  heifst ,  wenn  ihre  Länge  8«"  »V 

oder  2620  24'  ist,  und  dafs  die  erste  sich  dem  Nordpole  der 
Ekliptik  nähere,  während  die  anderen  sich  davon  entfernen. 

L  Nennt  man  p  =  tg  co  Sin  3  und  q  =  tg  *>  Cos  S,  wo  «  die 
Neigung  und  »  die  Länge  des  Knotens  einer  Planeten -Bahn  be- 
zeichnet ,  'so  hat  man  nach  Cap.  X.  §.  .% 

dq  x  i 

Um  dieWerthe  der  Gröfsen  p"q"  für  die  Erde  zu  bestimmen, 

dp"    dq'<    d"p"  .  t 

so  hat  man  ,  wenn  die  Ausdrücke  -j-  ,        ,  -jq^  sich  aut 

die  Epoche  von  1750  deziehen,  und  wenn  t  die  Anzahl  Jahre  seit 
dieser  Epoche  bezeichnet, 


dt     T  2      dt*    T  \ 

tdq"  t«  | 
*  "dP  +   2  •  dt'     T  J 


Nach  den  zwey  ersten  Gleichungen  ist  aber,  wenn  man  auf  alle 
die  Erde  störenden  Planeten  Rücksicht  nimmt 
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dp" 

dt"  =  GmT)  %  +  WHrt   +  (q"'-q'0  *a + (qlv-q") 

oder  da  q"  ss  o  ist , 

dp"  0  .  s'      •  i 

und  eben  so 

—      _  p  9       p,  f       p///  ?  _  piv  9  _ 

*  *  *    •       ,  * 

in  welchen  Ausdrücken  also 

p  =  tg*Sin3,  p'  =  tg  »/Sin 3',  p'"  =  tg »"'  Sin yu  und 

q  =  tg  *>  Cos  S ,  q'  =  tg  V  Cos  9',  q'"  =  tg  Cos  9'"  ....  ist , 
und  wo  man  hat 


*2  =  o".oo76 

p   =  5.4367 

V  =  o.433o 
2 

4 

Pa  =  6.9479 

*5  =  0.3404 
6 

£^  =  0.0071 

Substituirt  man  in  den  beyden  vorhergehenden  Ausdrücken  von 
dp"         dq"  0  , 

___  un(i         ^jese  \Verthe  von  y  ,      . . . ,  und  auch  die  von 

p  p'p'"...  qq'q'"...  indem  man  für  &>  oo>  und  95'...  die  bekann- 
ten Werthe  der  Neigungen  und  der  Knotenlängen  aus  I.  Thle.  S.387 
setzt,  so  erhält  man 

dp"  dq" 


«lt  dt 


+  O'  .oo84  .....  —  o".oo85 

$   .  ...  +  o.o863   —  o.3o()q 

<J  .  .  .  +  o.oo()i  .....  —  0.0  io3 

2J.  •  .  .  —  0.0220   —  o-i582 

^   ...  —  o  oo54  •  •  .  •  —  «  oi38 

£   .  .  .  -f-  o  ooo3  .....  —  0  0002 

dp"  dq" 

"Jp  =  +  o "  0767  —  =  —  o"  5ooü 
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Bleibt  man  also  bev  den  ersten  Potenzen  von  t  stehen ,  so  ist 

p"  =  +  0".0767  t    und    q"  =  —  o1'  5oou,  t. 

Will  man  aber  auch  die  zweyten  Potenzen  von  t  berücksich- 
tigen, so  hat  man,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von 
dp"  dq" 

—  und  diffcrentiirt   

*  •  •  •  * 

d'P"         o   dq       i    dq'       S    dq'"       4    dtl'V  ■ 

df  =  Vd7+VdF+v-dr+v"ir+-"- 


'S 


■da       Au     Cos  9       di  • 
wo  q  =  tg  »CosS,  aUo  ^  =  ^-C^-ar-S'^'S-uf. 

da)     da'    da  d3' 
und  wo  man  für  (     #  .  die  schon  oben  er- 

haltenen Werthe  substituirt.  Eben  so  ist 

daq"  o   $P       i    dp'       3  dp'" 


o  dp  x  öj£  3  dp^' 
?2  '  dt      92  '  dt      9a  '  dt 


dt>  ~ 

und  wenn,  man  so  die  Werthe  von 

dp",  dq"    dap"     •     d9q"  •  ■  • 

so  wird  man  sie  in  den  Gleichungen  (IV)  substituiren ,  um  die 
Werthe  von  p"  und  q"  zu  erhalten.  Man  hat  so  gefunden 

p/i  -=  ©".0767  t  +  0".00002l5ta 
q"= — o"  5009 1  +  o".ooooo67  t* 

Hier  folgen  die  Störungen  der  sieben  gröfsei  en  Planeten  nach 
Laplace  Mec-  cel-  Vol.  III-  In  den  zuerst  gegebenen  s äk u- 
lären  Störungen  ist  dw  die  siderische  Aenderung  der  Länge  des 
Periheliuros  während  einem  Jahre  von  365£  Tag ;  de'  die  jährli- 
che Aenderung  der  Excentricität ,  d«  und  dfl  die  jährliche  /Aen- 
derung der  Neigung  gej;en  die  fixe  Ekliptik  von  1750  und  ge- 

Sen  die  wahre  veränderliche  Ekliptik;  da  und  d©  endlich 
ie  jährliche  siderische  Aenderung  der  Länge  des  Knotens  in 
Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik  von  1760,  und  auf  die  beweg- 
liche Ekliptik. 


Säkulare  Störungen. 
Merkur. 


dw 

de 

d* 

da 

d* 

de 

I 

—  O.  IO 

? 

3 . 02 

0.01 1 

— 0.09 

0. 07 

— 1.76 

— 4.06 

8 

0 . 93 

o.oo5 

- — 0.96 

— O.96 

o 

0 . 0/1 

0  nn  1 

VF.  \J\ß  ■ 

u  •  Uü 

—•0.00 

—  O.  1  t% 

 O.OOG 

— o.o3 

0. 10 

—1.40 

 2.19 

0  .07 

O.OOO 

0.00 

0 .01 

— 0.06 

— 0.1a 

s 

0  .  00 

0.000 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

Summe 

5*  62 

0.009 

—0.12 

0.18 

— 4.21 

—7.57 

Venus. 


dw 

de 

d  a 

• 

ds 

de 

—4.32 

— 0*09 

o.o3 

0.02 

0'34 

0.16 

s 

—5.42 

s 

— 5.76 

— 0.10 

•    •  • 

•  •  • 

—7.42 

—7.4« 

0 

1.20 

O.OO 

— 0.01 

-—0.07 

 O  •  J9 

6.44 

—0.06 

—  004 

oo3 

—2.65 

— t5.i3 

0.08 

0.00 

 OOl 

O-OO 

— 0'08 

—0.29 

0  00 

0.00 

OOO 

0.00 

000 

000 

—2-36 

— 0.26 

 0.02 

004 

-9.88 

—8.39 

Erde. 

dw 

de 

• 

% 

— o-4i 

000 

$ 

38i 

0  02 

$ 

♦  » 

* 

1 

3 

i.55 

■ 

1 

6.80 

— 007 

• 

o- 1  rj 

000 

s 

O.Ol 

0  00 

1  195 

— 007 
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Mars. 


■  1 

U  Ii 

I 

0.03 

0/00 

000 

0.00 

o.o5 

—  o.3i 

o.5o 

0.00 

— 0.01 

0.1 3 

o.3 1 

—  8.58 

$ 

IS.  12 

Q.02 

•    •  • 

•  *  • 

— 1.96 

—  1  94 

1 

—  0.43 

■  2.3l 

0  16 

« 

—0.26 

— o.i3 

—  7.B5 

—11.02 

t 

O.69 

0.01 

— o.o3 

 O.Ol 

— °.37 

—  0.46 

O.Ol 

0.00 

0.00 

0.00 

— o!oi 

—  0. 10 

i5.65 

»•■9 

1-0.30 

— 001 

1 

— 973 

—22.84 

Jupiter. 


dw 

de 

dt» 

I  dn 

d* 

• 

de 

0.00 

0.00 

0.00 

— 0.01 

000 

— 0.3 1 

0.01 

000 

O.OQ 

— 0.1 3 

O.QI 

—12.83 

0.01 

0  00 

—O.Ol 

—  O.Ol 

$ 

0*00 

0.00 

O.OO 

— o.o» 

O.OO 

—0.3« 

% 

.  •  • 

•  .  • 

•  •  • 

•  •  . 

—694 

6.46 

0.27 

O.O7 

— 0.07 

6.5 1 

5.87 

S 

0.1 3 

0.00 

0  00 

0.00 

— 0.04 

— 0.07 

6.61 

0.27 

0.07 

— 0.22 

6.46 

—14.67 

Saturn. 


dw 

de 

> 

da' 

ds 

de 

0.00 

0.00 

0.00 

— 0.01 

0.00 

— 0.1 1 

2 

0.00 

0.00 

0.00 

—0.19 

0.00 

—5.88 

0.00 

0.00 

0.00 

0.00 

S 

0.00 

0.00 

0.00 

— 0.01 

0.00 

—0.14 

15.79 

— 0.55 

0.10 

0.06 

—8.73 

— 12.29 

— 0.34 

8 

0.32 

0.01 

0.00 

0.00 

—0.27 

— 0.27 

i6.il 

— o.5/j 

0.10 

— o.i5  | — 9.00 

— 19.03 

Uranus. 

•  ... 

> 


1 

■ ! 

UW 

de 

1 

de* 

djQ 

In 

d3 

dü 

O.OO 

|  0.00 

0.00 

 O.Ol 

O.OO 

—0.79 

$ 

o.oo 

0.00 

0.00 

0.61 

O.OO 

— a3.öi 

o.oo 

0.00 

*  •  •  • 

•  •  • 

O.OO 

Ü.00 

rl 

o.oo 

0.00 

0.00 

—  O.Ol 

0  00 

—0.94 

1.21 

—  O.Ol 

—  O.Ol 

o.oi) 

0.49 

— 10.30 

i.;24 

— o.o5 

— 0.04 

— o.o3 

3.20 

1.35 

 O.OI 

• 

3,45  j — 0.06 

— o.o5 

0.02  (a.(»9 

— 34.40 

Periodische  Störungen. 

In  den  nun  folgenden  Ausdrückender  periodischen  Störungen 
bezeichnet  |  M"  1"' 1IV  lv  lvl  die  mittlere  Länge  ron  Merkur,  Ve- 
nus, Erde,  Mars,  Jupiter,  Saturn,  und  Uranus,  so  wieww'w".«.. 
die  Länge  der  Perihelien  der  Bahn  von  Merkur,  Venus,  Erde 
Bey  den  Störungen  der  Länge  wurden  im  Allgemeinen  diejenigen 
weggelassen ,  die  unter  einer  Sekunde  sind,  so  wie  bey  denen 
des  Radius  Vectors,  die,  welche  unter  ooooooö  betragen. 

Merkur. 

• .       *     *     •         •         •".**  • 

dv  =  —  i".5Sin  2  (l'  — 1) 

—  4.0  Sin  (2I'  — '1  —  w) 
0  .  l_  !.7Sin  (31'  — 31  —  w) 

—  3.3  Sin(3l'v_l— w) 

-f-  1.7  Sin  (31  —  51'- 43 °.3i) 

—  8.5  Sin(2l  —  51'  +  3o°.22) 

dr  =  0.000001  Cos  2  (1'  — 1) 

—  0000001  Cos  (31'  —  al  —  w) 
1          —  o  ooodo3  Cos  (31«^— 1— w) 

-f-  0  000002  Cos  (31  —  51'  —  4^°.97) 

Die  Störungen  der  Breite  betragen  alle  nnr  kleine  Theile  einer 

Sekunde. [  ■'  2  1 

Venus. 

— -         •  »  * 

dv'=  +  5".o  Sin 

-f-i  1.4  Sin  2(1"— V) 
—  7.2  Sin  3  (!"—!'; 
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—  i.iSin40"— dr'=:  4- 0.00002  Cos  a(W— I') 
4. 2Ö  Sin  (1IV— 1 )  .  —  0.0000 1  Cos  3        ■  1') 

—  1.6  Sin  (31"— 2I'— w')        —000001  Cos(llv— 1') 
(  +  4.8  Sin  (31"— al'— w"J 

4-  a.2  Sin  (51"— 4!'— W") 

—  1 . 1  Sin  (31"'— w") 

—  i.öSinO'V—w^) 

4-  i.5  Sin  (51"—  31'+9o°.oi) 
4-  2.0  Sin  (31"'— 1'4-65 .88) 
4-  1*2  Sin  (2I— 51  4-3o.23) 

Erde. 

Hv»  =  4-  5"3  Sin  (1'— 1") 

—  6.0  Sin  2  (!'— 1") 
4-  3.5  Sin  2  (1"'—!") 
4-  7.1  Sin(liv— 1/.) 

—  2.6  Sin  9  (1IV— 1")  . 

—  3-7  Sin  (31"— 2I'— w") 
.    4-i.i  Sin  (31"— al'— w') 

—  2-3  Sin  (4I  '—31'— w") 

—  i«l  Sin  (2I'"— 1" — w") 
4.  21  Sin  (2I'"— 1"— w'") 

—  2.5  Sin  (l'V  -  wiV) 

—  i  5  Sin  (2l'v— 1"— w") 
4-  11  Sin  (51"— 3l'4-2i°.o4) 
4-  10  Sin  (41'"— 2I"—  67  81 ) 

dr"  =  —  0.00001  Cos-(l' — 1") 
4-  0  0000  a  Cos  2  (1'— 1") 
+  0  00001  Cos  2  (!'"— 1'') 
4.  0.00002  Cos  (1IV— 1") 

—  0  00001  Cos  2  (l»v_i//) 

—  o-ooooi  Cos  (4I" — 31' — w'') 

Die  Störungen  der  Breite  der  Erde  endlich  sind : 

ds"  =  4.  o"  i  Sin  (2I"— 1'— 3') 
4-  0  2  Sin  (4I"— 31'— 3') 
'..       ....  +0.9  Sin  (al1*— 1  '— S1V; 

wo  3,  $'....  die  Lange  des  aufsteigenden  Knotens  der  Bahn  des 
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Merkur ,  der  Venus ...  in  der  Ekliptik  sind.  Zu  diesen  Werthen 
von  dv"  und  dr''  wird  nach  Cap.  IX  7  noch  die  Störung  des 
Mondes  dv"  =  o/'«2Q,  Sin(  C  — 0  )  und  dr"  =  O  000044  Cos  ( {  — 0  ) 
gesetzt« 

Mars. 

dv///  m  -f-  7"  o  Sin  (1"— l'") 

—  1.0  Sin  2  (l"— 1"') 
+  24.4  Sin  (liv_l///) 
— 13.6  8^2(1^— 1/") 

—  1.9  Sin  3  (1™— 1">) 
4-  i.3  Sin  (iv— 1'//) 

+  1.1  Sin  (2I'"— - 1'— w'") 

—  10.1  Sin  (2I"«— 1"— w"') 
+  5.i  Sin  (21'"— 1"— w") 

—  6.5  Sin  (31"'— 2I"— W'") 
+  5  5  Sin  (!«▼—  w"') 

—  5  4  Sin  (1™— wlv) 

—  23-6  Sin  (al^— 1'"— W^O 
+  2.6  Sin  (2lIV — 1'" —  w IV) 
4.  2.3  Sin  (31IV— 2I'"— w'") 

I  —  3-6  Sin  (31IV— al'"— w1*) 

—  2.Ö  Sin  (2I'"— 1™— w4") 
+  i«3  Sin  (31"'— 2liv_w'") 

—  1.8  Sin  (2iv— 1'"— w'") 

—  6.9  Sin  (31"'— 1'+65°.44) 
+  1.4  Sin  (31  '— l"+73-2o) 
4-  4.4  Sin  (41"'—  2l"+67.8i) 
+  2.7  Sin  (51"'— 3l"4-6838) 

—  t.5  Sin  (21^4-60.12) 

4.  1-3  Sin  (liv_l///_|_54  69) 

dr'"  =  —  0.00002  Cos  (1"— 1"') 
4-  0.00008  Cos  (l,v— 1"') 

—  0  00007  Cos  a  (1IV— 1"') 

—  0.00002  Cos  (31"'—  2I"—  w"') 

—  000006  Cos  (al'V— 1'"— w'") 

—  0.00002  Cos  (31^— 2l'''— wIV) 

Tn  diesen  und  den  folgenden  Ausdrücken  ton  dr  sind  alle 
GröTsen  unter  0.00001 5  weggelassen  worden«  Die  Störungen 
des  Mars  in  Breite  sind  unmerklich« 


Digitized  by  Google 


335 

Die  nun  folgenden  Störungen  der  drey  letzten  Planeten  sind 
aus  den  neuen  Tafeln  Bouvards  (Paris  1821)  genommen.  Sic 
setzen  die  Excentricitäten  voraus  elv  =  0  048 16a  ,  ev  =  oo56i5o 
©vi  —  0.0466 1  x 

Die  mittleren  Längen  dieser  drey  Planeren  sind 

inr     8i°  872o4  +  3o.34<)o885  t 

IV  =  123  091Ö0  +  13  231  1463  t 

ivi  —  173.6046a  +  4  2849013  t 

wo  t  die  Zeit  in  Julianischen  Jahren  (von  365£  Tag)  seit  der  Pa- 
riser Mitternacht  des  1.  Januars  1800  bezeichnet. 

Eben  so  sind  die  Längen  der  Perihelien : 

-wIV  =  11.12719  +0.0018440  t 

wv  =  89.13901  +0-0053629  t 

•    wVI=  167.50655 +  0.0145834 1 

und  die  Längen  der  aufsteigenden  Knoten  der  Bahnen  in  der 
Ekliptik 

B1?  =  98.42915  -f-  o  0095342  t 

•  > 

Sv  ss  1 « 1.93521  4- o  oo85aio  t 

« 

$vi  =  72.98917  +  0-0039347  t 
Ferner  sind  die  grofsen  Ungleichheiten  dieser  Planeten 
AIV  =  -J-(o° .32962—0  0000096t)  Sin  (51v—  21^+40., 7_o°o2i2t) 

— O°.oo334  Sin  2  (51V—  q1iv-(-4-  17— 0  02 1 2  t) 
Av  =  —  (o°.79796—o  0000323 1)  Sin(51v—  2llv-f-4°.i6— o°-o2i3  t) 

+  0.00847  Sin  2  (51v — 2l,v+4-  *  6—0.03 1 3 1) 

+  0.00938  Sin  (31v,—lIV—85°.57) 

Avi  =  _  (0o.o353o— 0.000004 1)  Sin(3ivi— iv_88°.56— o°.oo48 1) 
Endlichscye  X>v  =hv+ A>v,  av-jv  +  Av  und  XVi  _  ivi _|_ Avi 
Dieses  vorausgesetzt,  hat  man  für  die  Störungen  Jupiters 
dv  =  —  o°.o224  Sin(XIV — A.V— 1°.  i5) 

+  o.o555  Sin(2X,v— 2XV_,.1?) 

+  0.0045  Sin  3xv) 

+0  0010  Sin  (4X,v-4*y) 
+  o.ooo5  Sin  (5A.Iv__5AV+1  j 

+  oo367  Sin  (A.1V— -2Ä.V — 13.09+000423 1) 

+  0  0048  Sin  (2*.^— 4^v_^57  20) 

+  00009  Sin  (5MV— io^v+5i.36) 

+o  o33i  Sin  (2^v— 3XV— 61.56+0  0073 1 1) 

—  0.0004  Sin  (4*W—  6A.V+54  43) 
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-J-o.0449  s»n  (3^— 5XV^_5638-f-o.oi/|0 1) 

—  00042  Sin  (3A>V— /,xv— 6a.8o) 
+  o.oo34  Sin  (3A*V—  o^v_  8.8,) 

4-0  0026  Sin  (3AV— AIV-f  68  20) 
-f-ooo3iSin  (XvH-44.q5) 

—  000 1 4  Sin  (2  AV-|_45.75) 

+  o  oo3i  Sin  (4*IV— 5av  +58.oi) 

—  0  00 1 4 Sin  (2MV — Av—  1 6.33) 
+  oooo3  Sin  (4*,v  —  3XV— 2.65) 

—  00004  Sin  (x1*—  XVI) 

r 

Da  nun  die  jährliche  Präcession  der  Nachtgleichen 
5o".io  =  oa.oi3u2  ist,  so  wird  für  die  gegebene  Zeit  t  nach 
1800.00  die  wahre  heliocentrische  Länge  Jupiters  in  seiner  Bahn, 
vom  mittleren  Aequinoctitim  gezählt,  seyn 

L*v  =MV  +  o°.oi3Q2t-l-  dv-fB 

wo  B  die  elliptische  Gleichung  der  Bahn  ist,  welche  letzte  nicht 
mit  dem  Argumente  der  mittleren  Anomalie  1IV— wlv,  sondern 
mit  der  durch  die  grofse  Ungleichheit  corrigirten  mittleren  Ano- 
malie Alv_wlv  gesucht  werden  mufs.  Den»»  diese  Gleichung  der 
Bahn  soll  mit  derjenigen  mittleren  Anomalie  bestimmt  werden, 
die  in  der  That  in  dem  Falle  statt  haben  würde,  wenn  weder 
eine  elliptische  Bewegung  des  Planeten ,  noch  eine  Störung  des- 
selben durch  die  anderen  Planeten  existirte,  daher  die  mittlere 
Länge  1IV  wenigstens  zuerst  durch  die  vorzüglichsten  Störungen, 
oder  durch  die  groise  Ungleichheit  corrigirt  werden  mufs.  Diese 
Gleichung  ist 

B  =  +  (5°.5i74+o°.oooi757  t)  Sin  (X^wiv) 
+  (o  i66o-f-o.ooooio53  t)  Sin  2  (Aiv_wiv) 
+  0.0069  Sin  3  (Aiv_w) 
+  0  ooo3  Sin  4  (Aiv__w) 

Für  die  Entfernung  Jupiters  von  der  Sonne  ist  eben  so : 

r»v  =  5.20876-1-0.0000384  t 

—  (o.25o36-f- 0.0007964  t)  Cos  (Aiv_w,T  ) 

—  (0  00602  -f-  o  oooo384  t)  Cos  2  (Aiv_w,T  ) 
*j|  —  (0-00022  -|-  0.0000021  t)Cos  3  (xw— w*J  ) 

l  _  0  00009  Cos  4  (A»v_vi»  ) 
-f-  0  00066  Cos  (Aiv — Av — 1°.35) 

—  0  00280  Cos  (2X»v — «Av — |.o3] 

—  0  00029  Cos  (3Aiv— 3^) 
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—  o.oooö7  Cos  (4>;tr-^4Xv) 

—  0.00002  Cos  (5\iv— 5xv) 

-f-  O.OOO29  COS  (A.1V — 2A.V  22°.2l-f-0  005-2  t)  - 

-f-  0.000 1  o  Cos  (2a.1v — 4\v-|-5 1 ,07) 

—  0.00089  Cos(2\iv— 3AV— 62.47-J-0.0073  t) 

—  0.00199  Cos (3/Uv_5A.v-{-56. 294-001 40t)  • 
0.00024  Cos  (3>»v_4xv_ 62.16) 

—  o.oooi3  Cos(3A.iv__  2Xv_7.58) 

-J-  O  OOOO7  C08(^V+3"9.33) 
S—  O.OOO08  COS  (2\V-|-1 1.02) 

-f-  0.00009  Cos  (4vv—  5A.v___14.39) 

—  0.00029  Cos(5Xv__aXiv — i2«iö) 

wo  die  Tier  eingeschlossenen  Glieder  die  elliptische  Aetidertitig 
der  Grölse  r  bezeichnen. 

Endlich  ist  die  Poldistanz  Jupiters   

piv  =  90  -  ( 1  °.3 1 44-o-öooo63 1)  sin  (L-v-_>iy) 

—  0.0002  Sin  (A.iv__aXv_.540  _6) 
 o.ooo3  Sin  (2X»r— .  3av__54.36) 

—  0.00 1  o  Sin  (3A.iv — üA.v-j-54* » l) 

Ebeh  so  ist  für  Saturn  die  Wahre  Länge  in  der  Bahn: 

L*  ÄÄ.r-4-o°.oi393t» 

4-(66.43.8-o.0Oo355t)Sin(A.*  —  w*  ) 
-|-  (0.2355— 0000025 1)  Sin  2  (A.v  —  wf  ) 
<       (0.01  i  o— 0.000002  t)  Sin  3  (A,T  —  w  *  ) 
+  0.0006  Sin  4  (  X»  —  w*  ) 
+  o.ooüo  Sin  (x»v_a.v+78  06)  " 
— .  o.oo83  Sin  (2A.iv— 3  A/- 5.7 1 ) 

—  0.0018  Sin  3  (Aiv_A,v) 

—  o  ooo5  Sin  4  (A.iv__\v) 

—  (0.1 161+0.000006  t)Sin(XiT_-2Ä.v__i4.62-f-o.oö375ö  t) 

—  (0.1 853— 0.000004  t)Sin(2Xiv_4Xv-|_56.Ö7-f-ooi  3659 1) 

—  0.01 34  Sin  (3Xv__a.iv-J-77.36— 0.009598  t) 

—  0.0067  Sin  (dxiv__3a.v-|- i  4-63— o.oo344 »  0 
4-o.oo3iSin(A>v+85.öo) 

—  0.0041  Sin(4Xiv— 9A.V-4-5183) 
+  0-0014  Sin  (3  Anr_4A.v__63.78) 

-f-  0.0008  Sin  (  2X1  v—A.v-l-3 1.71) 
HL       *  Y 

* 
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+  0  0008  Sin  (3Aiv_5A.v+  57. 1 5) 

+  0.0004  Sin  (4X»v_5\v_62-i)4) 

—  o  00-8  Sin(Xv— Ä.vi) 

+  0  004  \  Sin  (2  A,  v_-.avi) 

+  0.0006  Sin  (3a.v_3a.vi_68.45) 

+  0  oo83  Sin  (2AV_3A.vi-|-33.y3j 

+  o  00 3.o  Sin  (Av__A.vi-)-'-a.2o) 

+  0000Ö  Sin(3A.v_2Ävi„0ö-i5) 

+  o.woo4Sin(A.vi_4l.63)  ,  . 

und  d<  r  Radius  Vector 

r  *  =  9-55778—00000171 

f  —  (0.53499+0  000030 1)  Cos(Xv_Wv) 

I  — (o  oi5oo+o.ooooo2  t)  Cos  2  (\v_wv)  ,   

_  (o  ooo63)  Cos  3  (A.v_wv)  ■  ; 

—  o.oooo3  Cos  4  (Xv-t-v) 

—  o.ouc  J4  Cos  (A.v_  1  o-35) 
-(-0.00807  Cos  (A-iv — A.v-f-3.96) 

+  O  OO  1  38  COS  '2  (hiv  \V) 

+  0.000  3 2  Cos  3  (A,iv — A.v) 
4-  o«ooo  1  o  Cos  4  (Xiv — a,v) 
+  0.00004  Cos  5  (  A>v — xv) 

4- (o  oo534)  Cos  (Xiv_ 2A.V—1 1.76+0.004095  t) 
+  (o.oi5i3)  Cos  (2X1V—4A-V+56  69+0.013626 1) 

—  0  001 17  Cos  (3 xv— a.iv — 90  21) 

—  0.00 1 38  Cos  (2A.1v—.  3A,v — 23  32^ 

—  000023  Cos  (3A.iv — 4\v — 6i.35) 
+  o.oo35i  Cos(5A.v — 2A.iv-j-i3.o3) 

—  o.  000 1 2  Cos  (Aiv  —  53. 1 4) 
+  0000 1 1  Cos  (2\t  v — A.v — 29.70) 
+0  00016  Cos  (A.v — a.vi) 

—  0  00042  Cos  2  (xv  -  A.vi) 

—  ooooo5  Cos  3  (A.v — fcvi) 

—  0  00066  Cos  (2A.V — 3A.vi-f-23.73) 

pv  =  900  — (2.4933— 0.000043 1)  Sin  (Lt—St) 
4-  0.0009  Sin  (A.iv — 2A.V — 54  26) 
+  0.0025  Sin  (_x«v — 4XV+59.51) 
—  o  ooo5  Sin  (aiv+54-26) 
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Endlich  hat  man  noch  für  den  wahren  heliocentrlschen  Ort  Jes 
Uranus 

IjTI  =  ^V«  +  O.Ol3()2  t 

f  +  (5-3485 — 0  000039  t)  Sin  (^v — wvi)  - 
1  +  (o-l56o — 0.000002  t)  Sin  2  (*vi — yrvi) 
i  +  o.oo63Sin3(avi_Wvi) 
^  +  o  ooo3  Sin  4  (xvi — wvi) 
+  0.0062  Sin  (xv— xvi+2120) 

—  0.004  1  Sin  2  (W — Xvi) 

—  o.o3o3Sin  (X*  —  2A,"  +71.35+0  00430  t) 

—  o.ooo5  Sin  ( 2  Av_4xvi+38. 50) 
+  0.0i45Sin(\tv— Xvi) 

—  o.oooi)  Sin(xtv— 2xvi— !4.85) 
+  0.0007  Sin  (2A.V — 3^vi+23«33) 
+  0.000/1  Sin  (A.v+450) 

+  oooo3  Sin  (2A.1v— xvi—  io.34) 

rn  =  19.212098 

{ —  (0.Ö9488— 0  0000048  t)  Cos  (Xvi— ttvi) 
—  0.02088 Cos  3 (X"— W") 
—  o.ooo73  <  os  3  (V  —  ) 
—  o.oooo3  Cos  4  (y*  —w") 
+  0  oo339  Cos  (A.*  —  A."+5  o3) 
+0.00039  Cos  2  (A.* — Xv* ) 
+  o.oo58i  Cos(A.v  —  2Xv,+74-o8) 
+  0.00489  Cos  (x,v— XV  ) 
•    +oooo58  Cos(2A.v  —  3A."+5i.o4) 

—  0.00072  Cos  (3  V1  +75.01) 

■»  900  —0.7745  Sin  (Lvl—  SVI) 

—  00008  Sin  (X*  —  2  V  —54. 1 4) 
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ZWÖLFTES  KAPITEL. 

Störungen  des  Mondes. 


5. 

D  a  unter  den  Störungen,  die  der  Mond  in  geiner  elliptischen 
Bewegung  um  die  Erde  leidet,  blofs  die  der  Sonne  noch  beträcht- 
lich sind,  so  wird  die  Fntwicklung  dieser  Störungen  des  Mon- 
des durch  die  Sonne  blofs  eine  Anwendung  der  vorhergehenden 
Auflösung  des  Problemes  der  drey  Körper  seyn ,  und  es  scheint , 
dafs  dieselben  Ausdrücke,  welche  oben  die  Störungen  der  Plane- 
ten unter  einander  gegeben  haben,  auch  für  diese  Störungen  des 
Mondes  hinreichen  werden. 

Ist  34'Ji"  die  Horizontalparallaxe  des  Mondes,  und  8''.  6 
die  der  Sonne,  so  ist 

a  ss  — es  0.0020066 
also  bLi  =b  2.oooo3i      b1  t  =  —  O,ooa5o7 

b°  ss  2.oooo3 1  b1  =  0.002507  und  b\  —  0.070520. 
4  *  I 

Weiter  ist  die  mittlere  Bewegung  des  Mondes  während  ei- 
nem Jahre  n=i73256oo",  und  die  Masse  der  Sonne  m'=354790. 
Daraus  folgt  (nach  Kap.  X.  $.  4«) 

l  nrn  l 

sider.  jährliche  Bewegung  der  Knoten  =  —  9^=  —  «9  b^ 

-=  —  72604"  =  —  2o°  10'  4",  die  Beobachtungen  geben  aber 
19°  20'  33"  also  o°  49'  3i"  weniger. 

Die  säkulare  Bewegung  der  Neigung  der  Mondsbahn  ist  Null, 
weil  (Kap.  X.  J.  4.  Gleichg.  e)  die  Größe  «'  ebenfalls  Null  ist. 
Dasselbe  gilt  von  der  säkulären  Aenderung  der  Excentricität, 
weil  (L.  c.  Gleichung  c)  das  Argument  (w' —  w)  seine  ganze  Re- 
volution schon  in  neun  Jahren  zurücklegt.  Die  säkulare  Bewegung 

Apsiden  endlich  ist  (ibid.  Gleichg.  d)  gleich  +      also  gleich 
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jener  der  Knoten,  nur  in  ihren  Zeichen  verschieden.  Allein  den 
Beobachtungen  zu  Folge  ist  die  siderische  jährliche  directe  Be- 
wegung der  Apsiden  400  38'  56",  also  beynahe  das  Doppelte  von 
der  rückgängigen  Bewegung  der  Knoten.  Dieselbe  viel  zu  kleine 
Bewegung  der  Apsiden  fand  auch  Newton  (Princ.  L.  I.  Prop.  45) 
und  Clairaut  (Mem.  de  l'Acad.  R.  des  Scienc.  1745),  und  der 
letzte  wollte  daraus  die  Folge  ziehen ,  dafs  das  Gesetz  der  allge- 

A  - 
meinen  Schwere  nicht  die  Form  —  ,  sondern  die  mehr  zusam- 

A  B 

mengesetzte  -j  -[-—  haben  müsse,  wo  B  sehr  klein,  und  m  be- 
r  rm 

jj 

trächtlich  grofser  als  2  ist ,  damit  das  letzte  Glied  —   für  sehr 

r" 

grofse  Distanzen  r,  wie  diejenigen ,  welche  die  Planeten  von 
einander  und  von  der  Sonne  trennen,  unmerklich  ist,  aber 
bey  kleineren  Distanzen ,  wie  die  des  Mondes  von  der  Erde ,  . 
noch  seinen  Einflufs  äufsern  könne ,  wo  dann  die  Werlhe  von 
B  und  m  so  bestimmt  werden  sollen  ,  dafs  sie  der  beobachte- 
ten Bewegung  der*  Apsiden  des  Mondes  genug  thuen.  Allein  * 
ein  Jahr  später  fand  Clairaut,  dafs  er  bey  seiner  ersten  Berech- 
nung nicht  aufmerksam  genu^  auf  die  kleinen  Glieder  der  Stö« 
rungsgleichungen  gewesen  sey,  welche  erst  durch  die  Integra- 
tion merklich  werden  (Kap.  VIII.  $.  *•  I.),  und  dafs  mehrere  der 
zahlreichen  Ungleichheiten  des  Mondes,  welche  hierdurch  die 
Analyse  zu  entwickeln  sind,  so  grofse  Werthe  haben,  dafs  sie  noch 
merkbar  eine  auf  die  andere  einwirken ,  und  dafs  endlich  die  in 
dem  Vorhergehenden  gegebenen  Beihen  ,  wenn  man  sie  auf  die 
Störungen  des  Mondes  durch  die  Sonne  anwendet,  zu  wenig  con- 
vergiren,  um  die  Endresultate  *nit  Sicherheit  zu  geben.  Wir 
müssen  daher  hiereinen  andern  Weg  einschlagen,  zu  jenen  Ke- 
sultaten  zu  gelangen ,  und  den  jetzt  folgenden  Untersuchungen  ;  / 
die  drey  letzten  Gleichungen  A,  B,  G  des  Kap.  II.  zu  Grunde 
legen,  indem  wir  die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  auch  hier 
beybehalten.  Es  sind  also  M  m  m'  die  Massen  der  Erde,  des  Mon- 
des und  der  Sonne ;  x  yz  die  Koordinaten  des  Mondes  gegen 
den  Mittelpunkt  der  Erde,  x'  y'  z'  die  Koordinaten  der  Sonne 
gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde,  und  xu=Cos  >,  yu  =  Sin  v 
zu—s,  so  wie  x' u' =  Cos  »>',  y'u'  =-  Sin  v',  z'  u'  =  s',  wo  s  s' 
die  Tangente  der  Breite  des  Mondes  und  der  Sonne,  also  s'=o 

1  I  s  *  1 

und  wo  r'  =  _T — =      -f-  ya  4"z*>  und  eben  so  r'9  =  — 

u»  u'* 

n^x^-f-y^-f-z"  ist. 


Dieses  vorausgesetzt ,  hat  man  nach  d.  a.  O. 

u  m'u'3 
:  -f-m'«  +  '        -  .  (i  -f  3  Cos  2  (v— 9O  -  2s'l 
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also  auch,  wenn  man  diesen  Werth  ron  Q,  in  Beziehung  auf 
v,  •  uud  u  diflerentiirt 

Sm'u"  c.    _  ,  A 
i. —  -   Sm  2  (v  —  v') 


&)  - 

/dQ\  __  us    m/u'»  s 

Vdl/  *       (i+s)i  ~u~ 


®- 


m'  u"(l+3Cosa(*— »0  —  3S>) 


du/  2U 
und  endlich 

Vdii/     u  \ds/       (•  +  ••)*  au» 

Wenn  die  Sonne  keine  Wirkung  auf  den  Mond   äufserte,  so 

wäre  Q  =  _L  =  — -  u    -  ,  also  auch 
r         \/ l  +  S1 

©    (8) =  \zir^'     =  " 

und  die  angeführten  drey  Gleichungen  A,  B,  C  des  Kap.  II.  wür- 
den in  folgende  sehr  einfache  übergehen 

dt-il  =  o  (A0 

uah 

*l£  +  u  —  !  =  o  . .  .  .  .  (Bo 

dvl  h»(»+s»j| 

*!i  +  s  »  0  (C; 

d.» 

Die  letzte  derselben  gibt  zum  Integral 

s  =  <y  Sin  (y  —  9) 

wo  «y3  die  bestandigen  GrÖfsen  der  Integration  bezeichnen,  näm- 
lich y  die  Neigung,  oder  genauer  die  Tangente  der  Neigung  der 
Mondsbahn,  und  9  die  Länge  ihres  aufsteigenden  Knotens  in  der 
Ekliptik. 

Eben  so  gibt  die  zweyte  der  drey  letzten  Gleichungen 


tt  «      ,  '         .   IV.+s«  +  e  Cos  (y-W)] 
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wo  wieder  e  und  w  constante  Gröfsen,  e  die  Excentricität  der 
Mondsbahn,  und  w  die  Länge  ihres  Perigäums  bezeichnet, 

Ta  aber.e  und  «y  nur  Mein  sind,  so  hat  man,  wenn  man  die 
Gröfsen  7*,  <y4  .  .  .  .  ,  e<ya,  ea  7  .  .  .  .  vernachlässigt 

•          f        s"        •  "1 
u  =  ;  :          1  a  — l  V-  e  Cos  (v  —  w)j 


oder 
u 


_   L  .  [  t  _l  2!!  +c  Cos  (v— w)  —5^  Cos  Ii  (v—  9)\ 

Wir  werden  aber  am  Ende  dieses  Kapitels  sehen,  dafs  durch 
die  Wirkung  der  Sonne  die  Knoten  der  Mondsbahn  sowohl,  als 
ihre  Apsiden  eine  beträchtliche  Aenderung  leiden.  Sey  also 
(1  —c)v  das  Vorrücken  der  Apsiden,  und  (g  —  i)v  das  Zurück- 
weichen der  Knoten  der  Mondsbahn,  so  sind  die  vorhergehen- 
den Ausdrücke  ,  wenn  man  in  ihnen  gv  und  cv  statt  v  setzt 

s  =  <y  Sin  (g  v  —  9) 

~  '  ■  •  • 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  der  ersten  unserer  drey  Glei- 
chungen des  Kap.  H.,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Wirkung 

der  Sonne  wegläfst ,  oder  (^Q)  —  o  setzt, 

V  d  vs 

* 

du  h3  (i  -h<yV  d  v 

dt=-  -=   

u'h 


f,  4-eCos(v-W)-^Cos  2  (g*-»l 

also  auch  ,  da  e  und  <y  nur  kleine  Gröfsen  sind , 

dt=h'dv(i  +  2<y»)  ^1  2eCos(cv-W)-r-^-Co83(gv-3)-T- 

3e 2        3  e  •  \^ 
j  H  Cos  2  'c»-w>i 

oder  endlich 

f      3  e  •     3  «y  *  « 
dt  =  h*  dv. !  1  +  - — H   a  ~a  CC°8  (cr""v)  + 

+  ^  Cos2(cv-w)  +^-iC08  3  (g*-2)] 
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♦ 

und  dessen  Integral 

t=C  +  h3  v  — h- j-J  -  -j—  Sin  (ck-w) 

und  da  der  Anfang  der  Zeit  t  willkührlich  ist,  so  kann  manC=o 
setzen. 

Kommt  der  Mond  wieder  zu  seinem  Perigäum  zurück ,  so 
ist  die  Umlaufszeit 


=i,(.  +  if+!f]. 


oder  da  sich  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  wie  die  Würfel  der 
grofsen  Achsen  verhalten 


2  2 

also  auch,  wenn  n  =  ~V  ist 

a* 

nt  =  ,— ^Sin(cv~w)  +  — ^Sin2(cv— w)  + 

+  Sini(gv-5), 

wo  man  immer  im  Nenner  c  =  g  =  l  setzen  kann. 

Eben  %o  int,  wenn  man  dieselben  Gröfsen  für  die  Sonne 
mit  einem  Striche  bezeichnet,  da  <y'=:o  ist, 

n't=y'-_  2e'Sin(cV  —  w0+^-  Sin  a  (c'>'  —  w>). 
Ferner  ist  Ii  =  a*  1 1  —  -  also 

l  2  2  J 


h«-f-(i+n«)       a  (i  —  e1)  ' 

und  daher 

u  »  i  ^+e'+^+etCosCcr-w)-^Cos2(g,-~3)] 
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und  eben  so 


u'  =  ^-[i-f<j<«-f-e'  Cos  (c'»'—  w')] 

Ist  aber  m  Jas  Verhältnifs  der  mittleren  Bewegung  der  Sonne  zu 

der  des  Mondes ,  so  ist  m  =  ^,  oder  n'  t  =  m.nt, 

~  n 

oder^  v'  —  2  e'  Sin  (0'  v*  —  w')  -f-  \  e"  Sin  2  (c'  v»  — -  w') 
=  mv  —  2meSin(cv —  w^^me*  Sin  2  (cv  —  w) 

+  ^  Sin2(gv-5) 
4 

oder  wenn  man  die  höheren  Potenzen  yon  e  und  e'  wegläfst 

v'— *e'Sin(cV— w')==m,,—  2  me  Sin(cv— w)  +  —  Sin  2(gv— 3) 

4 

oder  wenn  man  in  dem  zweyten  Gliede ,  welches  schon  in  die 
sehr  kleine  Gröfse  e'  multiplicirt  ist,  v  statt  v*  setzt 

v'=mv— 2meSin(c>— w)-h         Sin  2  (g*— 3)     2e'  Sin(c'mv— w') 

4 

Sieht  man  also  blofs  auf  die  ersten  Potenzen  von  e  und  e', 
so  ist 

5  =  7  Sin  (g  v — 3) 

u  =  !  [ifeCos(cv  —  w)] 
u'=l  [i+e'Cos(c'my— w')] 

J.  3.  • 


t. 


Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  nun  die  oben  ange- 
führten Gleichungen  des  Kap.  II.  entwickeln.  Da  unsere  Absicht 
nicht  ist,  eine  vollständige  Theoriedes  Mondes  zu  geben, 
sondern  nur  den  Weg  anzuzeigen  %  welchen  man  bej  der  Ent- 
wicklung seiner  Störungen  nehmen  soll ,  so  können  die  hier  er- 
haltenen Resultate  nur  als  erste  Näherungen  angesehen  werden , 
deren  weitere  Entwicklungen  man  in  Laplace  Mec.  cel.  Vol.  III 
findet.  Die  zwejte  jener  Gleichungen  oder  die  Gleichung (B)  gibt 
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h«  Vdu/      h'u  Vds/ 


m'u'> 


B-  -  L  .  -    »4-3  COS  2  (v— v')  —  2S1)  + 

3    /    us  m'u'»s\ 
 !  L  -_- — -  (i+3  Cos  2  (v— vO) 

I.  Der  constanteTheil  von  u  ist       wie  die  letzten Gleichun- 

d 

gen  des  f.  2  zeigen.  Die  Wirkun»  der  Sonne  verändert  diesen  ' 
constanten  Theil.    Wir  wollen  diesen   so  veränderten   Theil  ( 
durch  {,  bezeichnen;  so  hat  man,  da  sehr  nahe  a  =  b  ist,  auch 

m'a* 

ha  =  b.  Setzt  man  der  Kürze  wegen  f*.  =  — j-  ,  so  ist 

m'u'»        M    f\+3e'Co9  (c'mv— w')) 
sVi?  =  2b  '     (l+aeCos.c»'— w)) 

=  £  (i— 3eCos(cv— wJ  +  3e'Cos(c'mv— wo) 
2b 


II.  Eben  so  ist 

3m' 

3m'u'»Cos2  (v-V)  —  -^(i+3eOCos(c'mv--w'))Cos2(v— »•'). 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  für  einen  Augenblick  ' 

2y  —  o  mv  =  m  ,  c'ra»  —  w'  =  ß ,  cv  —  w  sa  y  ,  so  ist 
nach  den  letzten  Gleichungen  des  J.  2 

3  in' 

3m'u'»Cos  2  (v— v')  =  -/r(i+3e'Co»i3)Cos(*+4meSincy-4e'Sinß) 

i 

aa  _  (i  -f  3e'  Cos  ß)  (Cos  a  Cos  (4m  e  Sin  7  —  4e'  Sin  ß')  — 

Sin  a  Sin  (4  me  Sin  <v  —  4e'  Sin  ß')) 
Ä  5?  [(1-J-3e'Cosß)Co8*~(i+3e'Cosß)Sin<sX 

(4me  Siny— 4*  Sinß)] 
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3/i7 


3  in 


^Tj-  (Cosa+3e'Cos«  Cos/3— 4 me Sin a Sin«y+4e' Sin aS'mß) 
=         (Co»a+  ^-Cos(a  —  ß| 
—  —  Cos  (a-|-ß)-}-3  me  Cos  (a-j-cy)  —  o  me  Cos  (*  —  cy)) 


Man  hat  daher 

3m'ü"Cos2  (v— v') 

a,3 


Cos  2  (j^mv) 


-f  J  e*  Cos  (2  (v—mv)  —  (c'mv— w')) 

—  *  e'Cos  (a  (v— mv)  +  (c'mv— w')) 
+  2me  Cos  (2  (v  — mv)  -f-  (cv — w)) 

—  2  nie  Cos  (2  (v—mv)  —  (cv^-w)) 


m'u'» 

Setzt  man  aber  in  dem  Ausdrucke  .  .     in  rdicGröfse  e  =  e'  =  o 


a 


/3 


2h»u» 

und  multiplicirt  Hindurch       ,  so  erhält  man: 

m 

-r— r  =  - — r  .  (i— 3e  Cos  (cjn— w)) 
ah'u3        2m'    v  " 

Daraus  folgt: 

+  J  e'  Cos  (2  (v—mv)  —  (c'mv-w')) 
—  \  e'Cos  (2  (v — mv)  -f-  (c'mv— w')) 

<J  —  Cos  (a  (v — mv)  — (cv — w)) 

I  2 
I  3e 

j  —  —  Cos  (2  (v — mv)  4-  (cv — W)J 

I—  2  me  Cos  (2  (v— mv)  —  (cv— w)) 
1+  a  me  Cos  (2  (v— m  v)  +  (cv— w))j 

III.  Ganz  auf  dieselbe  Art  werden  auch  die  übrigen  Ent- 
wicklungen gefunden ,  yon  denen  ich  der  Kürze  wegen  nur  ihre 
Resultate  hersetze. 


*■  (2)- pSs  ta  hem',ua 

3m'u'»  du 


3u3ha  udv 


.  Sin  a  (v  —  v')  zu  erhalten,  wird  man  erstens 
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3m'u 


—  ~u3  h,  Sin  2  (*  —       suchen ,  indem  man  in  der  Entwicke- 


3m'u'3 


lung  der  Gröfse  ^7^7  Cos  2  (y  —  W)  in  (11)  den  Winkel  2*> 

du 

um  90°  vermehrt.  Dann  ist  — ^  =  —  c  e  Sin  (c  v  —  w) , 
also  auch 

(dQ\  du  _  3p  /ceCos[2(v— mv) — (cv— mt)]  \ 
dv/h'u'd«/     4b  V— ceCos[2  (v-umv)-|_(ci/— w)]/ 

hat>f  Vd  vS  u»  ha  /  u* 

Man  erhält  aber  aus  der  Entwicklung  des  Ausdruckes 
3 111  'u' 3 

,     •  Cos  2  (v — v')  in  II.  den  Ausdruck 
ah'u3  v 

3m/  ufi 

Sin2(v— W),  indem  man  a*  um  90°  vermehrt, 


t*  11* 


und  den  letzten  Ausdruck  durch  *  multiplicirt.  Ferner  ist 

u 

—  =  2a[i — eCos(cv  —  w)]  ,  also  ist  auch 


h«'  Vd  v/u*  b 


2(1 — m) 


t  Cos  2  (v— v') 


1  e  Cos  [2  (v—  m*)— (cv  —  w)]j 


—  !  e  Cos  [2  (v-my)-f  (cv-  -w)] 

1 — m-f- « 

-f-  7e/       Cos[2(v— mv) — (c'mr — wO] 

2(2— 3m) 


2(a— m) 


Coi[a(»— w)+<c'mt--w')] 
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Noch  ist 

i-~-hu=  I  [i+(i—c")eCo8(cy—w)],  alsoauch 


3m 
b 


1(1— m)  Cos  2  C»'~mv) 


W)] 


f 

(i— m) 


<  ~~  i— 6  Co9  £a  <*—■»)  +  (Cr— W)] 

»  I 

+  a  (a— 3m;  CoS  [a  ^mv)-(c'mv^wO] 
-  ä  gZg  Cot  [3  (v— m*)  +  (c'm^w')]  . 
V.  Endlich  ist  noch  ans  dem  in  L  entwickelten  Ausdrucke 

h-  Vdu/       h«u  Vds/ 


das  Glied  —  ^(t-f-s8)!  ÜDfig»  urtd  dieses  ist  gleich 

—  r  [i  ~  l«y 9  Sin«  (gn  —  3)]  wofür  wir  hier  Jblofs  —  '  setzen 

MM 

wollen. 

VI.  Nehmen  wir  nun  an,  dafs  £u  der  Theil  von  u  ist,  wel- 
cher der  Störung  zugehört ,  und  dafs  man  habe 

a£u  =  A°Cos2(v  —  m  v) 

-f-  A  *  e  Cos  [2  (v  —  m  v)  —  (cv  —  w)] 

-f-A«  e  Cos  [2  (v — mv)-|-(cy  —  w)] 

+  A»  e' Cos [jG/-m»)  +  (c'm v  —  wO] 

+  A4  e'Cos  [2  (v  —  m  v)  —  (c'm»  —  w')J 

-fA' e'Cos  (c'm»- w') 


35o 

m'u"  „       .  ,      3m'u'»  Su 

so  gibt  Jas  Glied  in  I.  das  Differential  —  3h.a4 — 

...  • 

Es  ist  aber  aus  I. 

-  3m^=  _  3*     _  3  e       (c  v  _ w)     3 c/  Cog  (c,mi,_w,):i 
ah'u4  2bu 

< 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  durch  £u,  und  setzt  man 
1 

-  ss  a  [1  — e  Cos  (cr-w)], 
u 

,  ... 
so  ist  jenes  Differential 


•     —  -g  (a£u  —  2A°eCos  [i(»-mv)  —  (cv— w)]) 

VII.  Das  Glied  Cos  2  gibt  das  Differentiale 

am'u'»£u„                     3m'u'*Av'  1 
—  *  .      .     Cos  2  H   '  8m  2  (v— vO 

Das  zweyte  Glied ,  dessen  Entwicklung  den  sehr  kleinen  Faktor 
me  enthält,  kann  hier  weggelassen  werden.  Substituirt  man  aber 
in  dem  ersten  Gliede  &  >u  aus  VI.,  so  ist 

-.2^.cc.,(,-fy)     •         '  .  ' 

2h'u* 

m  Sit  [A°+(A/—  4A0-r-./y9)eCös(cv--w)-F 

4b  •  1  "  • 

3  A°  +  A*  +  A *)  e'  Cos  { c' m v  —  w')] 

VIll  Das  Glied  _  3™ u  Sin  1  (v-v')  ^  zum  Diffcrential 

2  h*  u*  dv 

.  *5  .        Sin  2  (v-V)  -  gfc^^ 
h'u*     dv     u  2h2u*dv 

_  3/*  /[2(i-.m)A°-|-(2— c)A'+(*+c)A4  —  0A°]  eCos(cv— w)\ 
4b  V  +(6A0H-2A3+2A*)e'Cos(c'my— w')  ' 

IX.  Das  Glied  +  »)  %  ^  «• 

(d'u        n   /i3m'ii/,dy  x  , 

d,-  +  u)y  Tv-  sm  2  ^-  ,md 

ferentiale  ist 
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12m'  /u's  dv  sbn 


13m'  /u's  dv  v 


qm'    /»u"  5u' 

—  i.r"  /    di>  Sin  a  (v  —  v') 

h3a./      u*  v      .  ' 

Entwickelt  man  dieses  Differential ,  und  setzt  man  abkür- 
zend c  =  ,  -       g  =  ,  +  a«^     Ut  drsselbc 

3u 

=  —  -    [4Ct —  m)»  —  ,]A° 

4b  (i—  m)  J 

(fy*  /[4(i~m)'^i]i2Ao\ 
4b  V     (2— m)  (2— diu)  / 

.  ....  <»        »  j 

J.  4.  " 

•  ■  •  »  I 

Sammelt  man  nun  alle  vorhergehenden  Glieder ,  so  sind  je- 
ne ohne  Cosinus  und  ohne  A°,  A'  .... 

d'u  1  fx 

dV^  +  u  —  b  +  sb 

■ 

die  ohne  Cosinus  und  mit  A°  sind 

-  -b"  (^(t-m)  +  — — — )  = 

=  _  ^  A°         7m\  _       3/xA°(4— 3m) 
4b  A    V  >~ »n  /  *  4b 
.  Die  mit  e  Cos  (cv —  w)  sind 

fa+3(A'~4Aft+A«)  \ 

-  ZJL  J  —  (a— c)A'+(5+c)AJ-  8  A'  1 
*b  1         ,7+(a-c)'A'        ,a(— m)       x  j 


Digitized  by  Google 


353 

4b  v  4--C«         1       i — m  J 

Die  mit  Cos  2  (»— m»)  sind 

Die  mit  Cos  [2(v— mv)  —  (cv— w)]  sind 


4b        b   [4(1— m)       i—m— c  J  b  4b 


3/i  f        c — 3        1 — c*  i  1 

T  r  +  "T  +  4Ö=S3  ~  ^^e) 


Die  mit  Cos  (c'ra*  —  w')  sind 

—  2^(3  A°+A»+A*)  +  ^  (6A«+2A«+aA*) 

sb     4b  4b 

 3pA°   o^A'  _  9/zA« 

4b(a— m)(a— 3m)         4b  4b 

4(t-tA^       l8A°  aA.-*AO) 

ab  \  (2— m)(a— 3m>  J 

Die  mit  Cos  [a  (v  —  m  v)  +  (c  v  —  w)]  sind 

_  0^  _  3/xc      3^(i --m)      3^  ä(Ju 
4  b       4b        b(i-_m-f-c\  ab 

4b  V  »-rafcT  / 

2 

Endlich  ist  das  Glied  ron  Cos  [2  (v—  mv)  +  (c'mv— w')] 

gleich  —  Ü£  +  2  AJ>)  1  und  jenes  yon 

4b  \2— m  s 

Cos  [2  (v-mv)-(c'mv-vO]  gleich  +  ?^  (   *^    -  2  A«) 

4b  >2 — 3  m  / 

Aus  allem  Vorhergehenden  folgt  für  die  Gleichung  B  des  Kap. 
II«  der  Ausdruck 

di*  b        2b  4b 
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_?gfH-(,-c)A'-/'(l6-c,>  A°+  13-3c+c'A  ^  e  Co8(c,~W) 


4-  ^  (  ir?  -  A°  V08  2  (*-m *> 

ab  Vi — in  -/ 


ST3  L  1""c2..,  !  ^eCos[2(>_mv)_(cv_w)] 

4-  ^Jt(  l- JA1  —  :  18  A9  :  2A8—  2A4  V  Cos(c'mv-w') 

abV  (2— m)  12— 3m)  y 

■ 

—      ( 3+c+2A»+  *  ^  e  Cos  [ü(v-mv)  +  (cv— w)] 

4b  V  1— m-j-|/ 


*!  f li±!  \  e'  Cos  [2  (v-  mv)  +  (Cmv-w')] 
b  v  2 — m  J 

JL.  *!t(jlzhl  \  e'Cos[2(v— mv)  —  (Cmv-w')]     •  •  •  (B'0 
b  V  2— 3m  / 

'    .  * 

5.  5. 

» 

Um  nun  die  beständigen  Gröfsen  A°  A*  . .  .  .  zu  bestim- 
men, so  ist,  wenn  man  durch  u  das  gestörte  u  bezeichnet,  wie 
es  in  4er  letzten  Gleichung  (Ii")  geschah, 

u  ==  -  [i-J-eCos(cv  — w)]  +  <$u 
a 

und  nach  §.  3.  Nr.  VI. 

\  •  • 

3 u  =  —  Cos2(v  -  mv)  +  '--  eCos[2  (v-  mv)  —  (cv— w)]  +  . . .  . 
a  a 

Ist  daher  c  und  w  beständig,  so  ist 

•     t  =  ü  Sin  .  -m)  -  Sin  2  (v-m.)  ' 

dv      a  a 

A'e 

—  (2-2m-c)  Sin  [2  (v-mv)  —  (cv-w)]  

*  *  -  » 

und  daraus  folgt,  wenn  man  c  =  t  setzt, 

=  e-£lcos(cv-w)-4(i-m)a~  Cos  2  (v-mv)  fi 
dva        •  * 

HI«  Z 
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A'  e 

—  (2 — um — c)a  Cos[a(v— mv)-(ci>-  w)] 

A»e 

—  (a— 2m-J-c)8  Cos  [2  (v— mv)^-  (cv—  w)] 

v  A»e' 

—  (2— my  Cos[2(v — mv)  -f-  (c'mv— w')] 

r  ft 

: 

A4e' 

—  (2  -  3m)*          Cos  [2  (v— mi/)  — (c'mr — yr')J 

m2A<c  _      ,  v 
—  Cos  (c'mv — w'), 

a  ,  ~ 

.  .  d9u 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  u  und  ^-y  in  der  Gleichung 

•  * 

(ß")i  und  setzt  man  dann  die  Aggregate  der  Glieder,  die  densel- 
ben Cosinus  zum  Faktor  haben,  gleich  Null,  so  hat  man  aus 
den  Gliedern  des  Cos  2  (v — mv) 

o»[.-4(.-»)-JA'+  C— 

2D    >»i — m  / 

Der  Faktor  von  Cos  [2  (v — mv) —  (cv — w)]  gibt 

3Ma/,      c — 3      1  — c»           i  \ 
o=[i — (2— 2m— c)9]  A'+-~{  A°H  1  1 

Der  Faktor  von  Cos  [2  (v — mv)-{-(cv — w)]  gibt 

o=[i-(2-2m+c)-]A--^(3+c-f— m—  +  2A9) 

-       • 1 

Der  Faktor  von  Cos  [2  (v— mv)  +  (c'mv— wO]  gibt 
Der  von  Cos  [2  (v — mv)  —  (c'mv— wO] 
und  endlich  der  von  Cos  (c'mv— w') 

»  » 

3ui  /  -■  i8A°  \ 

V,  =  U-m>'»+  £  ( .-J  A« -^mHa_3m;     2A*  -sA'J 
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■  ■ 

und  diese  sechs  Bedingungsglcichungcn  reichen  hin,  die  Werthe 
der  sechs  GröTscn 

A9  A"  A«  A»  A4  A5 

zu  bestimmen. 

J.  6. 

Wir  wollen  nun  wieder  zu  der  Gleichung  (A)  des  Kap.  II. 
zurückkehren. 
Es  war 

u  =  ^»+e9  4-^4-eCos(cv— w)  —  ^-Cos2(gv— 3)^-f^u 
also  ist  auch 

1                    <yfl  fv3 
  =  1  — se*  2  e  Cos  (cv — w)  +  —  Cos  2  (gv — 9) 

a«u9  2  2 

■ 

+  !£l  +  !£l  Cos  2  (cv-w)  +  ^  Cos  (cv-w) 

3  2  2 

3<V*e  fp 


jcos  [2(g^-5)—  (cv— w)]  +  Cos  [>(gv— 9)  +  (cv— w)]j 
Ferner  war  h==b*  i»  —  J ,  a's0  lst  auc 

3  3e»  ' 

ES  1— 2c  Cos(cv-w)+      Cos  2(gv— S)  -\ — -  Cos  a(cv— w) 

I 

+  ^  Cos>— w)— |*y°e  |^Cos[2(gv— 3>— (cy— w)]  + 

Cos  [2  (gy— 3)  +  (cv—w)]  j 

und  eben  so  wird  man  haben 

=  1  —  3  fe •  +  *r  +  e  Cos  (cv-w)—      Cos  2(gv-*)) 

+  3  ^e 3  +  ^-  +  e  Cos  (cv— w)—  j-  Cos  2(gv— 5)^  * 

Z2 
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also  auch : 

e*  cy* 

i  4-  U— =1 — c" —  '7  3e Cos (cv — iv) 

1      o     1     1  Ii 


a3u3  3e»  x  3<y" 

+  —  Cos  a(cv— w)  H — j-  Cos  2  (gv-3) 


-         Cos  [3  (gv— 3)  -  (cv-w)] 


Endlich  ist 


V 


1  +  hV  l  d>J 

*  (/©  •  sr  - 

Die  Gleichung  (A)  geht  daher  in  folgende  über: 

f/       y*\  3ea 
i — 2ef  i — —  )Cos(cv— w)+  —  Cos  2(cv— w) 


_3 

2h' 


+  \  Cos2(gv-S)— ^-^Cos[2(gv— 3)— (cv~w)] 
 rl^If  Cos[2(gv—&)  +  (cv~w)]         -  ' 


2a*dv.5u 

~fcT 


«y»  3e*  I 

i-r-e«  — —  3eCos(cv — w)H — ~Cos2(cv — w)  j 


3fy«  3<y*e 
+  - ^-Cos2(gv-3)  ^-Cos[2(gv— 3)— (cv—w)]j 


X  Cd^}  '  u») 


Wir  wollen  diese  Gleichung  (A")  nennen.  Um  sie  bequem 
zu  integriren ,  nehmen  wir  analog  mit  dem  in  §.  3.  V.  gegebe- 
nen Ausdrucke  an 

n  t + c  a=  v     C  0  e  Sin  (cv— w) 

+  C1e'Sin2(cv— w) 

+  C3<y'Sin2(gv— »)  V  <VuyM<n<l 
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-f  C 4  «y  •  e  Sin  [2  (gv-3)  —  (cv— w)] 
-f- C5  <y9  e  Sin  0(gv— (cv— w)] 
4-G6  Sin  2  (v — mv) 
+  C7  e  Sin  [a  (v— mv)  —  (cv— w)] 
C 8  e'  Sin  (c'mv — w') 
welche  Gleichung  wir  durch  (A'")  bezeichnen  wollen. 

Um  diese  beyden  Gleichungen  A"  und  A'"  unter  einander 
zu  vergleichen,  und  so  die  Werthe  der  GröTsen  C4  Cl  C*  .  .  . 
zu  bestimmen  ,  können  wir  so  verfahren. 

Setzt  man  a=b,  so  ist  -r—  =  a*  = ($•  a).  Noch  ist 

■  n'a  asm;  , 

L  =a4  .  \/m/'  also  —  =  m»  =         =  fx  oder  /*  =  m«. 

Für  den  Winkel  cv  —  w  ist  die  Gleichung  A" 

ndt  =.  —  ad»       —  Z-^  e  Cos  (v— w),  also  auch 

,it  =  —  2  (i  —  —  )  -  Sinfcv— w)  und  daher  ist 
V         i\s  c 

Das  Glied  des  Winkels  2  (cv— w)  gibt 

.     .    „  3 

ndt=  |  e9  dvCos2(cv— w),  also  ist  C<  =  — 

Für  2  (gv-£)  ist  eben  so 

i  i 

n  d  t  =  —  cy»  Cos  2  (gv—  *)  ,  also  C3  =  — 

Für  2  (gv— 3)  —  (cv— w)  ist 

„dt  =  dv  .  ^ Cos  [2(gv-3)-(cv-w)],  alsoC  m  -  ^"ag-c) 

Weiter  ist ,  wenn  man  auch  die  übrigen  Winkel  einzeln  nimmt  : 

3 

ndt  =  -  i  e  7«  dv  Cos  [2(gv— 9)+-(cv— w)]  oder  C*  =—  4^pjj 
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Es  war  aber 


1 

3m 


h»/  Vdv  J  u» 


r(^(Ti^oss(*-mv^l^^-eCo8[3c,^n')~(c,'-Tr>]+) 


also  ist 

(3  in 3  \ 
—  m^  Cos  2  (v — mv)  —  3A°Cosa  (v — mv)  J  und 

A°  o.     .  .  3m* 

nt  =  Sin  2  (v— mv)— —  —  Sin  2  (v—mv) , 

i — m  '     ö(i — m)% 

woraus  folgt 


i— m       8(i— m)« 
Eben  so  hat  man 

ndt  =  dv  i__m_c  eCos  [2  (v—mv)  -  (cv-w)] ) 

2 

—  2  d  v .  A'  e  Cos  [2  (v — mv)  —  (cv— w)] 

(3ma  1  1 

1  +  T'i- m— c"  e^os[2(v— mv)  — (cv-w)]J 


es  edv .  Cos[2(v— mv) — (cv — W>] .  also 

(3mÄ  2A'  \ 

(^-O'  -  2-2m-J  6  Sm  [2  (V~my)  *  iCV~^  1 


■woraus  folgt 

C?  .     3  m3 —  2A'  (2 — 2  m  —  c) 

(2  —  2  m  —  c)» 
Endlich  ist  für  den  V/inliel  c'mv  —  w' 

ndt  =  —  2  A 5  e'  d  v . Cos (c' m v — w')  ,  also 
3  A  ^e' 

nt  =    ■  Sin  (c'mv — w')/  und  daher 

c'm         v  * 

Ci  -  — 
~~  c'm 
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;5-  7- 


Ist  R  der  Halbmesser  des  Erdäquators,  und  p  die  Horizon* 
talparallaxe  des  Mondes ,  so  ist 


Hu 


R 

p  =  Ru 


oder  abkürzend 


Es  war  aber:  k 

■ 

u  =  -  [l  +  e1  4-eCos(cv— w)]-H*yu,  also  ist 

p  _  5.(^0*)+  -  cCos(cv— w)+-  .  a^u 

Nimmt  man  den  Werth  Ton  a3u  aus  J.  3  ,  so  ist 

R  A  H 

p  —  —  (,-|-e3)4--  eCos(cv~w)H  .  AÄ  Cos  a(>— mv) 

a  a  * 

R 


-4  .  A'  e  Cos[2(v-mv)  —  (cv  -  w)] 

a 

-4  .  A*  cCos  [2(v-mf)  +  {cv-  w )] 

a 


+  5 .  A»  e'  Cos  [2(v-mv)  +  (c'mv-w')] 
a 

R 


>  i  a  ; 


_|  A*  c'  Cos  [2(v— mv)—  (u'uiv  —  w')] 


R 


~|  .  A5  e'Cos(c'mv_ w') 

a 

welche  Gleichung  wir  (B"')  nennen  wollen.  J 

5-  8. 

Um  nun  noch  die  Gleichungen  (A"0  und  (B"')  numerisch 

1        1  /       ma\  . 
zu  entwickeln,  so  war  fi  =  ma  und  da  -  =  -  ^>  -  — J  «l, 

so  ist  auch  annähernd  S  =  m\  Es  ist  aber  m  das  Verhällnil* 

0 

der  mittleren  Bewegung  der  Sonne  zu  der  des  Mondes  ( Jj,  »)  , 
also  m  =  0.0748016  und      =  o.oo557<).  Weiter  ist  e =0.054863, 

c'  =  o.oi68i4  DieNeigung  der  Mondesbahn  ist  <y=i858o"Sin  1" 
=  0.0900784.  Um  g  und  c  zu  ünden,  muls  mau  die  Bewegung 
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der  Apsiden,  und  der  Knoten  der  Mondesbahn  aus  den  Beobach- 
tungen kennen.  Setzt  man  nämlich  (g—i)v  gleich  der  jährlichen 
Bewegung  der  Knoten,  und  (i  —  c)v  gleich  der  jährlichen  Bewe- 
gung der  Apsiden,  und  substituirt  man  in  diesen  Ausdrücken 
für  v  die  mittlere  jährliche  Bewegung  des  Mondes  selbst ,  so  er- 
hält man  aus  ihnen 

g  =  1.004022  ,  c  =  o  991548 

Eben  so  hat  man  für  die  Sonne 

(i_c')v  =  6a",  v  =  359°  45'  40"=  1295140" 

also  c*  =  0.990951 

Mit  diesen  Gröfsen  findet  man  die  oben  gegebenen  Werthe 
von  A  und  C ,  wie  folgt : 

C°  =—  ~      —        =     3*0139°  un^  eDCn  80 

O    =   0.75639,   C*   =  O.24900,   O  93  0.74^23 
C5  =  —  0,20  000 

Aus  dem  in  J.  5  gegebenen  Ausdrucke  findet  man 

3/uta  ✓2_m\ 

2b  Vi — mj 
A°  =   =  o.oo7i58 

±!-i+4(i-m)« 
2b 

und  eben  so  A'  =  0.17981  ,  A«  =  —  0,00402 

A*  =—  o,oo3ao,  A*  =o.oi3i2,  A5  =  —  0.00784 
C6=  —  0.01018,  C7=  —  0.39594,  C8  =  0.20994. 

Substituirt  man  diese  Gröfsen  in  den  Gleichungen  (A"')  und 
(B"')i  so  erhält  man  H 

nt-f-e  =  v  —  22770"  Sin  (cv—  w)  +-470  Sin  2  (cv— w)  Ca  £  \J#a(jLsC 

+  417  Sin  2  (g„_3)— •  2 1 00  Sin  <i(v—mv)p^  <  f^tcH^ 

4-  68  Sin  [2(gv — S)  —  (cv — W>] 

—  23  Sin  [a(gw— 3>4-(cv— w)] 

—  4480  Sin  [a(v— mp)  —  (cv— w  )]  £ 
-f-  728  Sin  (c'mv— w')  ,  '  <t  «r 

Da  ferner  a  die  halbe  grofse  Achse  der  Mondesbahn,  und 

R  der  Halbmesser  des  Erdäquators  ist,  so  ist  _  der  Sinus  der 

a 

Horizontalparallnxe  amAequator  für  die  mittlere  Entfernung  des 
Mondes  von  der  Erde. 
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■    Nimmt  man  diese  gleich  o°  56'  58",  so  ist 

—  ss  Sin.o0  56'  50"  =  0.016670  und  e  =  o.o54863  , 
a  \ 

R  Y\  c 

also  -  (1  +  ea)  =34a8"i  und  —  =  187". 5,  und  daher  die 
a  a 

gesuchte  Horizontalparallaxe  an  dem  Aequator  für  jede  Entfer- 
nung des  Mondes  von  der  Erde ,  nach  der  Gleichung  (ü'") 

p  es  3q28".l 

4- 1 87" .  5  Cos  (Cv— w)  +  24.5  Cos  2(v— mv) 

4-  33 . 7  Cos  [>(v— mv)  —  (cv— w)]  /  »  , 

—  0.7  Cos  [2(v — mv)  4-  (cv — w)]  \  f 

—  o.  2  Cos  [2(v — mv)  4-  (c'mv — w')] 
4-0.7  Cos  [2(v — mv) — (c'mv — w')J 

—  0.4  Cos  (c'mv — w') 

und  in  diesen  beyden  Gleichungen  für  nt  4~  *  und  p  ist  v  die 
wahre  auf  die  Ekliptik  reducirte  Länge  des  Mondes,  w  die 
Länge  jjes  Perigeums  der  Mondbahn,  cv — w  die  wahre  Anomalie 
des  Mondes,  3  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Mondes- 
bahn ,  c'mv — w'  die  wahre  Anomalie  der  Sonne,  v — mv  die  Lan- 
ce des  Mondes  weniger  der  Länge  der  Sonne ,  und  gv  —  S  das  r 
Argument  der  wahren  Breite  des  Mondes. 

In  der  ersten  dieser  Gleichungen  ist  die  Summe  der  von 
(cv—  w) ,  und  2(cv  — w')  abhängenden  Glieder,  dieGleichung 
des  Mittelpunktes,  die  nämlich,  nach  Th.  II.  S.  61,  gleich 

—  2cSin (cv  — w)-|-(Je,4-|e4)  Sin  2  (cv— wf  ist. 

Der  Faktor  von  4480  ist  die  Evection', 
von  2 1 00  die  Variation  , 

von   728  die  jährliche  Gleichung  (II.  S.  226) 

und  417  Sin  2  (gv  —  S)  ist  die  Reduktion  auf  die  Ekliptik,  die 
nämlich  (II.  S.  70)  gleich 

S  2  .  . 
  .  Sine  Arg.  d.  Breite  =s  —  4 17" Sin  2  Arg.  d. Breite  isU 

5.  10. 

Die  beyden  vorhergehenden  Gleichungen  geben  die  mittlere 
Länge  des  Mondes  und  seine  Parallaxe  durch  die  wahr  e  Län- 
ge, und  sie  müssen  daher  zur  Anwendung  in  solche  verwandelt 
werden,  welche  die  wahre  Länge  und  die  Parallaxe  durch  die 
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mittlere  geben.  Zu  diesen  und  ähnlichen  Inversionen  kann  man 

sich  folgender  Methode  bedienen» 

Es  sey  die  Reihe  gegeben 

m  =  v  +  a  Sin  (bv+c)  +  a'  Sin  (b'v+C)  +  a"  Sin  (b"*-f  c")  + . . . . 

Man  suche  die  Gröfse  v  durch  m  auszudrücken» 

Vergleicht  man  die  gegebene  Reihe  mit  der  bekannten  Glei- 
chung Lagrange's  a  =  y  —  x  ?  y , 

soista  =  m,  y  =  v,  its  —  1,  9 y  = -5*aSin(bi/+c)» 

d  ^a 

y  —  v  ,  vj/a  =m,  — - —  =  1  r  und  <pa  =  2*a  Sin(b  m-J-c)  , 

also  hat  man 

V  c*  ,1     ,  ^      1  A  ^»aSin«(bm-f-c) 

v  =  m  —  2  a  Sin  (bm-4-cM  d.  =  

v  a  dm 

1  ^a»  Sin»(bm+c) 

""773  ^ 

Es  ist  aber  überhaupt 

d»"«  .  Sin»  a  1 

—————        —     —  /\ 

ao_,  2n-i  ,  . 

n°- ' Sin  na— nf  n— a>-' Sin(n  —  3>-^  (n-4)»-'  Sin(n~4) a } 

I  * v  1  « 3  -  j 

n.n — l.n — 3         ,  r 

 —  (n — 6)°— 1  Sin  (n— 6)  «  +  .... 

I  »9  »3 

also  ist  auch,  wenn  man  in  diesem  Ausdrucke  für  n  nach  der 
Ordnung  die  Gröben  1  ,  2,  3  ....  substituirt,  und  «  =  bm-)-c 
setzt, 

a*b 

v=m— raSin(bm-j-c)-r-2  —  Sina(bm+c) 

—  2  [3  •  Sin3  (bm-fc)  —  3Sin  (bm-f-c)] 

a4b3 

4-  2  — Q— -7  [4  3  Sin 4  (bm-J-c)  —  4.  a 3  Sin  2  (bm-f  c)] 

a^b*      /*  5.4  \ 

—  2-r — — -(  54Sm5(bm-l-c)-5.3*Süi3(bm+c)+—  Sin(bm+c)  J 
2-3. 4. y.  a4>^  ' 
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ij^^y^^65Sin6(bm+c>— 6.4?Sin4(bm+c)  ' 

+  ^  25Sin3(bm+c)) 

1.2  / 

^ZaW.7.2^  (T^inTCbm+O^.S-SinSCbm+c) 

+  1^  3ÄSin3(bm+c)—  ?'b'5  Sin(bm-f-c))  4- . . . . 

1.2  1.2  3  / 

Halte  man  z.  B.  die  Gleichung  m  =  v  -f-  Sin  v ,  so  ist 
a  =  b  =  i ,  und  c  es  a  =  a'  =  a"  •  .  . .  =  o , 
also  die  letzte  Reihe 

v  =  m—  Sin  m-4-  -  Sin  2  m  —  (3*  Sin  3  m — 3  Sinm) 

2  2.3.2»  v 

4-  — — r  (4 3  Sin  4m  —  4.2  ■  Sin  2m)  — 
1   2.3.4.23  v 

übereinstimmend  mit  Th.  II.  S.  62. 

Die  folgenden  Störungsgleichungen  hat  Damoiscau  in 
seinen  T ab  les  de  la  lune,  Paris  1O24,  blofs  aus  der  Theo- 
rie abgeleitet.  Er  setzt  folgende  Elemente  voraus  : 

Für  die  mittlere  Pariser  Mitternacht  des  1.  Januars  1801  ist 
die  Epoche 

der  mittl.  Länge  des  Mondes  1 1 1°  36'  42". 8 
der  mittl.  Anomalie  2o5    29  58  . 4 

des  aufst.  Knotens  i3    54  54  .3 

Säkulare  Bewegung 

der  mittl.  Länge    -    -    -    -    3070  52'  41«.  6 


der  mittl.  Anomalie  198    49   55.  o 

des  aufst.  Knotens  i34     9  57  .5 

Säkulare  Gleichungen 

der  mittl.  Länge  10".  7232  t9  -|-  o".  01936  t3 

der  mittl.  Anomalie  5o  .4203 ta  -f-o  .09103  t3 

des  aufst  Knotens  6  .  5632  t"  -|-  o  . 01 185 13 

■ 

wo  t  die  Anzahl  der  Jahrhunderte  seit  180 1  .00  ist. 

Nennt  man  nun  der  Kürze  wegen  v  die  wahre  Länge  des 


Digitized  by  Google 


364 

Mondes,  i  die  mittlere  Länge,  m  die  mittlere  Anomalie,  m'  die 
mittlere  Anomalie  der  Sonne ,  und  setzt 

a  =  l  —  mittlere  Länge  der  Sonne,  und 

b  =  l  —  Länge  des  aufst.  Knotens  des  Mondes, 

so  hat  man 

für  die  Länge  des  Mondes 

* 

v=  1-f- 22640'  Sin  m  + 769"  Sin  .2111-1-37  Sin  .  3  m  +  aSin  4  m 

—  1 20 Sin a  + 2370 Sin  2a+  i5Sin.4a 

—  674  Sin  .  m'  —  7  Sin  .  3  m' 

—  412  Sin  .  2*b 

—  8  Sin  (a  -f-  m) -f- 1 5  Sin  2  (a  m) 

—  17  Sin(a  —  m)  -f-212  Sin  2  (a  — m) 

-f-  45o,o  Sin  (2  a  —  m )  +  3 1  Sin  2  (2  a  —  m) 
+  3q  Sin  (4  a—  m) 
+  i3Sin(>a  —  3  m) 

1     Sin  (2  a  +  m)  —  1 09  Sin  (m -f  m')  -f-  1 4O  Sin  (m  —  m') 

—  8Sin(2  m  +  m')+  ioSin(2  m— m')  +  i8Sin(a-hm') 
-f-  8  Sin  2  (a  —  m')  —  25  Sin  (2  a  -f-  m')  +  1 66  Sin  (2  a  —  m') 

—  2()Sin(2a+m/-m)-|-i5Sin(2a-m'+m)-r-207Sin(2a— m'-m) 
-J-  <)  Sin  (2a-m'-2m)     7  Sin  (2a  2in'-ni)  —  45  Sin  (2b  4-m) 

—  3<)  Sin  (2b  - m)  t-  1  o  Sin  (2a-r-2b— m)  —  7  Sin  (2a-ab+m) 

—  6  Sin  2  (a+b) +55  Sin  2  (a-b)  +  7  Sin  (1-b) 

+  » .  Sin  (>a+3m)  +  1  Sin  (4a~3m)  —  1  Sin  (a-2m) 

—  3  Sin  (3a-m)  +  1  Sin  2  (a-2m)  +  3  Sin  (m-2m') 

—  1  Sin  (m+em')  +  4  Sin  2  (b+m)  +  1  Sin  2  (b-m) 

Sin  fa+in'-m)  +  1  Sin(ä+m'+m)  —3  Sin  (oa+^m'-m) 

—  3Sin  (2a+m'+m)+3  Sin(2a+m'--2m)--iSin(2a-2b+in') 
4- 1  Sin  (na-m'-Hm)  —  1  Sin  (2&-f  2b+m)  +  3Sin(4a_m-m') 

—  l  Sin(2a+:b-?m)  +  3Sin(4a-2m-m')  +  3Sin  (2a--b— mO 
4-  1  Sin  (4a— mO  +  1  .  Sin  2  O-ia-b) 

Für  die  Parallaxe 
p  =  34?i" 
+  i8b"Cosm  +  10  Cos  2  m  +  1  Cos  3  in 

—  1  Cosa +  28 Cos 2a +  34 Cos  (2  a  —  m) 
+  1  Cos  (4  a  — m)  +  3Cos(2a+m) 

—  1  Cos (m  +  m')+i  Cos  (ra— m') 

+  2  Cos  (2  a  —  m')  +  1  Cos  (2  a  —  m'  —  m) 

—  1  Cos  (2  b  —  m) 
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Setzt  man  dann  zu  jedem  der  drcy  Argumente  m,  o  und  1» 
die  Summe  der  vorhergehenden  Störungen  der  Länge,  oder  die 
Grnfse  v  —  1,  und  nennt  diese  so  vermehrten  Argumente  p ,  a 
und  ß ,  so  erhält  man  für 

die  Breite  des  Mondes 

i854o"Sinß-f-i3Sin3ß 

4-  528  Sin(-a— ß)— lSin^-f-ß) 

—  14  Sini/x— ß) -I-26  Sin  C'/x  —  ß) 

2  Sin(2<*  —  ß-\-jjL) — i6Sin(2* — ß  —  /*) 

—  5  Sin  (2  a  —  ß — 2/^)H-^4Sin  Cß-f- mv) 
-f-   2  5  Sin(ß  —  m')  +  22  Sin  (2  a  —  b — m') 

-|-      1.  Sin  (2a — ß  —  2m'; — 10  Sin  (2  a  —  ß  +  m') 

—  8  Sinv+iSin(a— ß)  — iSin(2a— 3ß)4-iSin(2«+ß) 
-1-      1  Sin  (2a  —  ß  —  p  —  m') 

in  welchen  Ausdrücken  alle  GröTsen,  die  kleiner  als  eine  Sekun- 
de sind,  weggelassen  wurden. 

Die  Abkürzungen,  welche  wir  uns  in  dem  Vorhergehenden 


erlaubt  haben ,  machen  noch  einige  nachträ 


gliche 


Bemerkungen 


noth wendig,  welche  ich  hier  zusammen  stellen  werde. 

Nach  den  Beobachtungen  ist  die  mittlere  Bewegung  des 
Mondes,  die,  nach  dem  Vorhergehenden,  bey  allen  Planeten  bestän- 
dig ist ,  einer  Aenderung  unterworfen ,  deren  Ursache  wir  nun 
suchen  wollen. 

Wenn  wir  in  der  dben  gegebenen  Gleichung  von  der  pla- 
netarischen Störung  der  Länge  blofs  das  letzte  Glied  betrachten, 
da  die  übrigen  nicht  zu  der  gegenwärtigen  Untersuchung  gehö- 
ren, so  ist  mit  den  dort  gebrauchten  hezeichuungen 

San 


T  dt 


Vdry 


Es  war  aber 


u» 


ist. 


wo  u9  =  x\'-f-yy/-j-zz/ 


Da  aber  xyz  gegen  x'  y'  z'  sehr  klein  sind ,  so  ist 

1  r9 

r'   "   ar*1  -1" 

Bezeichnet  aber  1  und  1'  die  Länge  der  Sonne  und  des  Mondes , 


R 


u»  ,  <•  ,  1  r»  3u" 
—  — rr«+r" — 2ua)-a  =  —      H  —  - 
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so  ist,  wenn  man  diese  hey den  Körper  in  der  Ebene  der  Eklip- 
•    tik  annimmt 

x  =rCosl    x'^zr'Cosi'  und  z  ■=  o 

y  =  r  Sin  1    y'  =  r'  Sin  1'         z'  =  o,  also  auch 

j£  =  Cos  (1-10 ,  =  i  +  i  Cos  2  (1-1/) 

Da  man  aber  hier  nur  die  nicht  periodischen  Glieder  betrachtet, 
so  ist 

l  r9 

u4  =  i  r9  r'9 ,  also  auch  R  =   und 

'  r'  4r'3 

daher  r  =  —  —  ,  oder  endlich 

•  -  .  *•  •  •  i 

^  an  yr'dt 

Es  ist  aber  für  die  Ellipse 

/      e9  e9  \ 

r  =  a  \  \  +  —  —  e  Cos  nt  -f-  -~  Cos  i  ntj  ,  oder  ' 

/    ,   3e9\      i  3c'9 
r«  =  a9(1  +  — — und 

•  .  . 

4  ... 

—  ==  l  H  ■ ,  also  ist  auch 


VT 

3e'9 


na»  3e'9\ 
»t      na»  r/      ,  3e'3\  ' 


na»  t 


Das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  ist  ein  Theil  der  mittle- 
ren Bewegung  selbst,  und  fallt  bier  aufser  unserer  Betrachtung. 
Das  andere  Glied  /"e"  dt  gäbe  eine  Gleichung,  welche  die  kur- 
ze Aenderung  der  Excentricität  der  Mondesbahn,  von  etwa  sechs 
Monat hen.  enthielte,  und  welches  daher  auch  jene  säkulare  Aen- 
derung der  mittleren  Bewegung  des  Mondes  nicht  erklären  kann. 
Es  bleibt  also  nur  noch  übrig. 

?v  =   /e'dt 

2a'3  J 

und  da  die  Excentricität  e/  der  Erdbahn,  nach  dem  Vorhergehenden, 
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Veränderungen  yon  sehr  langen  Perioden  leidet ,  so  wollen  wir 
annehmen,  dafs  sich  e'*  durch  die  Reihe 

c"  =  A-f  Bt  +  Ct»-f 

darstellen  lasse.  Nehmen  wir  von  dieser  Reihe  nur  die  zwey  er- 
sten Glieder ,  so  ist 

.  3na» 

Das  Glied  dieses  Ausdruckes,  dessen  Faktor  A  t  ist ,  gehört 
wieder  zu  der  mittleren  Bewegung,  von  welcher  es  einen  Theil 
ausmacht,  welcher  in  der  beobachteten  mittleren  Bewegung  des 
Mondes  schon  enthalten  ist,  und  also  ebenfalls  nicht  hierher  ge- 
hört. Ks  bleibt  daher  nur 

3na3  „ 
$v  =  —         .  Bt9 

4a* a 

i 

und  in  diesem  Ausdrucke  soll  die  Gröfse  B  durch  Beobachtungen 
bestimmet  werden.  Für  die  Epoche  von  ij5a  ist  t  =  o ,  und 

de' 

=  —  0.00004557,  e'=  0.01  d8i/|  also  ist 

d.c'*       2c'de'  c   •      u  u 

— , —  =  — - —  =  —  o.oooooiöis.  Es  ist  aber  auch 

dt  dt 

e'"  =  A  +  Bt,  also  ll^l!  =  B,  und  daher 

dt 

B  =  —  0.000001 532 

Weiler  ist,  wenn  die  Sonnenparallaxe  8''.65,  und  die  des  Mon- 
des 57'  41"  gesetzt  wird, 

a*_     J?L^11_=  0.0000000  i50u 

also  auch  LÜL   =  20".  64783. 
4  a'  • 

Da  endlich  die  Sonnenmasse    =  329630  ist,  so  hat  man 

m£v  =  -f-i6".  42?t2 

wenn  t  die  Anzahl  Jahrhunderte  seit  1760  beze  ichnet.  Dieser  Aus- 
druck für  in Sv  stimmt  nahe  genug  mit  den  Beobachtungen  'jj.  11) 
überein.  Hätte  man  noch  das  dritte  Glied  Ct*  mitgenommen,  so 
würde  man  für  m$v  noch  ein  Glied  der  Form  T).t3  gefunden  ha- 
ben, wo  aber  D  noch  nicht  o".03  beträgt,  also  erst  nach  meh- 
reren Jahrhunderten  merklich  seyn  kann. 

Diese  säkulare  Gleichung  des  Mondes  hat  bekanntlich  zuerst 
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# 

Halley  durch  die  Vcrgleichung  der  älteren  Mondesbeobach- 
tungen mit  denen  der  neueren  entdeckt.  Es  ist  merkwürdig,  da  Ts 
die  Wirkungen  der  Veränderung  der  Exeentricität  der  Erdbahn 
nicht  in  der  Bewegung  der  Erde ,  sondern  in  jener  des  Mondes 
sich  den  Beobachtern  zuerst  gezeigt  hat.  Diese  Aenderung  der 
Exeentricität  hat  seit  den  ältesten  Beobachtungen ,  die  auf  uns 
gekommen  sind,  die  Mittelpunktsgleichung  der  Erde  nur  um  acht 
Minuten ,  die  Länge  des  Mondes  aber  fünfzehnmahl  mehr ,  oder 
um  volle  zwey  Grade  geändert. 

J.  i3. 

Dasselbe  wichtige  Resultat  würde  auch  unmittelbar  aus  den 
vorhergehenden  Berechnungen  der  Störungen  des  Mondes  von 
der  Sonne  hervorgegangen  seyn ,  wenn  man  dort  die  höheren 
Potenzen  Von  e'  nicht  weggelassen  hätte. 

Um  dieses  zu  zeigen,  war  oben  eigentlich 

u  =  —  [1 -f-e" -f-eCos(cv — w)]  ,  also  auch 
a 

u'  =  1  [i-r-e'*-r-c'Cos(cV  —  w')] 
a' 


in' 
"2h' 


Man  hat  daher,  nach  J.  3.  I. 

i'u'3        p  (\  -f-  e'a  -f-e'Cos(c'  v'  —  w')V 
h2uJ       «2b  \i-^-ca  -J~e  Cos  (e  v — w)/ 

=  +»e'9—  3eCos(c*— w)-f  3  e' Cos  (c  V— w')) 

Daraus  folgt  (§.  4)  ,  dafs  die  Glieder  ohne  Cosinus  und  ohne  K 
sind 


d*u 


b  Jb 


1 


also  ist  auch  die  Gleichung  (B")  des  §.  4,  wenn  man  nur  auf 
die  nichtperiodischen  Glieder  derselben  Rücksicht  nimmt 

o  =        +u-  *  +  J*  (.+äe-)-  %  (4  —  3m)  A 
dv*  b      ab  4b 

•  •  - 

und  deren  Integral 

u=l-4(.  +  !e'»)+^(4-3m)A».  . 

b       2b  2D 

Allein  der  nichtperiodische  Theil  in  dem  ersten  Ausdrucke  von 
n  ist,  wenn  man  ea  wegläist, 


Digitized  by  Google 


3*9 

is.,  also  ist 
a 

i=sl-4(.-hle'-)  +  ^a-3«)A° 
a     b     ah  4b 

und  da  die  Eicentricität  e'  der  Erdbahn  einer  säkularen  Taria - 
tion  unterworfen  ist,  so  ist  auch  a  oder  die  mittlere  Entfernung, 
oder  endlich  die  mittlere  Bewegung  des  Mondes  einer  ähnlichen 
Variation  ausgesetzt. 

Der  nichtperiodische  Theil  der  Gleichung  (A")  des  §  6  ist 

gleich  a        Da  aber  i  das  Glied  —  £  .         enthält,  so  wird 
b         y/h  ä  ab 

'  a'  ein  von  %'  abhängiges  Glied  enthalten.  Es  ist  nämlich 

a      b      2b      2  b 

i        f\       fi  ^3     /uc'8\— • 
a~'      \b      ^b      2       b  / 

oder  wenn  man  blofs  auf  jenes  Glied  Bücksicht  nimmt , 

Also  enthält  der  Ausdruck         das  Glied  ©  =  3 Mb*.  e'«.dy.  Es 

|/b 

ist  aber  dv=s  n  dt,  also  9  sc  3  pnlf** e'*  dt ,  und  daher  enthält 
auch  der  Ausdruck  von  h  t  -J-  •  in  J.  9  das  veränderliche  Glied 
3/Mnb*/e'»dt  n.  s.  W. 

5.  i4< 

In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  die  Gleichung  (C)  des  j>  (rj 
Kap.  II.  für  die  Breite  des  Mondes  ganz  unentwickelt  gelassen, 
weil  diese  Entwicklung  nur  eine  Wiederholung  der  Arbeiten  ist, 
welche  wir  mit  der  Gleichung  (B)  vorgenommen  haben. —  Nimmt 
man  an ,  dafs  £ i  in  eine  Reihe  entwickelt ,  unter  mehreren  an- 
deren auch  das  Glied 

B'.y.Sin  [>.(»  —  miO—  (gv-0)] 

enthalte  ,  so  wird  diese  parüculäre  Entwicklung  der  Gleichung 
(C)  sehr  einfach ,  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  e  und  7 
und  selbst  alle  Glieder  vernachlässigt ,  die  nicht  in  den  Sinus 
oder  Cosinus  vongv-S  muttiplicirt  sind.  Es  war  nämlkh  (J. ») 

III.  Aa 
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_  _s_  fdQN       0  +  »*) 

h'u  vduV  h'u  \d*J 

* 

h'u  IKi+a«      3uS  J 

(t+O  f  ,  m'»'»sl 

T    h-u»     1(1  +  *')'  «'  } 

und  dieser  Ausdruck  ist  gleich 

3m'u'»a  +  3m'u'3»  Cos  2  (*—*'). 
2hau«  ah'u4 

* 

Es  ist  aber  u  =  1  [i +eCos(cv— w)], 

u<=  !_  [i  +  e'  Cos  (c/  v'  —  wO]  •  s  =  7  Sin  (gv— »> 

p  es  m  -    und  h  =  \/  b , 
also  gibt  die  E  ntwicklung  ron 

3mu"s  das  Glied  Sin  (gv-*) 

2hau4  .  ab 

Eben  so  erhält  man  : — .   Cos  %  v')t 

2  h«  u* 

ivenn  man  die  in  §.  3.  II.  gegebene  Entwicklung  von 

3m'a/!  Cos  2  (v— v')  durch  l, 
2h«u3  u 

das  heifst  durch  a7Sin(gv— -3)  multiplicirt.  Es  ist  daher 

3m/u/3»  Cos  *\v—V<)=     .  a  «y  Sin  (g  »  —  3)  Cos  2  (v— mv) 
2h9u*  ab 

und  dieser  Ausdruck  enthält  keines  der ,  nach  der  obigen  Vor- 
aussetzung ,  hier  zu  betrachtenden  Glieder,  also  ist 

 ».     _  c  h£)  .  r  iq>  m  3^  sill  (gr^ 

huVdu/       h'u1      Ws^  2b 
Die  Gleichung  C  enthält  überdiefs  noch  das  Glied 

.  Es  ist  aber 

h"u«dy  Mvy 

*S*N  =:  -  3J^  -  Sin2  (v—v<)  und  |l  =  n  y  Cos  (g*-*).. 
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also  ist  jenes  Glied 

-  ^       *  Cos  (gv-0) , 

oder  jenes  Glied  ist  für  unsere  Absicht  ebenfalls  gleich  Null. 
Ein  ferneres  Glied  der  Gleichung  (C)  ist , 


Es  ist  aber  ^!  m    gCos  (gv— Z) 
dv 

lli+.  =  y(.-g')Sill(gv-S) 

und  da  g  schon  sehr  nahe  die  Einheit  ist ,  so  können  wir  auch 
dieses  Glied,  unserem  Zwecke  gemäfs,  übergeben. 

Von  den  so  erhaltenen  Gliedern  sind  nun  dieDifferentialien 
zu  suchen. 

Das  Glied  ?m'  u"  Ü  gibt  das  Differential 

ah»  u4 

» 

3m/u,5eTs       6m'u"  s^ü 
ah"  u4     ~~       ha  u5 

■ 

und  davon  ist  der  erste  Theil  °&er  —^•Ygdi'  Cos(gv — 3), 

und  der  zweyte  Theil  ist 

-  StS !  **  =  -  Süa.  A<>Cos3(v-mv)Sin(gy--*)=o 
b  b 

Das  Glied  ?m/ll/  8  Cos  a  (v — t>0  gibt  eben  so  das  Differentiale 
ah«u* 


^*co.»(^)-^^!iil;co.3(v-,o  + 

■  u*  h»  u5 


3m'u'»  & 
ah 


— .  Sin  3  (v — v') 


h«  u* 

und  davon  ist  das  erste  Glied 

^£1  JsCos  a(v— vi) 
ab 

=  *fll.B°  y  6in  [a(»— nw)  —  (g#— »)]  Cos  I  (t>— «0 
a  b 

« _MBtvsfkCp-*>'  , 

Aa  » 
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Da»  zweyte  Glied  aber  folgt  unmittelbar  aus  dem  Yorhinbetr ach- 
teten 6m'°'>s*n3  es  ist  n&hmlich  dieses  Glied  gleich 


h»u5 

iüü .  tu  A°  Cos  2  (v— mv)  Sin  (gy—  »)  Cos  a  (y  -  mv) 

Das  dritte  Glied  endlich  kann  hier,  unserer  Absicht  geroäfs, 
ganz  übergangen  werden,  so  dafs  daher  das  gesuchte  Differential 
des  letzten  Ausdruckes  ist 

-  5  »  B°  +  2  A<>) *  Sin 
Auf  dieselbe  Art  findet  man  endlich  von  dem  GHede 

3m'u'3  rU  Ä. 

 t~~  Sin  9  (v— y) 

ah2  u*  dv  v  ' 

•  ■ 

das  entwickelte  Differential 

-^.B«.Sin(g*-»). 
Sammelt  man  alles  Vorhergehende,  so  ist  die  Gleichung  (C) 
o  _  fJjLi  +s+  ^  (i-aA«~B<>).«ySm(gv--*)  . 


Es  war  aber  s  =  YSin  (gv— S),  also  ist 

o^+8Ä^8in(6^3)+^  (g^-d^)Cos(gv^S) 
 51  (gifr—  d*)»  Sin (gr— 3)  —         Cos  (gy— 3)+<y  Sin(g*— 3) 

Wenn  man  daher  die  Glieder  beyder  Ausdrücke  von  iL-i-f""*» 

dv* 

welche  den  Sinus,  und  die,  welche  den  Cosinus  von  (gv~ 2)  ent- 
halten, jede  für  sich  gleich  Mull  setzt,  so  erhält  man  folgende 
zwey  Gleichungen 

ud"3       2du  /  dSx 

0  -  d^"  ~  17  i*  ~  Tv) 

d*«y         /  d3\Ä 

00 -&-t(s-tJ  .+*+?»  . 
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•    ■  w.oP  =  3£(.-aA.-B-)i.t 
Das  Integral  der  ersten  dieser  beyden  Gleichungen  ist 

-4i  =cv 


>  I 


«  I 


8  dv 


Die  zweyte  aber  gibt,  wenn  man  d'7=o  »etat, 


dv 


also,  wenn  man  p  als  beständig  betrachtet,  was  man  hier  ohne 

merklichen  Fehler  thnn  kann,  3  =  gv  —  v.  (i+p)*.  Daraus  folgt 
daher  die  jährliche  rückgängige  Bewegung  der  Mondsknoten 

P  =  [(i-h0*-i].„ 

Um  die  GröTse  p  zu  erhalten,  roufs  man  zuerst  B*  suchen. 
Es  war  s  =  cySin(gv — »)  also  auch 

=  g y  Cos  (gv— 3) ,  Iii  <=  —  g'  7  Sin  (g„-»> 

,  _    d>  dv» 


also  ist  auch 

*  3/tia 
o =^g « «ySinCgf^-»)+«ySin(gv— 3)  +-■■£■( « -  *  A  '  -  B  9  ).<ySin(g*-*), 

und  daher 

3/*a 

Es  ist  aber  g  =  i  .00/4022,  o.oo5579, 

=  0.00716,  also  ist  auch  B*  =  o.  02*20, 
Sic  A 

und  daraus  p  =         (1  —  3  Ae  — B°)  =  0 . 0080G. 

Ferner  ist  v=  17313785"  die  jährliche  mittlere  Bewegung 
des  Mondes,  also 

P  =  69631" 

oder  die  tägliche  Bewegung  der  Mondsknoten  ist 

3bli5=3"0"-63'- 
Nach  den  Beobachtungen  ist  sie  3'  10". 77b. 


374 

I.  Nach  dem  Vorhergehenden  $.  ist  die  Tangente  «y  der  Nei- 
gung der  Mondsbahn 


«V  = 


also  constant,  so  fem  die  Gröfse  p  als  constant  betrachtet  wird. 
Diese  Beständigkeit  der  mittleren  Neigung  wird  ebenfalls  durch 
die  Beobachtungen  bestätigt. 

§.  i5. 

Ein  dem  vorhergehenden  ähjiliehes  Verfahren  läfst  sich  auch 
auf  die  Gleichung  (B)  anwenden. 


Es  war  u  m  -  [1  -|reCos(cv — w)],  also  ist,  wenn  man  d'e 
a 

vernachlässiget, 

d'u  ade  ed9w    ,  ■ 

ä^-+u=  ~-dv.  (cd^-dw)Sin(cy-w)+^7  Sin  (cr_w) 

e  .  (cdy— dw)»Cos(ci'--w)+-[i+e  Cos  (C*— w)] 
adv»  a 

Ist  aber 

,=.3g[a+(|_c)A._4(.6-cMAa+  "-3C+0  A< 
4.  4— c3  1 — m 

so  gibt  die  Gleichung  (B) 

+  u  =  T.  Cos(cv-w). 
du*  b 

Wenn  man  also  wieder  die  Glieder  der  beyden  Ausdrücke 

von  £l2  +  U».   welche  die  Sinus  otfer  Cosinus  des  Winkel» 

(c  v  — w)  enthalten  ,  vergleicht ,  so  ist 

ed9w       2  /         dwN  de 
o  =    —  -  (  c  —  _  )  . 

adv*.        a  V         dv  J  dv 

0  -  1  -  Cc  -  57)  - q 

weil  schon  sehr  nahe  a  =  b  ist.  Das  Integral  der  ersten  Glei- 
chung ist 

=  C  ♦  I-  ,  und  die  zwevte  gibt 
c  dw  a« 

d7 
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_  =c-(.-q)» 


Sieht  man  also,  was  hier  erlaubt  ist ,  die  Grüfsc  q  als  constant 
an  ,  so  hat  man   

oder  die  jährliche  Bewegung  des  Mondsperigcums  ist 

Es  ist  aber  q  =  o.oi(»B4,  v=  ifii'd^\i5  ,  also  die  tägliche 
Bewegung  des  Perigeums 

o 

— X     =  6' 40".  966. 
365.25 

Nach  den  Beobachtungen  ist  diese  GrÖfse  6'  4°"'9^2» 

I.  Endlich  ist  die  Excentricität  der  Mondesbahti  aus  dein 
ersten  der  vorgehenden  Integrale 

a  a 


e  = 


also  beständig,  so  wie  die  Neigung  (§.  14,  O,  was  ebenfalls  durch 
die  Beobachtungen  bestätiget  wird. 

J.  16. 

Der  Ausdruck  von  ^  ^es  5*  1  lsi>  we»n  man  der  Kürze 
wegen  s  =  o  setzt , 

C^«i-»^!t.+iCo.«(»-^]. 

Mu/  2u3 

I  I  ' 

Es  ist  aber  u  =    ,  u'  2  _  ,  und  daher 

-©-^-^f+,c"-"-"'i 

und  dieses  ist  die  Kraft,  welche  auf  den  Mond  in  der  Rich- 
tung  der  Entfernung  r  des  Mondes  von  der  Erde  wirkt.  Da  oh- 
ne die  Wirkung  der  Sonne  die  auf  den  Mond  wirkende  Kraft  K 

der  Erde  gleich  —  wäre ,  so  folgt  aus  dem  letzten  Ausdrucke  , 

r* 
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dafs  die  ßonne  im  Allgemeinen  eine  Verminderung  der  Schwe- 
re des  Mondes  gegen  die  Erde  hervorbringt,  und  dafs  diese  Ver- 
minderung ,  wenn  man  von  ihren  periodischen  Aenderungen  ab- 

strahirt ,  im  Mittel  gleich  k  sa  Jt^l  ist.  Das  Verhältnifs  dieser 

2r/s 

beyden  auf  den  Mond  wirkenden  Kräfte  ist  also 

k  m'r5  M  ,  -  .  '  ,  .  a'Än'« 
—  =  Nach  §.  6  ist  aber  m'  as  

K        2r'*  a»n» 


also  ist  auch,  wenn  man  a'=i,  und  r=a  setzt,  oder  die  E*centri- 
cität  der  Mondsbahn  vernachlässigt  —  sa  i!  JtlL.  Nach  fi.  8  ist 
n' 

aber  _  sa  0.0748  das  Verhältnifs  der  mittleren  Bewegungen  der 

Sonne  und  des  Mondes,  also  ist  -  =   i_,  oder  die  Wir- 

M       357. 5r" 

kung  der  Sonne  vermindert  die  Schwere  des  Mondes  gegen  die 
Erde  um  ihren  H5j. 5*»*  Theil.  Man  sieht  leicht,  dafs  die  Ent- 
fernung r  des  Mondes  von  der  Erde  durch  die  Wirkung  der  Son- 
ne in  demselben  Verhältnisse  vergrößert  wird  ,  so  dafs  man  hat 

—  =  — t  und  dafs  daher  die  Bahn  des  Mondes  durch  die  Wir- 
r  K 

kung  der  Sonne  im  Allgemeinen  vergröfsert  wird. 

Da  beyde  Kräfte  k  und  K  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde 
gerichtet  sind ,  so  hat  man  nach  dem  Princip  der  Erhaltung  der 
Flächen  (Kap.  III.  j.  a) 

d .  [rÄ  d  (v — v')]  =  o,  oder  ardrd  (v — v')  -J-r'  d9  (y — v1)  =a  o 

oder 


d 


•  (v — v*)  adr  2k 


d.(v — v*)  "r  K  179^  • 

Vernachlässiget  man  aber,  wie  zuvor,  die  Excentricität  der 
Mondsbahn  ,  so  ist  d.(v — v*)  r=ndt.  Ferner  ist,  wenn  e'  die  Ex- 
centricität  der  Erdbahn,  und  a'  die  mittlere  Anomalie  der  Sonne 
bezeichnet , 

1 

e'a 

r'=i+  — e' Cosa'—  je"  Cos  aa'-f- 

2 

oder  —  =i-r-|e'«4-3e'Cosa'  +  }e'*  Cosa«' 
r' 

also  die  letzte  Gleichung,  da  d»  j>'  =  o  ist 

ndt  3e'ndt 

d  • .  v 'sa  ( i  -h  1  e'*)  •  (Cos  a'  +i\  e'  Cos  2  «') 

179  v  179  ■ 
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Ii'  n'  i 

Da  aber  (nach  §.  8)  m  =  — ,  oder  n  =  -  ist,  wo  111=0.0740, 

ii  in 

so  kann  man  in  dem  letzten  Gliede  der  vorigen  Gleichung 

n'  da'  1 

ndt=s  —.dt  dasheifst  —  setzen.  Integrirt  man  dann  diese  Glei- 
m  m 

chnng ,  so  erhält  man : 

nt        3n  ,  3e' 

dv  ss  iJTs/e"  dt  (Sina'+|e'SinaaO 

179       458  r  179111  14 


Das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  ist  ein  Theil  der 
ren  Bewegung  nt  des  Mondes ,  nämlich  der  constante  Theil  der 
Verzögerung  dieser  mittleren  Bewegung,  welche  durch  die  Wir- 
kung der  Sonne  entsteht,  und  die  also  den  i7qsten  Theil  des 
Ganzen  beträgt.  Das  letzte  Glied  enthält  die  jährliche  Glei- 
chung des  Mondes  ($.  9).  Da  nach  J.  8  e's=o.oi60t  und 
m  —  0.0748  ist ,  so  ist  diese  jährliche  Gleichung  gleich 

—  ia'  67"  Sin  a'  —  9" .  8  Sin  t  • 

3n 

Das  zweyte  Glied  jener  Gleichung  endlich,  oder  —  Je**  dt, 

würde  ebenfalls ,  so  wie  das  erste ,  einen  Theil  der  mittleren 
Bewegung  ausmachen ,  wenn  die  Excentricität  e'  der  Erdbahn 
constant  wäre.  Da  sie  aber  durch  die  Wirkung  der  Planeten  ver- 
änderlich ist  (Kap.  X.  j.  3.  XI.  J.  5.)  so  entsteht  aus  diesem  Glie- 
de eine  säkuläre  Gleichung  der  mittleren  Bewegung ,  dieselbe , 
welche  wir  schon  fi.  11  und  i3  betrachtet  haben. 

* 

f  »7-    '  . 

Diese  auf  den  Mond  nach  der  Dichtung  der  r  wirkende  Kraft, 
oder  die  Normalkraft  N  =  L  — -  —  [i+3  Cos  a(v— *0]  ändert 

ihren  Werth  mit  der  Stellung  des  Mondes  gegen  die  Sonne.  Für 
Cosa  (y — v')  =  — $ ,  d.  h.  nahe  zehn  Grade  vor  oder  nach  dem 
Octanten  (\roa(y-W)  gleich  einem,  oder  drey  rechten  Winkeln 

ist,)  wird  jene  Kraft  N  m  -L  ,  wie  in  der  ungestörten  Ellipse. 
In  den  Quadraturen  (wo  a  (v—v')  gleich  zwey  rechten  Winkeln 
ist)  ist  sie  N  =  ~  +  ~7»         *n  den  s)zJgien,  (woa(* — v') 

gleich  Null  ist)  ist  sie  N  =  i  —  —  ,  wo  der  Kürze  wegen 

•  '  *  •  « 

m'r'     m'a3  w       ,  _ 

f*  =  . — — =  .  =  o.oo56  (fi.  6  und  8) 

r' 5        a' 1 

gesetzt  wurde,  und  wo  also  /*  eine  gegen  die  Einheit  sehr  kleine  Grö- 


Digitized  by  Google 


373 

f'sc  ist.  Daraus  folgt ,  dafs  die  den  Mond  bewegende  Normalhraft 
durch  die  Wirkung  der  Sonne  in  den  Quadraturen  vermehrt, 
und  in  den  Syzygien  um  das  doppelte  jener  Vermehrung  ver- 
mindert, also  im  Allgemeinen  vermindert  wird.  Die  Störung 
dieser  Kraft  t  oder  der  Theü 

m'  r 

^77  [i+3Cos a (,_,.)] 

t 

derselben ,  welcher  der  Wirkung  der  Sonne  angehört ,  ist  über- 
haupt ein  Grölst  es,  und  gleich  ~  in  den  Syzygyen,  aber  der  ab- 

r* 

solute  Werth  dieser  gröfsten  Störung  hangt  von  der  Lage  der 
Apsiden  gegen  die  Sonne  ab.  Nennt  man  nämlich  .V  und  N„  die 
Normalkräfte  in  den  Syzygien,  welche  zu  den  Distanzen  i>  und 

Ii                    .    «.  y    M       »—  lm'r'3     i— ara'r,,3 
r„  gehören,  so  ist  N,:N„  =   —        :   —  ,  wenn  man 

die  Distanz  r'  —  ,V  der  Erde  von  der  Sonne  als  Einheit  annimmt. 
Dieses  Verhältnifs  würde  genau  das  verkehrte  der  Quadrate  der 
Entfernungen  seyn,  wie  in  der  reinen  Ellipse,  wenn  r,  =  r„ 
wäre ,  also  wird  sich  auch  dieses  Verhältnifs  der  Kräfte  N,  N„ 
I  i 

von  dem  — — -  der  reinen  Ellipse  desto  mehr  entfernen,  je 

mehr  die  Gröfsen  r,  und  r„  verschieden  sind.  Die  letzten  Grö- 
fsen sind  aber  dann  am  meisten  verschieden,  wenn  die  eine  der- 
selben für  das  Perigeum ,  und  die  andere  für  das  Apogeum  ge- 
hört, woraus  fola;t,  dafs  die  auf  den  Mond  wirkende  Normal- 
kraft sich  am  meisten  von  der  elliptischen  Kraft  entfernt,  dafs 
also  auch  die  ursprünglich  elliptische  Mondsbahn  die  gröfste  A  Än- 
derung ihrer  Gestalt  leidet,'  wenn  die  Apsiden  mit  den  Svzygicn 
zusammen  fallen ,  und  umgekehrt :  die  geringste  Aenderung  , 
wenn  die  Apsiden  mit  den  Quadraturen  zusammenfallen. 

So  wie  die  Normalkraft  N  =  —  »  die  in  der  Richtung 

der  r  wirkt ,  den  Werth  von  r  oder  die  Gestalt  der  Ellipse  än- 
dert, eben  so  wird  die  Kraft  T  =.  1  (^)  >  oJer  nach  §.  i , 

.  i  * 

_  3  m'r  Ä, 

'      .  T  =  --^  S.ri  «(»-»'), 

weichein  der  Richtung  der  Tangente  der  Bahn  wirkt,  die  Ge- 
schwindigkeit des  Mondes  in  seiner  Bahn  ändern  ,  ohne  auf  die 
Entfernung  r  desselben  von  der  Erde  zu  wirken.  Diese  Tan- 
gentialkraft T  ist  ein  positives  Gröfstes  in  den  Octanten , 
welche  vor  den  Syzygien  liegen,  und  ein  negatives  Gröfstes  in 
den  Octanten,  welche  vor  den  Quadraturen  hergehen.  In  den 
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Syzygien  und  in  den  Quadraturen  selbst  verschwindet  diese  Kraft 
gänzlich.  Diese  Kraft  ist  positiv  vom  ersten  Viertel  bis  zum  Voll- 
mond, und  vom  letzten  Viertel  bis  zum  Neumond,  und  sie  be- 
schleunigt daher  die  Geschwindigkeit  des  Mondes  ;  vom  Neu- 
mond bis  zum  ersten  Viertel,  und  vom  Vollmond  bis  Zürn  letzten 
Viertel  aber  ist  diese  Kraft  negativ,  und  verzögert  die  Geschwin- 
digkeit des  Mondes,  woraus  also  folgt,  dafs  die  Geschwindig- 
keit des  Mondes  ein  Gröfstes  in  den  Syzygien ,  und  ein  Klein- 
stes in  den  Quadraturen  ist ,  und  dafs  daher  die  stündliche  Be- 
wegung des  Mondes  von  den  Quadraturen  zu  den  Syzygien 
wächst,  und  von  den  Syzygien  zu  den  Quadraturen  abnimmt. 

Da ,  nach  dem  Vorhergehenden ,  in  den  Syzygien  die  Nor- 
malkraft ein  Kleinstes ,  und  die  Geschwindigkeit  des  Mondes  ein 
Gröfstes  ist,  so  wird  sich  der  Mond  von  der  Tangente  seiner 
hier  als  kreisförmig  angenommenen  Bahn,  also  auch  von  der  Er- 
de, in  den  Syzygien  am  wenigsten ,  und  in  den  Quadraturen  am 
meisten  entfernen ;  oder  der  Mond  fängt  immer  an  in  den  Syzy- 
gien sich  von  der  Erde  zu  entfernen ,  und  in  den  Quadraturen 
sich  der  Erde  zu  nähern,  oder  endlich  seine  Distanz  von  der  Er- 
de ist  in  den  Syzygien  ein  Kleinstes  ,  und  in  den  Quadraturen 
ein  Gröfstes;  eine  Bemerkung,  wodurch  die  Gleichung  24" .5 
Cos  9  (y — v')  der  Parallaxe  (g.  9)  erklärt  wird. 

Wenn  man  die  vorhergehenden  Entwicklungen  für  die  Länge 
und  Breite  des  Mondes  weiter  fortsetzt ,  so  erhält  man  noch 
mehrere  kleine  Glieder,  von  welchen  besonders  die  drey  folgen- 
den merkwürdig  sind. 

1.  Wenn  man  die  Störung  des  Mondes  untersucht ,  die  aus 
der  Voraussetzung  entspringt,  dafs  die  Erde  keine  vollkommene 
Kugel  ist,  so  erhält  man  eine  Störung  der  Breite  des  Mondes, 
welche  den  Ausdruck  hat 

«  ■ 

(«— iß)  R« 

.   .  — -  Smae.Sinv 

-  »(g— 1)  a' 

wo  R  der  Halbmesser  der  Erde,  a  ihre  Abplattung,  ß  das  Ver- 
hältnifs  der  Centrifugalkraft  der  Erde  zu  ihrer  Schwere  ,am  Ae- 
quator ,  und  e  die  Schiefe  dei  Ekliptik  ist.  Diese  Ungleichheit 
ist  also  dem  Sinus  der  Länge  v  des  Mondes  proportional.  Es  ist 
aber,  wenn  die  Horizontalparallaxe  des  Mondes 57'  11"  ist, 

—  =  Sin57'  11"  =  o.  oi663,  g —  1  =  o.  00403  \$.  a) 

ß  m  _L  (Kap.  VL  §.  11)  und  e  =  a3°  28',  also  ist  der  Faktor 
289 

von  Sin  v ,  oder  der  gröfsle  Werth  jener  Störung 
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x  ss  >(a~-i^)    51  Sin  2  e  s=  o  OJ5|3«  —  0.0000435 
a<g— i)  '  aa  Sini" 

Nach  4en  Beobachtungen  ist  aber  dieser  Faktor:  x  =  6".5,  also 
hat  man ,  wenn  man  beyde  Werthe  von  x  gleich  setzt, 

•  •    <  •  .  ^ 

"  =  335 

Wäre  die  Abplattung ,  wie  Einige  wollen,  -L.  ,  so  würde  die 

a3o 

vorhergehende  Gleichung  x  =  i3".  6,  also  den  Faktor  von  x 
z  weymahl  gröfser  geben,  was  mit  den  Mondsbeobachtungen 
nicht  übereinstimmt. 

IT.  Eine  andere  Ungleichheit  der  Lange  des  Mondes  fand 
La  place  gleich 

*.'•'••■'•'  ■     •        •        •      <        •  . 

—2-  .  .  T      .          .  «y  Sin  -2  e .  Sin  B 

4       g—  *  a« 


die  also  von  dem  Sinus  der  Länge  3  des  aufsteigenden  Knotens 
der  Mondsbahn  abhängt.  Nach  den  Beobachtungen  ist  der  Faktor 
von  Sin  5  oder  der  gröfste  Werth  dieser  Störung  der  Länge  des 
Mondes 

,   =    M).  (.-iß)     V  Si„ae  =  5„,6 

.  4     g  — •  «* 


♦    •  1 


.  1  » 


Es  ist  aber  die  Neigung  der  Mondsbahn  <y  s=  i858o  Sin  1"  ($.  8) 

und  ß  ,  g ,  _  ,  e  wie  zuvor  ,  also 

a  <  .  ,, 

x  =  M36  («—0.00173)  =  5". 6, 

•  *    ^.  .  .  1 

woraus  folgt  o  =.  ^  wie  in  I.  ,  4 

Wäre  die  Abplattung  so  hätte  man  *  =  11".  6,  also 

doppelt  gröfser  als  nach  den  Beobachtungen. 

Diese  Abplattung  von  -4-  hatte  Newton  aus  der  Voraus- 

a.io 

setzung  einer  durchaus  gleichförmigen  Dichte  der  Erde  gefun- 
den, eine  Voraussetzung,  die  nicht  zugelassen  werden  kann, 
da  höchst  wahrscheinlich  die  Dichte  der  Erde  mit  der  Nähe  zu 
ihrem  Mittelpunkte  wächst,   daher  auch  jene  Abplattung  von 

weder  mit  den  Gradmessungen ,  noch  mit  den  beobachteten 

230 

Pendellangen  übereinstimmt. 
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ni.  Noch  gibt  es  eine  merkwürdige  Störnng'der  Länge  des 
Muhdes ,  die  nahe  gleich 

 Sin  (v  —  ra  v) 

...        35  a' 

6  a 

ist.  Nach  den  Beobachtungen  ist  —  .  —  =  12a". 

Nennt  man  aber  x  und  77  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne 
und  des  Mondes  ,  so  ist 

K  H         a        ic  ; 

t  =      und  IT  =  — ,  also  -  =  — ,  und  daher 
a'  a'        a'  n 

20 

Ist  daher,  (wie  in  I),  77  =  0.01 663,  so  gibt  die  letzte  Glei- 
chung jt  =.  8"./|5  sehr  nahe  mit  dem  Resultate  der  beyden  letz- 
ten Durchgänge  der  Venus  übereinstimmend. 

Wäre  die  Sonnenparallaxc  10'',    so  würde  jener  Faktor 
6  a 

~  .  ~  gleich  144"  seyn,  was  mit  den  Mondsbeobachtungen  nicht 
übereinstimmt« 

.  IV.  Die  vorhergehenden  Bestimmungen  der  Sonnenparal- 
laxe und  der  Abplattung  der  Erde  setzen  dieHorizonlalparallaxe 
77  des  Mondes  als  bekannt  voraus.  Im  I.  Th.  p.  a3i  ist  aber  ge- 
zeigt worden ,  wie  ein  einziger  Beobachter,  ohne  seinen  Ort  auf 
der  Erde  zu  verändern ,  diese  Gröfse  77  bestimmen  kann. 

Ist  t  —  ?,36o5<)i''  die  siderische  Revolution  des  Mondes,  R 
der  Halbmesser  der  Erde,  und  77  die  noch  unbekannte  Horizon- 
talparallaxe des  Mondes  für  seine  mittlere  Entfernung  von  der 

Erde ,  so  ist  diese  mittlere  Entfernung  selbst  gleich       n>  Sub- 

stüuirt  man  also  in  dem  Ausdrucke  r  **  Sin  1"  des  Kap.  VH.  $.0. 

für  r  die  Gröfse  »  «nd  für  «  die  Gröfse  oder  die 

siderische  Bewegung  des  Mondes  während  einer  Zeitscknndc . 
so  erhält  man  die  doppelte  Fallhöhe  A  des  Mondes  für  seine 
lere  Entfernung  während  einer  Sekunde 


.  ..♦  • 


R  /36o.6o'V 
A  =  r«-Sini/'  =  -gr^  {— —)  .  Sin*  1«,  eder  da 

Sin  1"  -=k  ist,  A  =  -7^~>r  % 

180.60*      1  t»  Sin  77  * 
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welche  Gröfse  wegen  der  durch  die  Anziehung  der  Sonne  bewirkten 
Verminderung  (§.  16)  noch  um  ihren  357.5,,ett  Theil  zu  klein  ist, 
358  5 

also  durch  =  i.oo3  mulliplicirt  werden  mufs.  Die  so  ver- 

mehrte Fallhöhe  ist  aber  eigentlich  die  Summe  der  Räume,  durch 
welche  der  Mond  gegen  die  Erde,  und  die  Erde  gegen  den  Mond 
in  einer  Sekunde  fallen  würde,  und  diese  letzten  zwey  Fallhöhen 
sind  den  Massen  der  Erde  und  des  Mondes  proportional.  Ist  also 
M  und  m  die  Masse  der  Erde  und  die  des  Mondes ,  so  mufs  jene 

M  1 
Fallhöhe  noch  durch  mulliplicirt  werden,  so  dafs  man  al- 

so für  die  doppelte  Fallhöhe  des  Mondes  hat 

_  4(i.oo3)R*»  M 
""*      t'SinJZ      *  M-f-m 

Ist  aber  1  die  Lange  des  einfachen  Sekundenpendels ,  so  ist 
die  doppelte  Fallhöhe  der  Körper  auf  der  Oberfläche  der  Erde 
in  der  ersten  Sekunde  =  **1 ,  und  diese  Gröfse  muls  noch  we- 
gen der  Schwungkraft  der  Erde  um  ihren  ^ßStenTheil  vergrö- 

fsert  werden,  so  dafs  wenn  ^1  -f-  1  =  X  ist ,  die  Geschwin- 

digkeit, welche  die  Erde  auf  ihrer  Oberfläche  dem  Körper  in 
einer  Sekunde  mittheilt,  gleich  tU  seyn  wird.  Wenn  nun  die 
Schwere  der  Erdkörper  einerlcy  ist  mit.  der  Kraft,  welche  den 
Mond  bewegt,  so  mufs,  da  sich  diese  Kraft  wie  verkehrt  das 
Quadrat  ihrer  Entfernung  verhält,  und  da  R  die  Entfernung  des 

Pendels,  und —-5 — die  mittlere  Entfernung  des  Mondes  von  dem 

Mittelpunkte  der  Erde  ist,  so  mufs  man  haben 

R9 


Sin«il 


oder  Sin*  17=        ,  oder  endlich,  wenn  man  den  vorhergehen« 

den  Werth  von  A  substituirt 

R  =  tUSin»n  M-f-m 
4.012      *  M 
Es  ist  aber  1  =  0.5093  Toisen,  X  =  o.5io4,  Tl  =  C7'  n" 

und  51  =  69  75.,. 
m 

also  gibt  die  letzte  Gleichung  den  Halbmesser  der  Erde 

R  =  3309000  Toisen. 
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Da  also  die  Parallaxe  des  Monde«  aus  den  Beobachtungen  des 
Mondes  in  verschiedenen  Höhen  gefunden  werden  kann,  ohne 
dafs  es  nöthig  wäre,  den  Bcobachtungsort  zu  verändern,  und 
da  es  sich  eben  so  mit  der  Bestimmung  der  Lange  des  Sekunden- 
Kendels  verhält,  so  könnte  der  Astronom,  ohne  seine  Sternwar- 
te zu  verlassen ,  durch  die  blofse  Vergleichung  seiner  Beobach- 
tungen mit  der  Theorie  die  Gröfsen  der  Erde  nach  IV,  und  ihre 
Abplattung  nach  1  oder  II ,  und  endlich  auch  ihre  Entfernung 
von  der  Sonne  nach  III  bestimmen,  welche  drey  Gröfsen  mau 
erst  durch  weite  und  beschwerliche  Reisen  in  die  andere  Hämi- 
sphäre  und  durch  sehr  kostspielige  Meridianmessungen  ken- 
nen gelernt  hat.  Die  Uebereinstiramung  der  auf  so  verschie- 
denen Wegen  erhaltenen  Werlhe  der  Gröfse  und  Abplat- 
tung ,  und  endlich  der  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne 
ist  einer  der  schönsten  und  auffallendsten  Beweise  für  die  allge- 
meine Schwere. 
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DREY  ZEHNTES  KAPITEL. 

Theorie  der  Satelliten  Jupiters. 


i^ine  vollständige  Theorie  der  Satelliten  Jupiters  erfordert  nicht 
minder  umständliche  Rechnungen,  als  die  der  Hauptplaneten  un- 
seres Sonnensystemes.  Ua  wir  aber  hier  die  Methode,  zu  diesem 
Zwecke  zu  gelangen ,  mehr  anzeigen ,  als  vollständig  ausführen 
wollen ,  so  werden  wir  uns  mehrere ,  die  Rechnung  sehr  abkür- 
zende Voraussetzungen  erlauben,  die,  da  sie  in  der  Natur  des 
Gegenstandes  gegründet  sind ,  der  Wahrheit  der  Endresultate 
nur  einen  geringen  Eintrag  thun  können. 

Da  die  Beobachtungen  blofa  von  den  zwey  äufsersten  Satel- 
liten, und  zwar  auf  eine  sehr  unvollkommene  Weise,  eine  klei- 
ne ,  von  den  beyden  andern  aber  gar  keine  Excentricität  gezeigt 
haben,  so  werden  wir  bey  den  folgenden  Untersuchungen  die 
BahnOn  dieser  Satelliten  als  vollkommen  kreisförmig  voraussetzen. 
Da  ferner  die  Masse  des  Hauptplaneten  so  grofs  gegen  die  Mas- 
sen seiner  Satelliten,  und  da  seine  Entfernung  von  der  Sonne  so 
bedeutend  ist,  so  wird  die  Störung,  weiche  die  Anziehnng  der 
Sonne  in  den  Satelliten  verursacht,  nur  sehr  klein  seyn,  daher 
wir  auch  diese ,  so  wie  die  noch  geringeren  Störungen  Saturns, 
als  unbeträchtlich  vernachlässigen  werden. 

Sey  r  die  Entfernung  des  ersten  Satelliten  von  dem  Mittel- 
punkte Jupiters,  nt-|~*  =  1  die  mittlere,  und  v  die  wahre  jovi- 
centrische  Länge  des  Satelliten,  und  m  seine  Masse,  die  Masse 
Jupiters  als  Einheit  vorausgesetzt. 

Für  den  zweyten ,  dritten  und  vierten  Satelliten  wollen  wir 
diese  Gröfsen  mit  einem ,  zwey  und  drey  Strichen  bezeichnen. 
Diefs  vorausgesetzt*  hat  man  für  die  Störung  St  und  $v  des  Ra- 
dius Vector  und  der  Länge  des  ersten  Satelliten  durch  den  zwey- 
ten, nach  den  Gleichungen  (L)  und  (M)  des  IX.  Kapitels,  wenn 
man  die  dort  angenommenen  Bezeichnungen  beybehält,  und  wenn 
a ,  a'  .  .  .  die  Halbmesser  ihrer  ungestörten  kreisförmigen  Bah- 
nen anzeigen,  folgende  Ausdrücke:  , 


\ 
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<*r  m'n9       f    AU'\  ,     an         1        „  ; 


(11— .11') 9 — 

n-  \ 

m'n* 

4(n-n')a 

— n' 

m'n9 

m'n9       f  VdA»\       an  1 


und 


(ngn*        ^   2m'n» 
(n— n')  •  *       +  (n— n')  [(n— n')  •  —  n ■  ] 

}   /    m'n9  m'n»  1 

+  ^a(n— n')9**         (n~-  n')  [4(n— n')9  — n  *] 

(aa(^)  +  n^•aA,))Sin2Cl,-1) 

(m'n9  sm'n' 
3(n— n')a  'a    *  +  3(n-n';  [c)(n-n0  ■—».•] 

K£)+^H)Sin3(,'-,,  +  elc- 

Um  die  Störungen  des  ersten  Satelliten  durch  den  dritten 
und  vierten  zu  erhalten,  wird  man  in  den  vorhergehenden  Aus- 
drücken die  Gröfsen  m'  und  1'  in  m"  1"  und  m'"  1'"  verwandeln. 

Das  merkwürdige  Verhältnifs ,  welches  nach  I.  Th.  p.  a35 
zwischen  den  mittleren  Bewegungen  und  zwischen  den  mittleren 
Längen  der  drey  ersten  Satelliten  Statt  hat,  gibt  den  zweyten 
Gliedern  der  vorhergehenden  Ausdrücke  von  ^r  und  <&V  sehr  be- 
trächtliche Werthe  ,  indem  durch  jene  Verhältnisse  die  Diviso- 
ren jener  Glieder  sehr  klein  werden. 

Es  haben  nämlich  nach  den  Beobachtungen  für  die  mittle- 
ren siderischen  Bewegungen  sehr  nahe  die  Gleichungen  Statt: 

n=in',  und  n'  =  2 n" ,  also  auch  n  —  3 n' -f-a n"  =  o, 

und  eben  so  für  die  mittleren  Längen 

l—31'+al"  =  i8o° 
III.  „  B  b 
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also  ist  auch  sehr  nahe 

,\  (n— n')»  —  n*  :=  (3  n—  2n')(n-ün')=2n(n-2  n') 

und   (n  —  n)3 — n's=n(n-2n'), 

ferner  3  (1'  —  1")  ss  l— V  —  i8o°. 

Wenn  man  blofs  auf  diese  Glieder  sieht,  so  gibt  die  letzte 
Gleichung  dos  §.  l 

m'n»FSin2(l'~-l) 


dv  = 


(n— n')  [/»  (n— n')'— n3] 


dAf  211 

WO  F  =  —  a3  -  a  A«  ist, 

da        n — n' 

also  auch  ,  nach  dem  Vorhergehenden, 

m'nF    .       ,  , 

dv  =   -Sin  2(1  —  1/). 

n — 2n'  v  7 

Dieser  Theil  von  bv  ist  bey  weitem  die  gröfstc  Störung  des 
ersten  Satelliten,  und  zugleich  die  einzige,  welche  die  Beob- 
achtungen zu  erkennen  gegeben  haben. 

Nennt  man  eben  so  in  der  Störung  des  zweyten  Satelliten 
durch  den  ersten,  den  in  Klammern  eingeschlossenen  Theil  des 
ersten  Gliedes  G,  so  ist  nach  der  letzten  Gleichung  des  §.  i  , 

2  m'n3 

d     -  ~  (n—W)  L(„_„.,--n^]  G  Si"  t"  -  ■> 
oder  da,  nach  dem  Vorhergehenden, 

n — n'=n'  und  (n — n')3  —  n'*  =  n  (n —  2n')  ist, 

« 

m'n' 

aV=H  .  G  Sin  (1—1';. 

n  —  2n'  ' 

Heifst  F'  der  ähnliche  Theil  des  zweyten  Gliedes  jener  Glei- 
chung in  der  Störung  des  zweyten  Satelliten  durch  den  dritten, 
so  erhält  man,  wie  zuvor, 

m"  n' 

&vi  =   -F>  Sin  2(1'  —  1") 

oder  da  2(1'  — 1")  =  1  —  1'—  i8o°,  und 
n'  —  2  n"  =  n  —  2  n'  ist , 
m"n' 

oV  F' Sin  (1  —  1'). 

'  n — 2n ' 

Man  hat  daher  für  die  vereinigte  Störung  des  ersten  und  »Irilten 
Satelliten  auf  den  zweyten  1 
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$v'  =  ^~  u;  (m  G  —  m"  F')  Sin  (1  —  1'). 


Heifst  man  endlich  G'  den  ähnlichen  Theil  des  ersten  Glic- 
'des  jener  Gleichung  in  der  Störung  des  dritten  Satelliten  durch 
den  zweyten ,  so  ist : 

m'n"  *  '  m'n" 

äv<<=—  G'SinÜ'— 1")=  ■  /G'Sin(l'— 1"). 

n' — 2n"  v        '     n — 3ii'  v  ' 

Die  Störungen  des  dritten  Satelliten  durch  den  vierten  sind  ge- 
gen die  vorhergehenden  sehr  klein,  daher  sie  hier  weggelassen 
werden. 

I.  Die  Werthe  von  <£v,  <£»>',  Svu  enthalten  die  vorzüglich- 
sten Störungen  der  drey  ersten  Satelliten.  Wir  wollen  sie ,  der 
Kürze  wegen,  so  ausdrücken: 

$v  =1  Sin  a  (1  —  1')  \ 
=  11  Sin  (1-1')  \ 
5v"  =  lU  Sin(l'— 1")  J 

und  wir  werden  in  der  Folge  sehen,  dafs  die  Werthe  der  Fak- 
toren 1 ,  II ,  III  ,  positiv  sind. 

Um  zu  untersuchen  ,  welche  Werthe  diese  drey  Ausdrücke 
zur  Zeit  der  Finsternisse  der  Satelliten  erhalten,  zu  welcher  Zeit 
man  sie  nämlich  vorzüglich  beobachtet,  können  wir  die  Winkel 
l  =  nt  +  £  ....  welche  wir  bisher  auf  die  fixe  Linie  der  Nacht- 
gleichenbezogen ,  auch  in  der  gegenwärtigen  Betrachtung  auf 
irgend  eine  bewegliche  Linie  beziehen  ,  weil  die  Lage  dieser 
Linie  ganz  aus  den  Ausdrücken  1 — 1',  1' — 1",  die  wir  hier  allein 
betrachten,  verschwindet.  Ist  also  die  Entfernung  Jupiters  von 
der  Sonne ,  oder  sein  Radius  vector  diese  Linie,  so  sind  n  n'  n'' 
die  täglichen  synodischen  Bewegungen  der  Satelliten,  und  es  ist 
klar,  (Th.  I.  p.  235)  dafs  auch  bey  dieser  Bedeutung  der  Gröfsen 
n  n'  n"  die  oben,  gegebenen  Verhältnisse  noch  immer  Statt  ha- 
ben werden.  Nimmt  man  überdiefs  an ,  dafs  die  zwey  ersten 
Gröfsen  s  und  s'  gleich  Null  sind,  das  heifst,  dafs  im  Anfange 
der  Zeit  t  die  zwey  ersten  Satelliten  in  ihrer  Conjunction  waren, 
so  ist 

1  _  31' -f-  31"=  ifio 

oder,  dal  =  nt +2  =nt,  1'  =  n't  +  £' ss n't,  l"  =  n"t4-«"  is*  i 

(n— 3n'  -f-  2n")  t  -f-  3«"  =  \  8o 

ode;-  endlich,  da  n  — 3n'-f.*2n"  •=  o  ist , 

«"  =  900. 

Wir  haben  daher 

1—  l'=s(n— .n')t,  und 

Bb  3 
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{i  \a  r=(n'  —  n")t  —     =  (n'—  n/'> l  —  0°" 

und  jene  drey  Gleichungen  gehen  in  folgende  ühpr 


^  sl.  Sin  9  (n— n')^ 
£v'  =  —  II.  Sin  (n  —  n')t  V 
^"  =  111.  Cos(n'  —  n")t  j 


In  den  Finsternissen  des  ersten  Satelliten  ist  für  den  Augen- 
blick seine  mittlere  Conjunction  nt  =*  o.  Es  sey  n — an'  =.  *,  also 
ajich  2n — iin'  =  n-f-<»,  und  daher 

$v  =  |.  Sin  «t. 

Eben  so  ist  für  die  Finsternifs  des  zweyten  n't=o,  also  (n— n',t 
=  (n'-f-t*)t  =  «t  und  daher 

'        =  —  II  Sin»t. 

Endlich  ist  für  die  Finsternisse  des  dritten  n"  t+f''  =  o,  aber 
nach  dem  obenangeführten  Verhältnisse  der  mittleren  Bewegun- 
gen ist 

n' — n"  =  n  —  2n'-f-  n'',  also  auch 
(n/  —  n'')  t  + «"  =  (n — 3n'  -+-  n  ")  t  -f  «" 
oder  dän— 2n'  =  »  und  t"  =  90  ist,  (n'  —  n'')  t-f-90  =  » t ,  also 
auch 

£i/"  =  III.  Sin«-t. 
Diese  drey  Gleichungen  zeigen ,  dafs  die  Werthe  von 
Sv'y  <$V'  in  den  Finsternissen  von  demselben  Winkel  <w  abhängen. 
Um  die  Periode  T  dieser  Ungleichheit  der  Verfinsterungen  der 
drey  ersten  Satelliten  zu  bestimmen ,  so  ist  sie  nach  jeder  der 
drey  vorhergehenden  Gleichungen  , 

T  _  36°  _  360 
oü        n  — an' 

wo  n  und  n'  die  täglichen  synodischen  Bewegungen  der  beyden 
ersten  Satelliten  bezeichnen.  Nennt  man  aber'  s  und  s'  die  syno- 
dischen Revolutionen  dieser  Satelliten  ,  so  ist 

36o      _  36o 
n  =  —  und  n'  =  — 

also  auch  die  vorhergehende  Gleichung 

ss' 


T  = 


»'-2$ 


Es  is  aber  s  =  iT  .  769861  und  s'  =  3T .  554oq4  ,  also 

T  =  437T-6  .  ' 

oder  die  Unregelmäfsigkeiten  der  Verfinsterungen  kommen  bey 
jed«m  der  drey  Satelliten  in  487.6 Tagen  wieder.  Bradley  hat 
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.  der  erste  tlicsc  merkwürdige  Periode  von  437.6  Tagen  aus  den 
Leobachteten  Ungleichheiten  der  Verfinsterungen,  aber  blofs  bey 
dem  ersten  und  zweyten  Satelliten  erkannt.  War  gentin,  wel- 
cher die  ersten  genaueren  Tafeln  der  Verfinsterungen  dieser  Sa- 
telliten lieferte,  dehnte  diese  Periode  auch  auf  den  dritten  Sa- 
telliten aus,  und  schrieb  sie  den  Einwirkungen  dieser  drey  Kör- 
per aufeinander  zu,  aber  ohne  diese  Vermuthung  durch  dieAna- 
lvsis  beweisen  zu  können.  Bai  II  v  und  Lagrange,  welche  sieh 
in  dem  Jahre  1766  mit  der  analitischen  Entwicklung  der  Störun- 
gen der  Jupitersmonde  beschäftigten,  fanden  diese  Ungleichhei- 
ten durch  die  Theorie  zuerst,  sowie  sie  sich  auch  zuerst  den 
Beobachtern  gezeigt  haben.  L  aplacc,  der  in  dem  vierten  Buche 
der  Mec.  cel.  diese  Theorie  am  vollständigsten  entwickelte,  zeig- 
te, dal 's  diese  Ungleichheit,  als  eine  Folge  der  gegenseitigen 
Störungen  der  drey  ersten  Satelliten,  darauf  gegründet  sey,.  dafs 
die  beyden  oben  erwähnten  Verhältnisse  zwischen  ihren  mittle- 
ren Bewegungen  und  zwischen  ihren  mittleren  Längen  nicht  blofs, 
wie  die  Beobachtungen  anzeigten ,  beynahe ,  sondern  in  aller 
Schärfe  richtig  sey.  Wenn  jene  Verhältnisse  nicht  genau  Statt 
hätten,  so  würden  auch  die  zwev  Ungleichheilen  des  zweyten. 
Satelliten,  welche  wir  oben  in  der  Gleichung,   die  G  uud  F' 
enthält ,  gefunden  haben,  nicht  mehr  in  eine  einzige  zusamiucn- 
iliefsen,  sondern  diese  zwey  Ungleichheilen  würden  sich  sehr 
bald  von  einander  trennen ,  und  man  müfste  dann  ganz  andere 
und  beträchtliche  Ungleichheiten  finden,  was  gegen  die  Beobach- 
tungen ist.  Die  Voraussetzung,    dafs  ein  blofser  Zufall  diese 
drey  Monde  ursprünglich  in  die  zu  diesen  Verhältnissen  erfor- 
derliche Lage  gesetzt  habe,   war  sehr  unwahrscheinlich,  und 
La  place  fand,  dafs  es  hinreichend  war,  wenn  diese  beyden 
Verhältnisse  anfänglich  nur  beynahe  Statt  hatten  ,  und  dafs  dann 
die  gegenseitige  Anziehung  der  drey  ersten  Satelliten  hinreichend 
war,  jene  Verhältnisse  in  aller  Schärfe  hervorzubringen,  und  auch, 
so  lange  keine  fremden  äufseren  Wirkungen  ihr  System  stören , 
für  alle  Zeiten  zu  erhalten. 

fi.  3. 

Um  die  beyden  Gleichungen  des  1  numerisch  zu  entwi- 
ckeln, nehmen  wir  folgende  siderische  Revolutionen  der  Satelli- 
ten an : 

des  ersten  iT.7(>9 137787 
zweyten    3.  55 1181017 
dritten  7.i5v5528o8 
vierten  16.689010,396. 

Da  die  täglichen  mittleren  siderischen  Bewegungen  sich  verkehrt, 
wie  diese  Revolutionen  verhalten ,  so  ist 


3<)o 

ii   =  9 .  4334  i(t  u'" 

n   =  4 .  699569  n'" 

11"  =  2  .  332643  n'" 

Daraus  findet  man  die  synodischen  Revolutionen  nach  Th.  II. 
S.  232.  Ist  nämlich  S  die  siderische  Revolution  Jupiters,  S  die 
synodische  und  T  die  siderische  Revolution  der  Satelliten,  so  ist 

Ts  . 

• 

Es  ist  aber  S  =  4332T  . 5q63o76,  also  hat  man,  wenn  man  in  der 
letzten  Gleichung  fürT  die  eben  gegebenen  siderischen  Umlaufs- 
zeil cn  der  Satelliten  substitutiv  für  die  synodischen  Umlaufs- 
zeiten derselben : 

des  ersten :  iT  .  769861 

zweyten    3 . 554094 

dritten  7.166386 

vierten  16.758542. 

Daraus  folgt,  dafs  in  der  Periode  von  437.  6  Tagen  der  erste  Sa- 
tellit nahe  247,  der  zweyte  123  und  der  dritte  61  ganze  synodi- 
sche l'evolution  vollendet,  und  dafs  daher  diese  drey  Satelliten 
am  Ende  dieser  Feriode  wieder  sehr  nahe  dieselbe  Lage  gegen 
die  Sonne  haben,  die  sie  im  Anfange  derselben  hatten,  in  welcher 
Zeit  daher  auch  ihre  vorzüglichsten  Störungen  wieder  zurück- 
kommen. Vergl.  3. 

Um  die  Halbmesser  ihrer  Bahnen  zu  erhalten,  beobachtete 
Po ü  n d  mit  grofser  Schärfe  zu  der  Zeit,  als  Jupiter  in  seiner 
mittleren  Distanz  von  der  Erde  war,  die  gröfste  Digression  des 
vierten  Satelliten  von  demMittelpunkte  Jupiters  gleich  o°.i  377778, 
und  zu  derselben  Zeit  den  Halbmesser  des  Jupiteräquators  gleich 
o°.oo54i67.  Da  sich  hier  diese  scheinbaren  Gröfsen  wie  die  wah- 
ren verhalten ,  so  ist ,  wenn  man  den  Halbmesser  des  Jupiter- 
äquators zur  Einheit  annimmt,  der  Halbmesser  der  Bahn  des 
vierten  Satelliten 

=  °-'3^778    =  i5.4S59. 

0.0054l67 

Die  drey  anderen  Halbmesser  wird  man  am  besten  aus  dem 
vorhergehenden  Werthe  von  a'y/  und  den  gegebenen  siderischen 
Revolutionen  durch  das  dritte  Gesetz  Keplers  ableiten.  Man 
findet  so : 

a"  =  14.46 189'i 
a'  =.  9,066548 
a   =  5.698491. 

Mit  diesen  Wcrlhen  erhält  man  nun  nach  den  Gleichungen 
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des  Kapitels  VIII  folgende  Ausdrücke,  wenn  man  die  Satelliten 
von  dem,  dem  Jupiter  nächsten  anzufangen  ,  durch  I,  II,  III,  IV 
bezeichnet:  (Mec.  cel.  IV.  p.  85.) 


I  und  II 

I  und  III 

• 

I  und  IV 

■ 

II  u.  III 

11  u.  IV 

III  u  IV 

a 

0.64152 

0.59403 

o.224o5 

0.62693 

0.35645 

1 

0. 56856 

b-i 

2.20297 

2.0784? 

2.02517 

2.20191 

2-oi'4j5 

2.l652öj 

hl. 
i 

-0.59672 

-  o.3ft625 

-  0.22262 

-  0.59459 

-  O.35069 

-0.54  |50j 

b\ 

2.2ÖÜ8  » 

2.o8524 

2.02583 

2.25710 

2.o685i 

2.19965 

b'l 

1 

0.76431 

0.41949 

o.2283g 

• 

0.75153 

0.^7492 

1 

0.655*84 

o.  36321 

0. 12485 

o.o58<i6 

o  .3(>oqi 

0.  100  Co 

0.2.-54Ö: 

•»*! 

0.19235 

0.04114 

0.00719 

O.19064 

■ 

o.o3o<i3 

o.i55j: 

b'i 

0.  io6?m 

« 

0.01421 

• 

0.001 4 1 

o«  10029 

0.00908 

O.OOtil^ 

.1  „ 

(1* 

1.09991 

0.  fyHuy 

0. 23 758 

1. 09310 

o.4i5i4 

o.r.iU)- 

du 

1.7O001 

1.20823 

1  .ü5oü8 

1.74365 

1.16  ib~ 

i.5458(l 

* 

ai>? 

j  da 

1.40276 

o.68i37 

o.35ofl3 

i'i440l 

0.69939 

1.1902g 

j  da  i 

1.08460 

0  3tgtto 

0.09772 

1.07629 

0.2Ö332 

0.8*2.j2 

j  da 

t/,77325 

0.14980 

0.02520 

o.  76002 

o.ioUöi 

0.5265a 

Mit  diesen  Gröfscn  Können  nun  die  Gleichungen  des  1 
entwickelt  werden.  Vor  dieser  Entwicklung  mufs  nnn  bemer- 
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ken,  dafs  La  place  a.  a.  O.  in  jene  beyden  Gleichungen  noch 
einige  andere  Betrachtungen  aufgenommen  hat,  die  hier,  wo 
mehr  das  Verfahren,  als  die  Ausführung  desselben  gegeben  wer- 
den soll ,  als  minder  beträchtlich  übergangen  werden.  Er  findet 
so ,  wenn  man  alle  Störungen ,  die  unter  5  Sekunden  sind,  weg- 
läfst ,  und  wenn  man  durch  m  m'  m"  m'"  die  Massen  der  vier 
Satelliten,  jede  durch  10000  multiplicirt,  bezeichnet: 

dr  =  ra'  [0.0001     o.ooo5  Cos  (1' — 1)  —  0.0976  Cos  2  (1' — 1) 

—  0.0004  Cos  3(1'— 1)] 
+  m"  [0.0001  Cos  (1"— 1)  —  0.0001  Cos  3  (1"— 1)] 

=m'[o0.oi7Sin(l'— 1>-  i0.<)56Sina(l'— 1)— o».oo6$in3(l'— 1)] 
+  m"  [o°.oo3  Sin(l"— 1)~  o°.oo2  Sin 2  (1"-— 1)] 

Jr'=  m  [ — 0.0004  +  0.0.JO7  Cos  (\ — l')  -|-  0.0006  Cos  2  (1 — l')] 
-fm"  [0.0007  Cos(l"— !•)—  0.0867  Cos  O"— 1') 

—  0.0006  Cos  3(1"— 1)] 

$v'=  m  [— o°.626  Sin  (1— 1')  —  o*.oo5  Sin  a (1—1')] 
+  m"  [o°.o  1 7  Sin  (!"— 1')—  1  °.oqo  Sin 2  (1*— 

— o°.oo6Sin3(l"— I')} 

£r  "=  m  [ —  o  ooo5  4-  0.0006  Cos  (1 — 1 ")] 

-J-m'  [—0.0007 +  0.04 14  Cos  (1' — 1")  +  o.ooo()Cos2(l' — 1'/)] 
+  m'"[o.ooo7  Cos  (1"'— 1")  —  0.0045  Cos  3  (1"'— 1") 

—0.0004  Cos  3  (1"/— 1//)] 

$ v"=  m  [o°.oo2  Sin  (1— 1")]  +  m' [—  o°3i3  Sin  (1'— 1") 

— o°.oo4  Sin  2  (1'— 1'/)] 
+  m'"  [o  0  009  Sin  (1'«— \4?j  —  o  0 .0  33  Sin  2  (1"'— 1") 

— o°.oo2  Sin  3  (1'"— 1")] 

Jr"'Ä  m  [—0.0009  +  0.0006  Cos  (1— 1"')] 
-f-  m'  [ — 0.0009  "h  00009  Cos  (1' — 1'")] 
+m"[— o  001  i-|-o.oo33Cos(l"— l"0+o.ooo6Cos2(l"— 1'")] 

3V"— m  [o°.ooi  Sin  (1— I'")]  +  m'  [o°.oo2  Sin(l'— Vif)] 

+  m"  [— o*oo3  Sin  (1"— 1"')  —  o°,ooi  Sin  2  1"/)] 

5.  4. 

In  den  vorhergehenden  Ausdrücken  müssen  nun  noch  die 
Werthe  der  Massen  der  vier  Satelliten  bestimmt  werden. 

Die  von  Sin  2  (!' — 1)  abhängende  gröfste  Ungleichheit  des 
«•rslon  Satelliten  fand  Delambre  aus  blofsen  Beobach- 
tungen in  ihrem  Maximum  gleich  0.0022  3^7  »Tage,  d.h.  um  diese 
Zeit  können  durch  jene  Ungleichheit  die  Finsternisse  des  eisten 
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Mondes  verzögert  oder  beschleuniget  werden.  Um  diese  Zeit  in 
Itogen  zu  verwandeln,  mufs  man  sje  durch  36o°  multipliciren, 
und  das  Product  durch  die  synodische  Revolution  iT  .  769O6  divi- 
diren,  wodurch  man  erhält 

1  .76986 

Nach  der  vorhergehenden  Theorie  aber  ist  diese  Ungleichheit 
(1. 956)111',  also  hat  man,  wenn  man  beyde  Ausdrücke  gleich  setzt, 

m'  wm  °'4^4^3  „^g^ 
i956 

Auf  eine  ähnliche  Art  fand  man  m"  =  0.88497,  m'"  =0.42659 
und  m  =  0.17828,  so  dafs  man  also  für  die  Massen  der  Satelliten 
erhält 

I  Satellit  0.000017328 

II  -        o . oooo23235 

  ■  • 

m    -     o . 000088497 

IV  0.000042659 

die  Masse  Jupiters  als  Einheit  vorausgesetzt.  » 

Mit  diesen  Werthen  von  mm'm"m"'  gibt  der  vorhergehen- 
de Ausdruck  von  $v 

8 9  es  o  0 . 004  Sin  (!'— 1)  —  0.454  Sin  2  (V— 1)  —  0.00 1  Sin  3(1'— 1) 

+  0.002  Sin  (1"  —  1)  —  0.002  Sin  2  (1"— 1) 

Es  ist  aber  1  —  31'  +  2l%"  =  180 ,  also 

1"— 1  =  90  —  »nd 

2  (1"— 1)  =  1 80  —  3  (1—10 ,  also  ist  auch 

=  —  0.004  Sin(l— IO  —  0.002  Cos  |(1-10 +  0.454 Sin 2  (1—1') 

für  die  Störung  der  Länge,  welche  der  erste  Satellit  von  den 
übrigen  leidet.  La  place  entwickelte  a.  a.  O.  diese  Theorie 
umständlich ,  indem  er  auf  die  Excentricität  der  Bahnen  und  auf 
die  Wirkung  der  Sonne  Rücksicht  nahm.  Die  Bahnen  der  beyden 
ersten  Satelliten  wurden  sehr  nahe  kreisförmig  gefunden.  Nennt 
man  t  die  Anzahl  julianischer  Jahre,  die  seit  der  Mitternacht  des 
ersten  Januars  1750  verflossen  sind,  und  sind  },  1',  W,  1'"  die 
mittleren  jovicentrischen  Längen  dieser  Satelliten  in  Beziehung 
auf  die  Frühlingsnachtgleiche  der  Erde ,  so  ist 

1   =    i5°.  012844  +  (743240.  354673i5) t 

K  3  3ii  ,   84o38  +  (37027  .  i3i3i488)t 

1"=    10  .    25414  +  (18378  .  52n36oo)t 

1"'=:    72  .  55i24i  4-  (  7878  .  84713604) t 

und  ebenso  ist  die  mittlere  Länge  des  Perijoviums,  in  Beziehung 
auf  dieselbe  Frühlingsnachtgleiche 
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für  den  dritten  Satelliten 

W  =  3o9°  .  /,386o  -f-  (20  .  6247987)  t 

und  für  den  vierten 

w'"  =  1 80 . 34349  +  (o .  730236 1 )  t. 

Die  Exeentricität  der  Bahn  des  dritten  Satellileu  fand  schon 
Wargentin  aus  den  Beobachtungen  veränderlich.  Um  das 
Jahr  hatte  nämlich  die  Mittelpunktsgleichung  dieser  Bahn 

ihren  gröfsten  Werth  o°.22i,  und  im  Jahre  1777  ihren  kleinsten 
o°.o85.  Die  Ursache  dieser  Aenderungen  entdeckte  La  place 
durch  die  Theorie;  erfand,  dafs  sie  von  zwey  verschiedenen 
MiltelpunktSgleichungen  abhängen,  deren  die  erste  der  Bahn  die- 
ses Satelliten  eigen  ist,  und  sich  daher  auf  das  Perijovium  w" 
bezieht,  Mährend  die  andere  von  der  Exeentricität  der  Bahn 
des  vierten  Satelliten  abhängt,  und  sich  also  auf  das  Perijovium 
w'"  bezieht«  Diese  Exeentricität  der  Bahn  des  vierten  Satelliten 
ist  beträchtlich  gröfser,  als  die  des  dritten,  und  sie  beträgt  in 
ihrem  Maximum  o°.834«  Eine  andere  Mittelpunktsgleichung  des 
vierten  Satelliten,  die  aber  nur  auf  o°.o20  steigt,  bezieht  sich 
auf  das  Perijovium  des  dritten  Satelliten  ,  so  dafs  also  die  Bahn 
des  vierten  eigentlich  auch  eine  veränderliche  Exeentricität  hat. 
Indem  La  place  a.  a.  O.  auf  die  Störungen  Rücksicht  nahm, 
welche  durch  die  Excentricitäten  dieser  Bahnen  und  durch  die 
Anziehung  der  Sonne  entstehen,  fand  er  für  die  Zeit  der  Fin- 
sternisse ,  wo  mehrere  Ungleichheiten  verschwinden ,  folgende 
Ausdrücke,  in  welchen  v  die  wahre  joviejentrische Länge  des  Sa- 
lelliten  in  seiner  Bahn,  von  dem  Frühlingsnachtgleichenpunktc 
der  Erde  gezählt,  und  A  die  mittlere  Anomalie  Jupiters  romPe- 
rihclium  gezählt,  bezeichnet : 

v  =  l  —  o°.  004  Sin  (1—10 

—  o  .  002  Cos  |  (1—10 
+  o  .  454  Sin  2  (1—10 
-I-  o  .  004  Sin  (v— w") 
-f-  o  .  002  Sin  (v — w'") 

—  o  .  oi6Sin(l— 2l'  +  w") 

—  o  .  007  Sin  (1— 2l'-r-w"0 

*  • 

Multiplicirt  man  diese  CoefTicienlen  durch  die  synodischc 
Revolution  ,  und  dividirt  sie  durch  36o,  d.  h.  multiplicirt  man 
.     ,     .   (1.76986)86400  „  ,  , 

sie  durch    —     Q,  =s  425,  so  erhalt  man  die  Correction 

000 

(y — 1)  der  mittleren  Conjunction  des  ersten  Satelliten  in  Zeit- 
se kjinden  ausgedrückt,  und  eben  so  für  die  drey  folgenden 
Satelliten : 


$ 
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=  —  o°.  oi5  Sin  (1'— 1") 
+  1  .  073  Sin  2(1'—  (") 
+  o  .  oo5  Sin  3  (I'— 1") 
+  o  .  007  Sin  4(1—1") 
+  o.o33  Sin  (1'— w") 
-f-  o  .  014  Sin  (IV- W") 
+  o  .  o5i  Sin(l— 2  l'+w") 
+  o  .  023  Sin  (1'— 2l"  +  w"') 

—  o  .  010  Sin  A. 

9*i  =  1"  —  o°.  073  Sin(l'— 1") 

—  o  .  001  Sin  2(1'— 1") 

—  o  .  004  Sin  (1"-1">) 
+  o  .  014  Sin  2(1"— l'") 
-f-  o  .  i53  Sin  (l"-w") 
-f-  o  .  06O  Sin  (1"— w'") 

+  o  .  009  Sin(l'— 2l"-f-w") 
-f-  o  .  004  Sin(l'— 2l"  +  w"0 

—  o  .  oi3  Sin  A. 

v«>  m  \m  _  o°.  oo3  Sin(l"— l"') 

—  o  .  001  Sin  2(1"— 1"') 

—  o  .  020  Sin  (1'"— w") 
+  o  .  8-18  Sin  (1'"— W") 
+  o  .  004  Sin  2  (1"' — w'") 

—  o  .  004  Sin(28°.72G4-o°.69i  t) 

—  o  .  o3i  Sin  A, 

J.  5. 

Bisher  haben  wir  noch  auf  die  Neigungen  dieser  Bahnen  kei- 
ne Rücksicht  genommen.  Setzen  wir  zuerst  voraus,  dals  die  La« 
gen  der  Satellitenbahnen  gegen  die  Ebene  der  Jupitersbahn  durch 
die  Beobachtungen  gegeben  seyen  ,  und  suchen  wir  daraus  die 
Lage  der  Satellitenbahn  gegen  die  Ekliptik. 

Es  sey  (Vol.  IL  Hg.  1.)  Y  Q'  die  Ekliptik,  V  £1  die  Ju- 
pitersbahn, und  £V£l.<J  die  Satellitenbahn.  Es  bezeichne  KundN 
die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Jupitersbahn  und  die 
Neigung  desselben  gegen  die  Ekliptik ; 

k,  n  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Satellitenbahn 
und  die  Neigung  derselben  gegen  die  Jupitersbahn ,  und 
endlich 

die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Satellitenbahn 
und  die  Keigung  derselben  gegen  die  Ekliptik , 

I 
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so  hat  man  in  dem  sphärischen  Dreyecke  'V  £\  die  drey 
Winkel  V*  =  N,  £|  =  u,  und  O'  ss  180  —  v,  und  die  Seiten 
V  fl  =  k  —  K ,  und  V  Vf'  =  *  —  R.  d  also  die  Groben  K  N 
und  k  n  gegeben,  so  findet  man  nv  durch  folgende  Gleichungen, 
in  welchen  x  eine  Hülfsgröfse  bezeichnet , 

l6  *  =  tg  ,  n  Cos  (k — K) 

Coirs^ii  Cos  (N  +  x) 
Cosx        v  y 

Sin  x 

,g(«-K)=tg(k_K)  gj— 

Diese  Ausdrücke  enthalten  die  strenge  Auflösung  unserer 
Aufgabe.  Da  aber  die  Winkel  N,  n  und  180  —  v  nur  klein  sind, 
so  läfst  sich  dieselbe  Aufgabe  noch  auf  folgende  einfachere  Weise 
aullösen. 

Ks  sey  C  der  Ort  des  Satelliten  in  seiner  Bahn.  Ein  durch 
C  auf  die  Jupitersbahn  'SfSX  senkrechter  Bogen  schneide  die  Ju- 
pitersbahn in  D,und  ein  durch  C  auf  die  Kkliptik  'Sf&X'  senkrechter 
Bogen  schneide  die  Ekliptik  in  D'  und  die  Jupitersbahn  in  d; 
so  ist  CD'  die  jovicentrische  Breite  des  Satelliten  über  der  Eklip- 
tik, und  man  hat  sehr  nahe  CD'  =.  CD  +  dD'.  Bezeichnet  man 
aber  durch  u  die  jovicentrische  Länge  des  Satelliten  in  seiner 
Bahn ,  so  ist 

Sin  CD  =  Sin  n  Sin  (v — k)  oder  nahe  genug 

CD  =nSin(u  —  k)  ,  und  eben  so 

dD'  =  N  Sin  (u—K) ,  also  auch 
CD'  =  n  Sin  («— k)  +  N  Sin  (u-K)  oder 
CD'  SB  (n  Cosk+NCosK)  Sin  u—  (nSin  k-f  NSinK)  Cos  u. 

Allein  es  ist  auch 

CD'  =  v  Sin  (u  —  «)  sb  v  Cos  n  Sin  u  —  v  Sin  *  Cos  u. 

Setzt  man  daher  die  Cöefficienten  von  Sin  v  und  Cos  u  in 
diesen  beyden  Ausdrücken  von  CD'  einander  gleich,  so  erhält 
man  folgende  Gleichungen 

yCos/f  =  nCosk  +  NCosK 

vSin*  =  nSink  +  NSinK, 

woraus  man  also  die  Werthe  von  n  und  v  findet ,  wenn  die  von 
kn,  und  von  UN  gegeben  sind. 

$.  6. 

Da  die  Bahnen  der  Satelliten  Jupiters  nur  sehr  wenig  gegen 
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die  Ebene  des  Aequators  dieses  Planeten  geneigt  sind,  so  wollen 
wir  zuerst  die  Lage  dieses  Aequators  festsetzen. 

Im  Anfange  des  Jahres  1801  war  die  jovicentrische  Länge 
des  aufsteigenden  Knotens  dieses  Aequators  in  der  Bahn  Jupi- 
ters gleich  3i'i°.4(>5,  und  dieser  Knoten  tritt  jährlich  gegen  die 
Fixsterne  um  die  Gröfse  0^.000074  zurück.  Die  Neigung  des 
Aequators  gegen  die  Jupitersbahn  ist  für  dieselbe  Epdchc  3°.  0920 
mit  der  jährlichen  Zunahme  von  o°.ooooo63.  Bezeichnet  also  t 
die  Anzahl  Jahre,  die  seit  dem  Anfange  des  Jahres  1801  verflos- 
sen sind,  so  ist  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Aequa- 
tors Jupiters  in  seiner  Bahn 

.  3i4°.465o  —  oe. 000074 t-f-d°oi39i7t 

=  3i4°. 4650  +  0.  di3843  t 

und  die  Neigung  des  Aequators  gegen  die  Bahn  Jupiters  ss 

3°.oyio+o°.ooooo63t.  . 

Die  mittleren  Neigungen  der  vier  Satelliten  -  Bahnen  gegen 
die  Jupitersbahn  sind  für  dieselbe  Epoche 

I.  Satellit  -  -  3°.  oqoo 
IL     -   -    -   -   3  .  o}36 

III.  -   -    -   -   3  .  007Ü 

IV.  -   -    -   -   2  .  6828. 

- 

Die  Knotenlinie  dieser  mittleren  Satellitenbahnen  fällt  bey 
allen  vier  Satelliten  mit  der  Knotenlinie  des  Aequators  Jupiters 
in  der  Ekliptik  zusammen ,  und  daher  sind  die  Neigungen  der 
Satellitenbahnen  gegen  den  Jupitersäquator 

I.  Satellit    -    -    o°.  002a 

II.  -    -     -    -    o  .  0184 

III.  -    -    -    -    o  .  084a 

IV.  -    -    -   -    o  .  4092. 

Diese  letzteren  Neigungen  der  Bahnen  gegen  den  Jupiters- 
äquator  sind  constant,  also  ist  auch  die  mittlere  Lage  dieser 
Bahnen  derselben  Säcularänderung  unterworfen,  welche 
wir  oben  für  die  des  Jupiteräquators  angegeben  haben. 

Die  periodischen  Aenderungen  dieser  Neigungen  aber 
lassen  sich  so  darstellen.  Die  Bahn  eines  jeden  Satelliten  bewegt 
sich  gleichförmig  uud  mit  einer  oonstanten  Neigung  gegen  seine 
mittlere  Bahn  so,  dafs  die  wahre  Länge  der  Bahn  durch  ihren 
Neigungswinkel  gegen  die  mittlere  Bahn  und  durch  die  Länge  ih- 
res auf  diese  mittlere  Bahn  sich  beziehenden  aufsteigenden  Kno- 
tens gegeben  ist.  Diese  Neigungen  und  Knotenlängen  der  wah- 
ren Bahnen  auf  ihren  mittleren  sind,  wenn  t  wieder  die  Anzahl 
der  seit  1801.00  verflossenen  Jahre  bezeichnet: 
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Der  wahren  Bahnen 

Neigung  gegen  die  |   Knotenlänge  in  der 

mittlere  Bahn      !      mittleren  Bahn 
I«     -    -    -    -  unmerklich 
II.    -   -   o°.  463h 
HL  o  .  2o56 

IV.  -   -   o  .  2494 


12°.  C8o5  — i2\  o483t 
aas  .  o786—  2  .  5538  t 
70  .  4792—  o  .  6914  t 


und  zu  diesen  Knotenlängen  mufs  noch  die  Präcession  5o''.  1 1 
o°.  013917  t  addirt  werden ,  um  diese  Längen  von  dem  wahren 
Frühlingspunkte  der  Erde  zu  erhalten. 

Rehält  man  also  die  Bezeichnung  der  Gröfsen  unk  wie  in 
Ä.  5.  bey,  und  nennt  man  s  die  jovicentrische  Breite  des  Satel- 
liten über  der  Jupitersbahn  ,  so  hat  man 

Sin  s  =  Sin  n  Sin  (u — k)  oder  nahe 

s  =  n  Sin  (u  — k). 

Es  ist  aber  für  t  julianische  Jahre  nach  ißoi  die  Länge  des 
mittleren  Knotens  aller  Satellitenbahnen,  von  dem  Frühlingspunk- 
te der  Erde  gezählt,  nach  dem  Vorhergehenden  gleich  3i4°.465o 
-f-o°.oi3843  t,  also  hat  man  für  den  ersten  Satelliten 

s  =  3°,  0900  Sin (u—  3i4°.465o  -  o°.o»3843  t) 
und  eben  so  für  den  zweyten 

s'  B  3 \  o736  Sin (m>— 3i 4  °.  465  —  o°.  01 3843 1). 

Aber  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  wahren  Bahn 
des  zweyten  Satelliten  auf  seiner  mittleren  Bahn  ist 

12°.  88o5  —  i2°.    o483  t  -f-  o\  013917  t 

=  12  .  88o5  —  12  .  o3438  t 

also  die  Verbesserung  der  mittleren  Breite  (nach  J.  5.) 

o°. 4636 Sin (w'— 120. 880}  +  in o.o3438  tj. 

Verfährt  man  eben  so  mit  den  übrigen  Satelliten,  so  erhält  man 
für  ihre  juvicentrischen  Breiten  über  die  Jupitersbahn 

t  =  3°.  090  Sin(u--3i40.  465— o°.oi384  t) 
s'  =  3  .  074  Sin(u'  —  3i4  465  — o.oi3Ö4t) 

+  0.464  Sin  (V  —  1 2  . 880  + 1 3  .  o3438  t) 
s"  ss  3  .  008  Sin(u"  —  3i4.465  —  0.01 384t) 

+  0.206  Sin  (u" —  222.9794-2  .  553 Ho  t) 
s'"  =  2  .  683  Sin(u/'/—  3i/4.465—  o. oi364t) 

+  0.249  Sin  («"'  —  70  .  479  -f*  0 .69140 1) 

Aus  diesen  Ausdrücken  kann  man  mit  Hülfe  der  beyden  letz- 
ten Gleichungen  des  g.  5  die  Neigungen  und  Knotenlängen  der 
wahren  Satellitenbahnen  gegen  die  Jupitersbahn  berechnen. 
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Die  tropischen  Umlaufszeiten  der  Knoten  der  wahren  Bah- 
nen auf  ihren  mittleren,  in  Beziehung  auf  den  Frühlingspunkt 
der  Knie,  erhält  man  aus  Jen  oben  angegebeneu  jährlichen  Be- 
wegungen dieser  Knoten.  So  ist  für  den  zweyten  Satelliten  die 
jährliche  siderische  Bewegung  i2°.o483,  also  die  jährliche  tropi- 
sche Bewegung  12.0483-4-0.0139  =  i2.o34»,  und  daher  die 

gesuchte  tropische  Umlaufszeit  dieses  Knotens  ~^^§ri  =29.1)14 

jul.  Jahre,  und  ebenso  für  den  dritten  14  »-73t)  und  für  den  vier- 
ten 53i.35o  Jahre. 

Die  Neigungen  werden  am  gröfsten  ,  wenn  diese. aufsteigen- 
den Knoten  mit  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Jupiteräquators 
zusammenfallen,  und  am  kleinsten,  wenn  sie  mit  dem  nieder- 
steigenden Knoten  des  Jupiteräquators  zusammenfallen  Um  die 
Periode  dieser  Aenderungen  der  Neigungen  zu  finden  ,  hat  man 
z.  B.  für  den  zweyten  Satelliten  die  jährliche  tropische  Bewe- 
gung der  Knoten  der  wahren  Bahn  auf  der  mittleren  gleich 
—  in0. 0^440,  und  die  jährliche  tropische  Bewegung  der  Knoten 
des  Jupiteräquators  gleich  -j- 0.01*84,  also  ist  die  jährliche 
Bewegung  der  Knoten  der  wahren  Bahn  auf  der  mittleren  in  Be- 
ziehung auf  den  Knoten  des  Jupiteräquators  gleich  1 2°.  048:4, 
und  daher  die  Periode  der  Aenderung  der  Neigung  des  zweyten 
Satelliten 

360  =  so .  880  Jahre  , 

12.  o<|B24 

und  eben  so  für  den  dritten  140.971,  und  für  den  vierten 
5 2 0.712  Jahre. 

Die  Zeit  der  gröfsten  Neigungen  der  Satellitenbahnen  hat 
nach  den  vorhergehenden  dann  Statt,  wenn  der  aufsteigende  Kno- 
ten der  Satellitenbahn  z.  B.  für  den  zweyten  i2°.88o£ — 
i2°.o3438  t  mit  dem  aufsteigenden  Knoten  des  Jupiteräquators >, 
oder  mit  3 14.  465o -+-0  . oi38^3  t  zusammenfällt.  Setzt  man  al- 
110  diese  beyden  Ausdrücke  einander  gleich,  so  erhält  man 
t  s± —  25.o3i5  Jahre,  und  da  nach  den  vorhergehenden  die  Pe- 
riode der  gröfsten  Neigungen  bey  diesem  Satelliten  29.880  Jah- 
re beträgt,  so  sind  die  Epochen  der  gröfsten  Neigungen 

1835.728J  i8o5.848;  1775.908;  1746.068;  1716.208;  1 686.3*8 U.  f., 

und  eben  so  für  den  dritten  1906.140;  1765.175;  1624.204,  und 
für  den  vierten  1968.805  und  1448.093.  Maral  di  fand  diese 
gröfsten  Neigungen  aus  unmittelbaren  Beobachtungen  für  den 
zweyten  Satelliten  in  dem  Jahre  1747»  l7!7»  '687,  und  für  den 
dritten  in  dem  Jahre  1765  und  i633.  Die  Epochen  der  kleinsten 
Neigungen  liegen  zwischen  den  angegebenen  Zahlen  in  der  Mitte, 
und  fallen  daher  z.  B.  für  den  zweyten  Satelliten  in  die  Jahre 
1820.788;  1790.908  u.  t 
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J.  7. 

Die  Bewegungen  dieser  Satelliten  um  ihren  Hauptplaneten 
können  nicht  gut  unmittelbar  von  der  Erde  beobachtet  werden  , 
da  ihre  geocentrische  Elongation  vom  Jupiter  so  klein  ist,  dafs 
der  geringste  Fehler  der  Beobachtung  derselben  schon  Irrthü- 
mer  von  mehreren  Graden  in  ihren  jovicentrischen  Bewegungen 
zur  Folge  haben  würde.  Ihre  Finsternisse  im  Gegentheile  bie- 
then  uns  ein  viel  genaueres  Mittel  an,  diese  Bewegungen  zu  be- 
obachten ,  und  wir  verdanken  auch  in  der  That  der  Beobachtung 
dieser  Fhönomene  unsere  Kenntnisse  der  vorzüglichsten  Ungleich- 
heiten dieser  Körper.  Die  Neigungen  der  Bahnen  der  ersten  drey 
Satelliten  gegen  die  Jupitersbahn  und  ihre  geringen  Entfernun- 
gen sind  die  Ursache,  dafs  sie  in  jeder  Revolution  einmal  ver- 
finstert Wörden:  der  vierte  aber  geht  in  seiner  Opposition  oft 
über  oder  unter  dem  Schatten  Jupiters  vorbey,  daher  seine  Fin- 
sternisse seltener  sind. 

Ein  Satellit  verschwindet  für  unsere  Augen  noch  vor  seinem 
gänzlichen  Eintritte  in  den  Schatten  Jupiters,   weil  sein  Licht 
schon  durch  den  Halbschatten  geschwächt  wird ,  dessen  Dichte 
mit  seiner  Nähe  an  der  Gränze  des  vollen  Schattens  zunimmt. 
Der  Umkreis  des  Schattenschnittes,  welcher  durch  eine  auf  die. 
Schattenachse  senkrechte  Ebene  entsteht,  und  durch  welche  der 
Anfang,  das  Ende  und  die  Dauer  der  Finsternisse  bestimmt  wird, 
ist  nicht  für  alle  Satelliten  derselbe:  er  hängt  nicht  blols  von  der 
Entfernung  vom  Jupiter  ab,  mit  welcher  er  wegen  seiner  kegel- 
förmigen Gestalt  immer  kleiner  wird,  sondern  er  wird  auch  durch 
die  scheinbare  Distanz  des  Satelliten  vom  Jupiter,  dessen  leb- 
hafter Glanz  das  viel  mattere  Licht  des  Satelliten  schwächt,  be- 
stimmt, so  wie  durch  dig  greisere  oder  geringere  Fähigkeit  der 
Oberfläche  dieser  Monde,  das  Licht  zu  reflectiren,  und  endlich 
durch  die  Refractioh  und  durch  die  Schwächung  der  Sonnen- 
•Ktrahlen  in»dcr  Atmosphäre  des  Hauptplaneteu.  Die  gröfste  Dau- 
er der  Finsternisse  eines  dieser  vier  Satelliten ,  die  sonst  den 
,      Durchschnitt  jenes  Schattenschnittes  bestimmen  würde,  lehrt  uns 
also  noch  nicht  dieselbe  Dauer  für  die  andern  Satelliten  mit  Ge- 
nauigkeit kennen,  aber  die  Vergleichung  der  gröfsten  Dauer  die- 
ser Finsternisse  bey  allen  Satelliten  wird  uns  vielleicht  über  den 
Einilufs  der  angegebenen  Ursachen  Aufklärung  geben  können. 
Die  Veränderungen  der  Entfernung  Jupiters  von  der  Sonne  und 
Ton  der  Erde,  welche  die  Intensität  des  Lichtes  der  Satelliten 
ändern,  werden  ebenfalls  ihre  Wirkungen  auf  die  Dauer  dieser 
Finsternisse  äufsern,  so  wie  die  Höhe  Jupiters  über  dem  Hori- 
zonte des  Beobachters  ,  die  Reinheit  unserer  Atmosphäre  und 
die  Güte  unserer  Instrumente.   Alle  diese  Ursachen  verbreiten 
mehrere  Unsicherheiten  über  die  Beobachtungen  dieser  Finster- 
nisse, besonders  über  die  der  beyden  letzten  Satelliten  ,  und  es 
ist  daher  ein  sehr  vortheil hafter  Umstand,  dafs  man  bey  diesen 
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beyden  Monden  in  derselben  Finsternifs  oft  zugleich  den  Eintritt 
und  den  Austritt  derselben  beobachten,  und  dadurch  den  Augen- 
blick ihrer  Opposition  mit  grofser  Schärfe  und  unabhängig  von 
den  meisten  der  angeführten  Störungen  bestimmen  kann. 

Um  die  Gestalt  des  Schattens ,  welchen  Jupiter  auf  die  von 
der  Sonne  abgewendete  Seite  wirft ,  zu  bestimmen ,  wollen  wir 
zuerst  diese  beyden  Körper  als  sphärisch  annehmen.  Sey  a  der 
Halbmesser  der  Sonne ,  b  jener  des  Planeten,  und  c  die  Entfer- 
nung ihrer  Mittelpunkte,  in  welcher  auch  die  Achse  der  x  liegt, 
so  ist  CiL  Th.  S.  3 1 4)  die  Gleichung  für  die  Oberfläche  des  vol- 
len Schattens 

[ac  —  (a-b)x]»  m  [c«  -  (a  —  b)«].  (y9  +  z«) 

wo  der  Mittelpunkt  der  Sonne  der  Anfang  der  Coordinaten  ist. 

Für  den  Halbschatten  gilt  dieselbe  Gleichung,  wenn  man  in 
ihr  b  negativ,  oder  a+b  statt  a  — b  setzt,  Ist  der  Kürze  wegen 

a 


•o  hat  man  für  die  Gleichung  de«  Schattens 

fe-*)'=f'.(y.  +  *.) 

wo  für  den  Halbschatten  die  Gröfse  A.  negativ  ist.  Da  fürdie  Spi- 
tze dieses  Schattenkegels  y  =  z  «  o  ist,  so  hat  man  für  die  Ent- 
fernung dieser  Spitze  von  dem  Mittelpunkte  der  Sonne 

C 

Z    SB  - 

i—  X 

und  von  dem  Mittelpunkte  Jupiters 

Da  c  viel  gröfser  als  a  ist ,  so  kann  man  ohne  merklichen 
Fehler  annehmen 

f»  -  — s  . 

so  dafs  die  Gleichung  des  Schattens  ist 

asf^  te-O"  ->•+■•■ 

Betrachten  wir  einen  Schnitt  dieses  Schattens,  welcle 
durch  eine  auf  die  Achse  desselben  senkrechte  Ebene  ,  die  >o 

III.  C  c 


Digitized  by  Google 


4051 

dem  Mittelpunkte  des  Planeten  um  die  Gröfse  r  entfernt  ist,  ge- 
bildet wird,  so  erhält  man  für  die  Gleichung  dieses  Schnittes, 
wenn  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  x=  c-f-r  setzt, 

iL  [c^-r(i-X)]9=:y'+z». 

c 

Dieser  Schnitt  ist  also  ein  Kreis ,  dessen  Halbmesser 


a 
c 


[C^_r(i~x)]=b  ^i  —  JL(!— 3L)J  ist. 


Nennt  man  a  diesen  Halbmesser  des  Kreises,  so  ist  die  Glei- 
chung dieses  Kreises  z9  =  aa —  yai  vorausgesetzt,  dafs  ein  mit 
jenem  paralleler  Schnitt  durch  den  Mittelpunkt  Jupiters  diesen 
Planeten  selbst  in  einem  Kreise  schneidet. 

Ist  aber  a  sa  ^^^"'^  —  der  wahre  Halbmesser  des  Schat- 

c 

tensehnittes ,  so  ist  der  scheinbare  jovicentrische  Halbmesser 
dieses  Schnittes  gleich  - ,  und  der  scheinbare  heliocentrische 

u 

Halbmesser  desselben  gleich  —— ,  der  Winkel  endlich,  wel- 

c-j-r 

eben  die  Achse  des  Schattenkegels  mit  der  Seite  des  Kegels  bil- 

a — b 

del,  i*t  gleich  .  Nennt  man  £  den  Halbmesser  der  Erdbahn, 

c 

so  ist  (Vol.  II.  p.  488)  a  8=961". f,  b=93".4f  und  c  =  5.2oaR<«, 

a  ■  b 

also  ist  jener  Winkel  an  dem  Scheitel  des  Schattenkegels  — - —  — 

„  r=  o°  2'  47".  Die  Länge  der  Schattenachse  vom  Jupiter 

bc 

bis  zum  Scheitel  ist  (Vol.  II.  S.  3i4)  gleich  -  =  o.  56oi  (  , 

a — b 

und  der  Halbmesser  der  Bahn  des  vierten  Satelliten  (§.3)  gleich 
35./j35i)  b  =.  ('25.4359)  (<)3.4)  <?  Sin  1"  =  o.on52C,  also  über 
4-'m  .1  kleiner  als  die  Schattenachse,  daher  die  Finsternisse  die- 
ser Satelliten  so  häutigsind.  —  Allein  die  beträchtliche  Abplattung 
Jupiters  macht  diese  Voraussetzung  nicht  mehr  zulässig.  Wir 
wollen  also  noeh  auf  diese  Abplattung  Jupiters  Rücksicht  neh- 
men ,  und  dabey ,  was  hier  ohne  merklichen  )  ehler  gesche- 
hen kann  ,  annehmen  ,  dafs  der  Aequator  dieses  Planeten  mit 
seiner  Halm  zusammenfalle,  wodurch  also  jene  beyden  Schnit- 
te zu  zwey  ähnlichen  Ellipsen  werden,  deren  kleine  Achsen  auf 
der  Dahn  Jupiters  senkrecht  stehen.  Hie  Gleichung  eines  Krei- 
ses des  Halbmessers  «ist  z*  =  u8  —  va.  Wenn  man  aber  aus 
dem  Mittelpunkte  dieses  Kreises  in  seiner  Kbene  eine  Ellipse  be- 
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schreibt,  deren  halbe  grofse  und*  kleine  Achse«  und  ß  sind,  so 
ist  die  Gleichung  dieser  Ellipse  < 


z'  =  ^  («--,•). 


il«  •  •         .  !  • 


Nennt  man  A  die  Abplattung  dieser  Ellipse ,  so  ist  A  =r 
a  —  ß  et 

— g—  ■=  g  —  i  ,  also  auch  die  Gleichung  der  Ellipse 

(i+A)«.z*  ■=  *»  —  yt. 

Wenden  wir  dieses  auf  den  elliptischen  Schnitt  des  Schattens  in 
der  Entfernung  x  =  c+ran,  so  hat  man,  wenn       die  Ab 
plattung   dieser  Ellipse  bezeichnet ,   für  die  Gleichung  de* 
Schnittes 

Um  noch  den  Werth  der  Gröfse  f  für  jede  Entfernung  de» 
Schnittes  zu  bestimmen ,  sey  g  die  Abplattung  Jupiters  selbst  , 
so  ist  C  ;  f  fi;  c  -J-  r  : 

also  ist?'  =  f  (i  +  -J.  Es  ist  aber  die  Abplattung  Jupiter* 

£  =  o.  07i3o ,  wo  der  Halbmesser  seines  Aequators  die  Einheil , 
und  die  halbe  Achse  des  Poles  gleich  (1  — $•)==  0.9287Q  ist. 

Daraus  folgt  zugleich,  dafs  die  grötste  Breite' des  Halb- 
schaitens  in  der  Distanz  r  von  dem  Mittelpunkte  Jupiters 
gleich  der  Differenz  der  zwey  Werthe  von  a  für  den  vollen  und 
den  halben  Schatten  ist ,  d.  h.  dafs  diese  gröfste  Breite  des  Halb- 
schattens gleich 

.aar  . .  , 

oder  gleich  — ~  ist,  w  o  a  den  Halbmesser  der  Sonne  bezeichnet. 

c 

Sev  Z  die  Höhe  eines  Satelliten  über  der  Jupitersbahn  im 
Augenblicke  seiner  Opposition.  Man  bezeichne  ferner  durch  r 
die  Distanz  des  Satelliten  von  dem  Mittelpunkte  Jupiters  und 
durch  u,  den  Winkel,  weichender  Satellit  seit  dem  Augenblicke 
der  Opposition  in  seiner  synodischen  Bewegung  beschrieben  hat. 
Nimmt  man  dann  für  die  Achse  der  x  die  Protection  des  Badius 
Vectors  des  Satelliten  im  Augenblicke  seiner  Opposition,  d.  h.  die 
Verlängerung  des  Radius  Vectors  vom  Jupiter  selbst,  für  dieselbe 
Zeit,  so  hat  man,  wenn  A  die  Projection  von  r  auf  die  Ebene 
der  Bahn  bezeichnet, 

y  =.  ASinu/ ,  und  A3  m  r2  —  za ,  also 

-  ■  -  * 

y9  =.  (r1  —  z*}  Sin»  jf 

Cca 
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und  daher  wird  die  vorhergehende  Gleichung  der  Oberfläche 
des  Schattens 

<•+*')•«•=«•—  (*■-«")  Sin«»,, 

oder  wenn  man  die  Gröfte  z»  Sin«  u,  alt  ungemein  klein  ver- 
nachlässigt , 

(l sb  «»  —  ^Sin«»,. 
E»  ist  aber  nach  dem  T  a  y  1  o  r'schen  Lehrsatze 
dZ  d»  Z 

z  =  z+ dir  8iny'  +  IdV  Sin*ü'+— 

also  auch ,  wenn  man  diesen  Werth  von  z  in  der  vorhergehen- 
den  Gleichung  substituirt,  und  daZ  wegläfst, 

ZdZ 

(i-f-^O'Z*  +  3(i+fOa  Sin  y,         =  «•  — r«  Sin'v,  * 

und  diese  für  Sin»  v,  quadratische  Gleichung  gibt 

- 

sin"'=-  -^£2-^t  V  fe)  -(•+<")-,- 

oder ,  wenn  wieder  s  die  Tangente  der  Breite  des  Satelliten 
über  der  Jupitersbahn  zur  Zeit  der  Opposition,  also  Z  =  rs  ist, 


sin,.,=_  o+f»)  ^+ y  g)  -  (.+fo« 

und  diese  Gleichung,  mit  ihrem  oberen  Zeichen  genommen,  gibt 
den  Sinus  des  Bogens ,  welchen  der  Satellit  mit  seiner  synodi- 
schen Bewegung  von  der  Opposition  bis  zur  Emersion  aus  dem 
Schatten  Jupiters  beschrieben  hat,  weil  u  den  Halbmesser  des 
Schattenschnittes  bezeichnet.  Dieselbe  Gleichung  mit  ihrem  un- 
teren Zeichen  gibt  denselben  negativen  Sinus  von  der  Immersion 
bis  zur  Opposition. 

I.  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  dafs  die  halbe  Schnedes 
Schattens  ,  welche  der  Satellit  während  seiner  Verfinsterung  be- 
schreibt ,  gleich 


V® 


Um  diesen  Bogen  in  Zeit  zu  verwandeln,  wird  man  ihn  durch 

-  multipliciren ,  wo  $  die  synodische  Revolution  des  Satelli- 
ovo 

ten  bezeichnet.  Man  hat  daher  für  die  D  a  u  e  r  t'  der  ganzen  Fin- 
sternifs 
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oder  da  s  =    ist , 

welche  Ausdrücke  mit  denen  übereinstimmen ,  die  wir  schon 
Vol.  IL  S.  239  erhalten  haben.  Um  der  letzten  Gleichung  eine 
für  die  Rechnung  bequemere  Form  zu  geben,  sey  n  die  Neigung 
der  Satellitenbahn  gegen  die  des  Jupiters,  und  u  sein  Argument 
der  Breite,  oder  die  jovicentrische  Distanz  des  Satelliten  von 
dem  aufsteigenden  Knoten  seiner  Bahn  in  der  Jupitersbahn,  so 
ist,  nach  den  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie 

Sin  s  sc  Sin  u  Sin  n. 

Setzt  man  daher 

i 

Ä=  brc  +  O  — ar  tod  Cot9=3  -  ( 1 Sin u Sinn  , 

c 

so  ist  die  Dauer  der  Finsternifs 

t'  =    0—  .  -  Sin  9. 
1O0    r  T 

Ist  also  der  Knoten  und  die  Neigung  der  Satellitenbahn  ge- 
geben ,  so  findet  man  die  Dauer  der  Finsternisse  durch  diedrey 
letzten  Gleichungen.  Da  übrigens  zur  Zeit  der  Mitte  der  Fin- 
sternifs die  heliocentrische  Länge  Jupiters  gleich  der  jovicentri- 
schen  Länge  des  Satelliten  ist,  so  ist  auch  u  die  heliocentrische 
Distanz  Jupiters  von  den  Knoten  der  Satellitenbahn.  Wenn  man 
dann  diesen  Werth  von  \  V  von  der  Zeit  der  wahren  Conjunction 
abzieht  oder  zu  ihr  addirt ,  so  erhält  man  den  Augenblick  der 
Immersion  und  der  Emersion  des  Satelliten ,  oder  den  Anfang 
und  das  Ende  der  Finsternifs. 

Da  aber  der  Halbschatten  und  die  Vernachlässigung  des  Halb- 
messers des  Satelliten  den  letzten  Werih  von  t*  unsicher  ma- 
chen kann,  so  ist  es  besser,  aus  einer  grofsen  Anzahl  von  beob- 
achteten Finsternissen  diejenigen  auszuwählen,  deren  Dauer  die 
gröfste  ist,  und  die  daher  in  den  Knoten  der  Satellitenbahn  Statt 
gehabt  haben.  Nennt  man  T  die  auf  diese  Weise  durch  unmittel- 
bare Beobachtungen  bestimmte  gröfste  Dauer  der  FinitOini'c , 
so  hat  man 

a? 

T  =   

j  80  r 
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und  man  wird  die  Dauer  einer  jeden  andern  Finslcmifs  durch 
die  Gleichungen  bestimmen    1    -  * 

3  =  180  — 

a 

t'  =  T  Sin  9. 

Dieselben  Gleichungen  werden  übrigens  auch  die  Neigung 
n,  oder  die  Lenge  des  Knotens  der  Satellitenbahn  geben,  wenn 
die  übrigen  GröTsen  durch  die  unmittelbare  Beobachtung  der 
Kinsternifs  bekannt  sind,  und  man  bemerkt  von  selbst,  dafs  die 
längsten  Finsternisse  zur  Bestimmung  der  Knoten,  und  die  kürze- 
sten zur  Bestimmung  der  INeigUng  am  geschicktesten  sind.  (Vol. 
Ii.  S.  2?j6).  . ;  *. 

H.  Sey  überhaupt  T  die  Zeit ,  welche  der  Satellit  braucht , 
um  den  Halbmesser  «  in  seiner  synodischen  Bewegung  zu  durch- 
laufen ,  und  t  die  Zeit,  in  welcher  er  den  Bogen  vf  zurücklegt.  ■ 

d^•, 

Sey  ferner  ^j"^^»  nn^  a  die  mittlere  Entfernung  des  Satelliten 

vom  Jupiter,  so  ist  ß=  —  der  Winkel,  unter  welehem  der  Halbmes- 

sei*  a  des  Schattens  aus  dem  Jupiter  gesehen  wird ,  und  man  hat 
sehr  nahe 

t       u,(i—  X)  aSinu,.(i—  X) 

F  -  -—ß—  oder  ss»  — —   - 

oder  M  enn  man  den  vorhergehenden  Werth  von  Sin  w,  substituirt 
t  f  as  d  s 

man  aber  blofs  auf  die  Mittelpunktsgleichung  des  Satelliten, 
man ,  wenn  man  die  zwey  ersten  Glieder  des  Ausdruckes 

für  -  und  u  vergleicht,  welche  Vol.  H.  S.  60  und  67  gegeben 

-  *^  • 
wurden  > 

a 

also  ist  auch 

=  t(,-X)  [-(.+f)'       ±  -^(.+iX)'.-(,+fo.'ßr) 


Sieht 
so  bat 


t 
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Heifst  endlich  t' die  ganze  Dauer  der  Finsternifs ,  oder  die 
Differenz  der  beyden  vorhergehenden  Werthc  von  t,  so  ist 


2 


T  (—X)  •  y  (I+  ;  \y  -(.+,<)'  •  S 


Kennt  man  aber  aus  den  Beobachtungen  die  Werthe  von  T  und 
t',  so  ist  nach  der  letzten  Gleichung  die  Breite  des  Saleliiten 
im  Augenblicke  der  Opposition 

s  ss  ß^TsT^Xy^^ 
(»-+*')( '-X) 

i 

m 

Sclzl  man  der  Kürze  wegen  £  =  (i4-f')  -ß,  also  auch 

ßj>d£  =  (1+f/).  S-jLS,     •  ' 

und  vernachlässiget  man  das  Quadrat  der  sehr  kleinen  Gt  üTse  X, 
so  sind  die  bcyden  vorhergehenden  Gleichungen 

t  =  T  (,-X)  (-  ^  ±  x/T+X=F)  und 

i'  =  jt(i  —x) .  (/r+x— J* 

1 

Um  das  Vorhergehende  auf  die  einzelnen  Satelliten  anzu- 
wenden, so  ist  für  den  ersten  nach  den  Beobachtungen  die 
grölste  Dauer  der  Finsternisse  oder  T  =  o.oV7i3  Tage.  Die 
Gröfse  ß  ist  die  mittlere  synodische  Bewegung  dieses  Satelliten 
während  der  Zeit  T,  also  da  die  synodische  Revolution  desselben 
i  ,  76()0(>o  Tage  ist, 

ß  =  (36o)  (6o)a.  (o,o47i3)  3^5, 
1.7691)60 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  f  =  0.07180  und  wenn  man 

r"      a  ' 

-  =  -  =5  o.oo5i4  nimmt,  so  ist      =  0.071666.  Ferner  ist 
c  c 

d  1/ 

der  Werth  von  X  gleich  —^-\  sieht  man  also  nur  auf  den  gröfs* 

11  a  t 

len  Werth  von  vh  so  ist  nach  §.  4 

v  =  o\454Sin  2  (l— 1')  =  1 634" Sin  2(1  — 10,  also  auch 
i\v 

X  =  -j^  =  i634  Sin  1".  Cos  a(l  —  l')=  0.00792  Cos 2  (1—1) 
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(l-f-f)  I.07l666 

Weiter  war  {  =  — — .  s  =  ■      &Qb^  .  8,  oder  {=  (0.1 1179)  •» 

und  daher ,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  den  Werth  von  s  aus 
6  substituirt 

l  =  o\  345  Sin  (1;  —  3i4°.465  —  o°.  01 304 1) 

Die  zwey  letzten  Gleichungen  des  vorhergehenden  §.  sind  also 

t  =  oT.o47»3(.—  X)  ^345n  Sin  1 "  ^  +  yjx + X— £  *  )  oder 

t  =  (oT  .  oo7885 )  ^±oT.  04713  (1—  X).\/»+X— f 

und  die  Dauer  der  ganzen  Finsternifs  ist 

t'  =  oT  .  09426  (1  —  X).J/i  +  X— £>. 

Eben  so  ist  für  den  zweyten  Satelliten  T  =  0.059757  Tage, 

di/' 

ß  =  2i790",  £'  =  0.07189.  Um  den  Werth  von  X  =  zu  er- 
halten, wird  man  die  zwey  gröfsten  Glieder  von  m*  (J.  4)  nen- 
men ,  und  so  erhalten 

X  =  0.000578  Sin  (l'~ w")+  0.01 8725  Sin  a  (1'— -1"). 
Eben  so  folgt  aus  J.  6 

l  =  o.5 1  o  Sin  (v  '—3 1 4  465  —  0.0 1 384 1) 
-h  0.077  Sin  (*'— » 2.880  +  i3.o3438 1)» 

woraus  folgt 

t  =  —  oT.oo63i3      +  oT  .059757  (1— X).\/>-hX 

du'  — 


t'  =  o.  119514(1  — X)  \/i-|-X— £a. 

Für  den  dritten  Satelliten  ist  T  =r  oT  .  07419,  ß=  i3*i7"» 
{*  =  0.07224 ,  und  wenn  man  wieder  die  drey  gröfsten  Glieder 
von  v"  im     4  nimmt , 


1  » 


X  =  =  o  002684  Cos  (]"— w") 

-fo  001 18a Cos  (1"- w'") 

 O.  001269  COS  ;1' — 1"). 

Eben  $0  folgt  aus  $.  6 

{=0.866  Sin 3i4-  465  —  0.01384t) 
-|-  0 .  059  Sin  (x"  —  2 2 7 . 979  -H  1 . 5538o  t) 
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folgt 


»       »    *.  ••  •» 

BBS 


t  =  — oT  .oo5i74^  +  0.07419  (1— X)  v/i+X-^ 


t'=soT.  i4838  (1—  X)  y/i+X— 
Für  den  t  i  er  t  e  n  Satelliten  endlich  ist  T=aoT  .01)090,  £«=7651", 


^0.07296  ,  X=         m  o.oi4554  Cot  (1"'— w'")  ,  und 

{=si.363Sin(*'"— 3i4  4o5  —  o.oi3840  1  • 

+  o.  1 26  Sin         70.479  +  0.69 1 40 1) ,  also  auch 


—  i 


t  =  —  o .  oo3668       +  oT .  09890  (1  —  X)  y/ 1  -f.  X— (* 


t'  =  oT.  19780  (i— X)  J/i+X  — 

Da  diese  Werthe  von  t  die  Zeit  ausdrücken,  die  seit  dem 
Augenblicke  der  Opposition  der  auf  die  Jupitersbahn  projecir- 
ten  Satelliten  verflossen  ist,  einen  Augenblick,  welchen  man 
durch  die  in  $ .  4*  5  gegebenen  Werthe  von  v  und  s ,  und  durch 
die  gegebenen  Tafeln  Jupiters  selbst  bestimmen  wird ,  so  geben 
diese  Werthe  von  t  auch  die  Zeit  der  Immersion  und  der  Emer- 
sion  der  Satelliten. 

I.  Nach  der  Lage  der  Schatten achse  gegen  die  Frde ,  kann 
die  Seite  des  Schattens ,  wo  der  Eintritt  oder  Austritt  des  Satel- 
liten Statt  hat,  von  dem  Körper  Jupiters  für  uns  bedeckt  wer- 
den ,  und  dann  sieht  man  den  Satelliten  nicht  in  den  Schatten , 
sondern  in  der  Scheibe  Jupiters  ein  •  und  austreten.  Um  diese 
Umstände  näher  zu  bestimmen,  sey  1  die  jovicentrische  Länge 
des  Satelliten  ,  und  L  die  jovicentrische  Länge  der  Erde ,  wo 
L=  i8o°  +  geocentrische  Länge  Jupiters  ist.  Sey  femer  a  der 
Halbmesser  der  Satellitenbahn,  und  A  die  Entfernung  Jupiters 
von  der  Erde ,  so  hat  man  in  dem  ebenen  Dreyeckc  zwischen 
der  Erde ,  dem  Jupiter  und  seinem  Satelliten ,  wenn  man  die 
Breiten  vernachlässiget ,  den  Winkel  an  Jupiter  =1  —  L ,  und 
wenn  der  Winkel  an  der  Erde  durch  T  bezeichnet  wird 

a  Sin  (1— -L)  *     .  ! 

tgT_"  A-aCos(l-L) 

tg.  T  =  Isin(l-L),  oder  endlich  T  =  ^  -^~L) 

wo  also  V  die  Elongation  (Vol.  IT.  S.  76)  des  Satelliten  für  den 
Mittelpunkt  der  Erde  ist.  Ist  T  gröTser  als  der  von  der  Erde  ge- 
sehene Halbmesser  Jupiters,  so  ist  der  Satellit  sichtbar,  ist  T 
kleiner ,  so  ist  der  Satellit  entweder  vor  der  Scheibe  Jupiters 
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sichtbar,  oder  hinter  derselben  unsichtbar,  nachdem  (1 — L) 
Meiner  oder  gröfser  als  180  Grade  ist.  Ist  endlich  T  gleich  je- 
nem Halbmesser,  so  ist  der  Satellit  an  dem  Rande  Jupiters 
selbst. 

Es  ist  aber  der  scheinbare  Halbmesser  Jupiters  in  der  mitt- 
leren Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  gleich  93".2,  also  ist  der 

vonderErde  gesehene  Halbmesser  gleich!^!?  ,  und  der  Satellit 

erscheint  daher  am  Wände  Jupiters,  wenn  T  ssiiil!,  d.h.  wenn 

q3.2  Sin  1" 

Sin  (1-L)=  2   ist. 

K  a 

•    »  1  .        ....  \ 

Multiplicirt  man  die  in  f.  3  gegebenen  Wcrthe  von  a  durch 
n)".5  den  Halbmesser  Jupiters  in  seiner  mittleren  Entfernung  , 
so  erhält  man 


a    as  1(1/',  1 


a<  =  176 .  a 

a"  =  2O2  .  o 


a"'  =  496  •  o 

•  •  «UM«  l  .     •  .'  } 


und  multiplicirt  man  die  Sinus  dieser  Winkel  durch  5.  2028,  der 
Entfernung  Jupiters  von  der, Sonne  in  Theilen  der  halben  gro- 
Isen  Achse  der  Erdbahn ,  so  erhalt  man  die  Halbmesser  der  Sa- 
tellitenbahnen in  Theilen  der  halben  grofsen  Achse  der  Erdbahn, 
oder  11  ,  1. 

•  .   a  =  •©  oo3oo«8 

a'  .=  o  .  0044596 

,  a"  =  o  .  007  ki  3i 

a"'  =  o  4  oi25iio 

Substituirt  man  diese  letzten  Werthe  von  a  in  der  vorhergeheu- 

o3"*a,  ,* 

den  Gleichung  Sin  (1  —  L)  =   — 1  Sin  1",  so  erhält  man 

•    •  d 

1    —  L  =  8°  39'  16*  oder  i7i°2o'44" 
l'  —  L  s  6  48  54  '         174  11  6 
1/*  —  L  =  .3  38  3i    -   -  176  ai  29 
\ut —  L  =  2    411  177  55  49 

und  diese  Winkel  sind  die  Gränzen ,  zwischen  welchen  der  Sa- 
tellit von  der  Erde  sichtbar  ist.  Mit  ihrer  Hülfe  wird  man  die 
Eintritte  der  Satelliten  in  den  Band  der  Jupitersscheibc  ,  oder 
ihre  Bedeckung  hinter  dieser  Scheibe  bestimmen.  So  ist  z.  B. 
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für  den  erslen  Satelliten  für  den  Eintritt  Und  Austritt  auf  der 
vordem  Seite  der  Jupitersscheibe 

1  =  jovic.  Länge  der  Erde  -f-  8°  39'  16" 

und  für  den  Eintritt  und  Austritt  auf  der  von  uns  abgewendeten 
Seite  Jupiters 

1  =  geoc.  Länge  Jupiters  -f-8°  3()'  16", 

welche  Ausdrücke  dazu  dienen  können,  sich  zu  der  Beobachtung 
dieser  Erscheinungen  vorzubereiten.  Man  bemerke  noch,  da  ('s, 
da  93".  2  der  Halbmesser  Jupiters  in  der  mittleren  Entfernung 
der  Erde  von  der  Sonne ,  öder  in  der  Entfernung  1  ist ,  der 
Halbmesser  Jupiters  in  Theilen  der  mittleren  Entfernung  der 
Erde  von  der  Sonne  gleich  Sin  93".  2  =  93".  2  Sin  1"  ist,  und 
dafs  daher  die  vorhergehenden  Gränzen  oder  die  Werthe  von 
o3  .2 

— - —  Sin  1"  die  Horizontalparallaxe  der  Satelliten  in  Beziehung 

a  ,  •  .  .  • 

auf  ihren  Hauptplaneten  ausdrücken. 

.... 

Anfser  de»  bisher  betrachteten  wahren  Ungleichheiten , 
welchen  die  Satelliten  durch  ihre  eigenen  gegenseitigen  Störun- 
gen und  durch  die  Wirkung  der  Sonne  unterworfen  sind ,  gibt 
es  andere ,  welche  blofs  von  den  Ungleichheiten  Jupiters  und 
der  Erde  abhängen  ,  und  daher ,  da  sie  mit  diesen  verschwinden 
würden,  blofs  scheinbar  sind.  Geht  man  z.B.  von  einer  beob- 
achteten Finsternifs  aus,  die  zu  der  Zeit,  als  Jupiter  in*  seinem 
Perihelium  war,  Statt  hatte,  so  würde  man  die  Zeiten  aller  fol- 
genden Finsternisse  durch  eine  blofse  Addition  der  synodischen 
Revolution  des  Satelliten  (inden ,  wenn  die  Bewegung  Jupiters 
in  seiner  Bahn  gleichförmig  wäre.  Da  aber  die  Bewegung  dieses 
Planeten  in  seiner  Sonnennähe  gröfser  ist,  als  die  nuttlere  ,  so 
wird  die  nächstfolgende  wahre  Finsternifs  später  eintreten,  und 
zwar  um  die  Zeit  3,  welche  der  Satellit  braucht,  mit  seiner  mitt- 
leren synodischen  Bewegung  einen  Bogen  zu  durchlaufen ,  wel- 
cher der  Mittelpunktsgleichung  Jupiters  für  diesen, Ort  seiner 
Bahn  gleich  ist.  Ist  nämlich  t  die  periodische,  und  T  die  syno- 
dische Umlaufszeit  des  Satelliten,  und  u>  der  Bogen,  welchen 
Jupiter  in  seiner  Bahn  während  der  Zeit  T  zurücklegt,,  so  be- 
schreibt der  Satellit  während  der  Zeit  t  den  Bogen  36o°,  und 

während  der  Zeit  T  den  Bogen  36o°-{-<»,  also  ist  T  ss  1 » 

oder  T  desto  gröfser ,  je  gröfser  •  ist. 

Ist  also  da>  die  Mittelpunktsgleichung  Jupiters  ,  so  ist 

T 
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Ist  aber  t  die  Excentricität  der  Jupitersbahn,  unu  m  »eine 
mutiere  Anomalie  Tom  Perihelium  gezahlt,  so  Ut  (Vol.  II.  S.07> 

sl^  Sinm  =  5d-5,oSinm 

Substituirt  man  daher  für  T  die  in  J.  3  gegebenen  synodi« 
sehen  Revolutionen ,  so  erhält  man  für  die  gesuchte  Correction 
jeder  nächstfolgenden  ' 


I.  Satellit  -  -  *  =  ofc  .  65o  Sin  m 

,  i  i    II«  -  -  i  .  3o5  Sin  m 

HI.   -    -  -  -  a  .  640  Sin  m 

IV.  -   -  -  -  6  .  166  Sin  m. 

1.  Allein  auch  nach  diesen  Verbesserungen  stimmten  die  so 
voraus  berechneten  Finsternisse  noch  nicht  genau  mit  den  Be- 
obachtungen überein  ,  und  man  fand  bald ,  dnfs  die  wahren  Fin- 
sternisse sich  verzögerten,  wenn  die  Entfernung  Jupiters  von 
der  Erde  wuchs,  und  früher  eintreten,  wenn  jene  Enfernung  ab- 
nahm, und  dafs  sie  überhaupt  zur  Zeit  der  Opposition  Jupiters 
mit  der  Sonne  um  nahe  ok  .  »74  früher  Statt  hatten,  als  zur  Zeit  der 
Conjunction.  Da  Jupiter  in  seiner  Opposition  uns  um  den  ganzen 
Durchmesser  der  Erdbahn  näher  ist,  als  in  der  Conjunction,  so 
fand  bekanntlich  Römer  (Vol.  I.  S.  fi6.  u.  Vol.  II.  S.  «33 )  die 
Ursache  jener  Erscheinung  in  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes, 
welches  also  oh  .  a74  braucht,  den  Durehmesser  der  Erdbahn  zu 
durchlaufen. 

Die  Ungleichheit,  welche  daraus  für  die  Zeiten  der  Finster- 
nisse entsteht  ,  wird  also  von  der  Distanz  0  Jupiters  von  der 
Krde  abhängen.  Nennt  man  A  die  Länge  der  Sonne  weniger  der 
heliocentrischen  Länge  Jupiters,  und  rR  die  Entfernungen  Ju- 
piters und  der  Erde  von  der  Sonne,  so  ist 

D  =  l/r«+R«--  3rRCosA 

oder  wenn  man  die  dritten  Pdtenzen  von  ^  vernachlässiget 

_  Ä«     ■  f       R»  "\      R»  R  * 

D  =  r  +  TT  ~  R  Cos  A  ( , -  _  J-  —  Cos  a  A  - ~  Cos3A. 
Hv  \      6W     4r  3r> 

Ist  aber  a  «  die  halbe  grolse  Achse  und  die  Excentricität 
der  Jupitersbahn ,  und  m  die  mit  t Irre  Anomalie  dieses  Planeten 
vom  Perihelium  gezählt ,  und  bezeichnet  man  für  die  Erde  die- 
selben Gröfsen  durch  1  ,  E  und  M  ,  so  ist  (Vol.  II.  p.  60) 

r  =  a  (1  — s  Cos  m)  und  R  =  1  —  E  Cos  M , 

also  der  vorhergehende  Ausdruck 
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Dää + *  -tCosm  0-  i)  -Co8A  (— cO  -  i Cos  2  * 

—  JLCos  3  A  4-  E  Cos  M  Co«  A 

8a1 

und  dieser  Ausdruck  mit  der  Zeit,  welche  das  Licht  braucht, 
den  Halbmesser  der  Erdbahn  zu  durchlaufen,  das  heilst,  mit 
oh  .  i3y  multiplicirt,  wird  die  Zeit  geben,  um  welche  die  Fin- 
sternisse in  der  Entfernung  D  später  gesehen  werden,  als  wenn 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  unendlich  grofs  wäre.  Substi- 
p  tuirt  man  in  dieser  Gleichung  die  Werthe  von  a  c  und  K  aus  , 
Vol.  IL  S.  3^7,  so  erhält  man  für  die  sogenannte  Lichtglei- 
chung  den  Ausdruck 

o  .i37D=oh  .719— oh  .034  Cos  m — oh  ,i36Cos  A— oh  .007C0S1A 
—  oh  .  001  Cos  3  A  +  oh  .  002  Cos  M  Cos  A. 
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VIERZEHNTES  KAPITEL. 

■ 

Pracessioh  und  Nutritibn. 


Wir  wollen  nun  untersuchen,  welche  Aenderungen  die  Anzie- 
hung der  Himmelskörper  in  der  Lage  der  Erdachse  und  in  der 
Geschwindigkeit  ihrer  Rotation  um  diese  Achse  hervorbringt , 
und  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichungen  It  des  Kap.  IV.  J.  3 
wieder  vornehmen. 

Diese  Gleichungen  sind 

Cdp  +  (B— A)  qrdt  =  dN  Cos  3  —  d  N'  Sin  3  1 
APq+  (C— B)  pr dt  =5  dN"  Cos  <j>  — (dN  Sin  3  +  dN'  CosS)  Sin  9 1 1. 
Bdr  +  (A — C)  pqdt  =  —  dN"Siri?--(dNSin3+  dN'  Cos9)Cos  ?\ 
wo   dN  =/dmdt  (Yx-Xy) 

dN'=/dmdt  (Zx~Xz) 

dN"=/dmdt  (Zy-Yz) 
und  pdt  sa -dp  —  d vj/  Cos 3 

q  d  t  =  d\J/  Sin  3  Sin  p  —  ,1 3  Cos  p 
1    r  dt  s  dvj,  Sin3Cos?  +  d3  Sin> 
d3 

also  auch  _  =  r  Sin  p  —  q  Cos  p 

dvj/  ^rCosy  +  q  Siny 
I         dt  i  Sin3 

In  diesen  Ausdrücken  müssen  wir  vor  allem  dicAVcrthc  der 
Gröfsen  XYZ  bestimmen. 

Die  Lage  eines  Gestirns  gegen  den  Schwerpunkt  der  Erde, 
den  wir  zugleich  als  ihren  Mittelpunkt  annehmen,  werde  durch 
die  drey  recht  winklichten  Coordinaten  xyz.  und  die  Lage  eines 
Elementes  dm  dcrErde  gegen  densclhenSchwerpunkt  werde  durch 
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die  den  vorigen  parallele  Coordinaten  x'  y'  z'  gegeben ,  und  es 
sey  ?  die  Entfernung  des  Gestirns  Ton  dem  Schwerpunkte  der 
Erde,  so  wie  r'  die  Entfernung  des  Gestirns  von  dem  Elemente 
d  m  ,  das  heilst 

=  x»+y»-f-z»  und  r'«  es  (x'—  x)«  +(y'— y)'  +  (««—  z)*. 

Bezeichnet  K'  die  JKraft,  mit  welcher  das  Gestirn  auf  den 
Schwerpunkt  der  Erde,  und  K"  die  Kraft ,'  mit  welcher  es  auf 
das  Element  dm  wirkt,  so  hat  man,  wenn  M  die  Masse  des  Ge- 
stirns ist , 

K'  =  *  und  K"  =  U 

Da  wir  aber  hier  nur  die  Rotation  betrachten  wollen,  so  ab- 
strahiren  wir  von  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Erde,  und 
bringen  daher  nur  die  Differenz  jener  beyden  Kräfte  (K" — K') 
in  Rechnung.  Diese  Differenz  der  Kräfte  oder  diese  Kraft 
(K" — K'),  nach  der  Richtung  der  Achseh  der  x  y  z  zerlegt,  sey 

 ■ (£)•  Q  -  (£> 

\.  Diese  drey  Ausdrücke  sowohl  als  auch  dieGrofse  V  selbst 
mufs  nun  zuerst  näher  bestimmt  werden.  Es  ist  aber 

/dV\  =  /4 K"\  _  /d£'V  . 
Vdx'/       Vdx</  Vdx'/' 

und  die  Kraft  K'  nach  derRichtnng  der  x>  zerlegt,  ist  gleich  dem 
Trodukte  von  K'  in  den  Cosinus  des  Winkels,  welchen  x  mit?  bil- 

•  -  -  x 

det ,  oder,  da  dieser  Cosinus  gleich  j  ist,  so  hat  man 

/dK'\  _  Mx 

\7ZJ  -  TT' 

«  • 

und  ganz  eben  so 

/dK'\        My       a  /dK'\  Mz 

Auf  dieselbe  Art  erhält  man  auch 

/d  K"\  J  M(x<— x)     /d  K" \  m  M(y/-y)  /dK"\  m  M(z'— z) 
\d7/  r'1      *  \~dyJ  r<*     'Vdz'/  r'*  ' 

/dV\      /dK"\      /dK'\     •  .  _ 
Die  Gleichung        j  =  (  jj)  -         J  gibt  also 

* 

Vdx'/  1'» 
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Vdy'/  r's 

/dV\  =  __Mz__  M  (z'— z) 
Vdz'/  r'» 

Die  Gröfse  V  selbst  also ,  deren  partielle  Differentialien  die 
so  eben  angezeigten  Werthe  haben ,  ist  daher 

V  =  -  J(x*'  +  yy'+zzO  +  * 

Nimmt  man  von  diesem  Ausdrucke  der  Gröfse  V  auch  die  partiel- 
len Differentialien  in  Beziehung  auf  die  Coordinaten  xyz,  so  ist 

69— "+"(&+£<- >  ' 

<K) — 7? + "  ©  +  "  <"-> 
-  ••  '••  60 = r  Gp  -  i-  ©  -  j 

II.  Aus  der  Vergleichung  beyder  Systeme  der  partiellen 
Tifferentialgleichungen  erhält  man  sofort 

*  (%)  ->'  (23  - '  Gl)  -  ■  Q 

*'  Ci*D  ~~ z'  Gu7)  =  z  Gr)    *  G~z0 

'■©-(£)-•(£)-'(£> 

Durch  die  Torhergehenden  Bestimmungen  lassen  sich  die 
Werthe  von  N  N'  N"  bequemer  ausdrücken.  Es  sind  nämlich  die 

Gröfsen  i  (jp^)  »  ( jr)  dieselben,  welche  in  den  obi- 

gen Ausdrücken  für  N,  N',  N"  durch  X,  Y,  Z  bezeichnet  wur- 
den ,  so  daft  man  also  hat 
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dN' 
d7~ 

dN" 
dt 


I.  Um  diese  Ausdrücke  von  dN ,  dN',  dN"  noch  weiter  zu 
reduziren ,  wollen  wir  in  ihnen  die  Werthe  yon  ^IJY^  .... 

des  5.  i.  N.  I.  substituiren.  Es  ist  nämlich 

•  * 

Da  aber  die  Gröfsen  x'  y'  z'  gegen  xyz  sehr  klein  sind  ,  so  ist 

—  =  [r--a(xx'+yy'-f-zz')]    =  p—  p(xt'+yy'+«äO+ 


Also  hat  man 
dN 


3M 


=  ^T  /dm  CT»'—  »70  (xx'+yy'+zzO 

und  eben  so 
dN'  3M 

dT  —  jr  J  am  (z*'— *z0  (**H-yy'+zz') 

dN"  3M 

=  jf/dm  (zy'-yz<)  (xx'+yy'-f-zz'). 

Führt  man  aber  wieder  die  in  Kap.  IV.  §.  3  gebrauchten  Grö- 
fsen ein 

A=/dm(y'«+z'1),  B=/dm(x"+z'-),  C  =/dm  (x'»-f-y'9), 
und  setzt,  wie  dort,  J  x'y'dm=/x'z'am  =/y'z'dm=  ö,  so  ist 


dN  3M 

—  =  ~  /dm  (x'»—y")  x  y ,  oder 


eben  so  ! 


dN  SM 

dt    '  C 

und 

d  N'     3M  . 
—  =^(C-A)xz 

dN"      3M  „  ^ 


III. 


»  ■  1 

DJ 
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5.3. 

Die  zuletzt  gefundenen  Werthe  von  dN ,  dN',  dN"  sollen 
nun  in  den  Gleichungen  (I)  des  $.  1  substituirt  werden.  Vor 
dieser  Substitution  aber  bemerke  man  Folgendes: 

Nimmt  man  an,  dafs  die  Erde  ein  durch  Umdrehung  einer 
Ellipse  um  ihre  kleine  Achse  entstandenes  Sphäroid  ist,  so  ist 

dN 

bekanntlich  A  =  B ,  also  auch  -7—  =  o.  Ferner  sind  die  Goordi- 

1  d  t 

naten  x  y  z  der  Gleichungen  (1)  ganz  willkührlich  genommen, 
und  dadurch  diese  Gleichungen  selbst  in  ihrer  ganzen  Allgemein- 
heit dargestellt.  Wollen  wir  uns  z.  Ii.  vorstellen,  die  Ebene  der 
x  y  sey  die  Ebene  der  Ekliptik ,  so  ist  S  die  Neigung  der  Eklip- 
tik gegen  den  Aequator,  und  y  der  Winkel  der  x  mit  der  ersten 
freyen  Achse.  Nehmen  wir  aber  statt  der  Ekliptik  den  Aequator 
selbst,  in  welchem  zwey  der  freyen  Achsen  liegen,  und  nehmen 
wir  ferner  die  neue  Achse  der  x  als  die  erste  freye  Achse  an , 
so  ist  9  =  o,  und  9=0.  Die  ersten  der  Gleichungen  (l)  ist  dann 
dp  =  o,  oder  p  =  D,  wo  D  eine  constante  Gröl'se  ist,  und  die 
beyden  andern  Gleichungen  (I)  sind 

Adq  +  (C— A)r  D.dt  ssjü 

dN' 

Adr-h(A— C)qD.dt  =  ^- 

dN'  dN" 

oder  wenn  man  die  Werthe  von  7—-,  — —  ans  fi.  3  Substituirt 

dt       dt  * 


3Mdt 

Adq  +  (C — A)  rDdt  es  — —  (C— A)yz 
Adr  +  (A — C)  qDdt  =  £j^ii  (A — C) x z 


(0. 


Ueberdiefs  war  pdt  =  dp  —  d\J/  Cos  S,  und  da  d  vj>  die  Verän- 
derung des  Winkels  der  beyden  Achsen  der  x,  eine  sehr  gerin- 
ge Gröfse  ist,  so  ist  sehr  nahe  pdt  =  d  9  oder  d  <p  =  D .  d  t. 

H 

-     5-  4. 

Die  Gleichungen  (1)  enthalten  die  Störungen  der  Rotation 
in  Beziehung  auf  den  Aequator.  Will  man  diese  Störungen  ,  dem 
astronomischen  Gebrauche  gemäl's ,  in  Beziehung  auf  die  Eklip- 
tih,  als  feste  Ebene,  wofür  wir  die  Lage  der  Ekliptik  für  irgend 
eine  fixe  Epoche  nehmen  wollen,  erhalten,  so  wird  man  drey 
neue  Coordinaten  f  j  t;  einführen,  von  denen  |  u  in  der  Ebene 
dieser  festen  Ekliptik,   und  f  in  der  Linie  der  Nactygleichen 
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liegt.  Es  sey  nun  -wieder  s  die  Neigung  der  Ebene  £  u  und  x  y  , 
und  9  der  Winkel  der  x  mit  f ,  so  ist  (Kap.  IV.  §.  a) 

« 

x  =  g  Cos  9  -f-  u  Cos  3  Sin  <p  —  £  Sin  5  Sin  9 
y  s  *  Cos  3  Cos  9  —  |  Sin  p  —  £  Sin  3  Cos  9 
z  «=  v  Sin  3  -f-  5  Cos  3 

und  wenn  man  diese  Werthe  yon  x  y  z  in  (1)  substiluirt 


1  •  >    •  •       •    m  »   1  » 


Adq  + (C— A)rDdt  =  (C— A)  dt  (PCosy  — P'Sinp)  \  ' 
Adr +  (A-C)qDdt  =  (A— C)  dt  (P'  Cos  9 +  P  Sin  $)  f  (?) 

3  M 

wo  der  Kürze  wegen  P'  =  —  (gv Sin 3  + 1£ CosS) 


und  P  =         [(V  —  s»)Sin3Cos3  +  <ü£(Cos*  3  —  Sin'S)] 


3M 

. 

gesetzt  worden  ist. 

Diese  .Gleichungen  (a)  drücken  die  Störungen  der  Potaüon 
in  Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik  aus ,  und  aus  ihnen  werden 

as  •    dj*    '  ■   .*  •    "  ••' !*      •  • j 

sich  die  Werthe  -s—  und  rr  durch  die  vorhergehenden  Glei- 

dt         dt  0 

chungen  des  J.  1 

■j-t  =  rSinp  — qCos? 

;  • 

dvj»      rCos  9-|-  qSin9) 
"dt  ~  Sin  3 

bestimmen  lassen,  wenn  man  zuerst  aus  den  Gleichungen  (a)  diu 
Werihe.von  q.un^  r  gefunden  hat.  Diese  Ausdrücke  von  q  und 
r  wollen  wir  daher  jetzt  suchen. 

J.  5. 

|     t  ■  • 

Die  Grofsen  P  und  P'  des  4  hängen  allein  von  den  Grö* 
fsen  %d  {  und  ?  ab,  diese  letzteren  aber  hängen  von. der  mittle- 
ren Länge  und  von  der  mittleren  Anomalie  ,  und  diese  endlich 
wieder  unmittelbar  von  der  Zeit  ab,  so  dafs  also  die  Grösse  P 
und  P'  selbst  Functionen  der  Zeit,  und  zwar  periodische  Func- 
tionen derselben  sind,  weil  sich  die  Werthe  von  |«  £  und  ^  nicht 
ohne  Ende  anhäufen ,  sondern  in  bestimmten  Glänzen  wachsen 
und  abnehmen.  Es  werden  sich  also  diese  GröTsen  V  und  P'  iu 
Keinen  entwickeln  lassen ,  deren  Glieder,  da  die  Keinen  perio- 
disch sind,  trigonometrische  Functionen  der  Zeit  seyn  werden. 
2 war  ist  die  Form  dieser  Glieder  unbekannt,  aber  eine  der  Na- 
tur der  Sache  nicht  cemäfse  Annahme  derselben .  wird  im  Ver- 

D  d  3 
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folg  die  Rechnung  anf  unmögliche  oder  widersprechende  Resul- 
tate führen,  und  sonach  von  selbst  auf  die  Annahme  der  gehö- 
rigen Form  leiten. 

Ich  setze  also  voraus ,  dafs  P  in  eine  Beihe  entwickelt  m  er- 
den könne,  deren  jedes  Glied  die  Gestalt«  Cos(Ft-f-e)  hat, 
und  dafs  P'  eine  ahnliche  Beihe  gebe,  deren  Glieder  insgesammt 
die  Form  *'  Sin  (F  t  +  e)  haben.  Nimmt  man  der  Kürze  wegen 
blofs  auf  ein  einzelnes  dieser  Glieder  Rücksicht ,  30  ist  aus  (2) 

A  d  q-KC  —  A)rDdt 

^|(C— A)dt[(*+*OCos(H-Ft-fe)-f-(*— *0Co*(?— Ft— e)] 
A  dr  +  (A«.C)qDdt 

=  *(A—C)dt[(/i+ÄOSin(^+Ft+c)+(«— «')Sin(9-Ft— e;] 

Um  daraus  q  und  r  zu  finden,  wollen  wir  diesen  Gröfsen  die 
Form  geben 

q  ss  P"  Sin  (y-f-Ft+e)     Q"  Sin(y— Ft— e)|  (3) 
r  =  P"Cos  (H~Ft  -HH-  Q"Cos(>— Ft— e)J 

und  daraus  die  Werthe  von  P",  <J"  suchen. 
Aus  dieser  Annahme  folgt  sofort 

dq  «=  P"(D-hF)  dt  Cos(y+Ft-he)+  Q"  (D— F)  dt  Cos(p— Ft  -  e) 

also  auch 

Adq  +  (C-A)rD  dt  =  P"[A(D+F)4-(C— A)D]dtCos(p+Ft+e) 

+  Q"[A(D— F)  +  (C— A)D]dtCos(9~Ft— e) 

lind  wenn  man  dieses  mit  dem  zuvor  gegebenen  Werthe  von 
A  dq  -j-  (C— A)r  D  dt  vergleicht ,  so  erhält  man 

KC-A)OH-«0  |(C-A)(« -«0 

CD+AF  "  CD  —  AF 

und  dieselben  Ausdrücke  für  P"  und  Q"  findet  man  auch ,  wenn 
man  dr  sucht,  und  damit  auf  dieselbe  Art  verfährt. 

Da  aber  die  Gröfsen  P  und  P'  nur  die  Entfernungen  |  v  f 
und  ^enthalten,  die  sich  nur  sehr  langsam  ändern,  so  ist  die 
GröfseF,  welche  in  den  Ausdrücken  P  =3  «'Cos(F  t  +  e)  und 
P'  =  r,'  Sin  (Ft-f-e)  diese  der  Zeit  proportionalen  Aenderungen 
ron  (•  v  J  f  bezeichnet,  eine  sehr  geringe  Gröfse  ,  oder  es  ist 
sehr  nahe 

iCI)  "  aCD 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  P"  und  Q"  in  den  Glei- 
chungen (3j,  so  sind  die  Werthe  von  q  und  r  bestimmt.  « 
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Subslituirt  man  dann  die  in  5  gelungenen  Werth o  von  q  und 
r  in  den  zwey  letzten  Gleichungen  des  J.  4,  so  ist 

d3 

^  «  (Q//_p//)  Sin  (F  t  +  c) 


e  •  .  u.  „  .  <  „  a*p"  *(C  —  A) 
ts  "l  ,ber  <2"+P"  =  «-+7;  =  -CD— 

(^//— P"  =        d        also  ist  auch 

d4/       C— A 

äT-Ci»w*"CM(F,+e> 

wenn  man  nämlich  durch  2  die  Summe  aller  Glieder  bezeich- 
net ,  in  welche  P  und  P'  entwickelt  werden  können  ,  7011  wel- 
chen wir ,  da  sie  alle  von  derselben  Form  sind ,  der  Kürze  we- 
gen vorhin  nur  ein  einziges  betrachtet  haben. 

Stellen  wir  jetzt  die  frühere  Form  dieser  Gröfsen  wieder 
her,  da  die  damit  vorgenommenen  Veränderungen,  nämlich  die 
Auflösung  in  Reihen,  deren  Glieder  der  Zeit  proportional  sind, 
nun  zur  Auffindung  der  Werthe  von  q  und  r  gedient  haben  ,  so 
hat  man,  da  P'=  .2*' Sin  (F  t -f- e)  undP=2*Cos(Ft-f-e)  ist, 
statt  den  zwey  vorhergehenden  Gleichungen 


d3=  ^-Ü  .  P'dt 
CD 

C — A 


>(4>. 


CDSin*  ' 

5.7. 

Die  Gleichungen  (V)  sind  die  gesuchten.  Die  erste  gibt  die 
Veränderung  der  Schiefe  der  Ekliptik,  und  die  zweyte  die  Ver- 
änderung der  Lage  des  Aequinoctialpunktes  an,  vorausgesetzt, 
dafs  beyde  Veränderungen  blofs  durch  die  Störungen  bewirkt 
werden ,  welche  von  den  äufscren  Kräften  in  der  Rotation  der 
Erde  erzeugt  werden. 

Für  die  Kugel  ist  A  =  G,  also  dl  =  d+  =x  o,  oder  diese 


1 
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beyden  Aenderungen  verschwinden  für  die  Kugel,  und  Tünnen 
daher,  wenn  sie  existircn,  nur  eine  Folge  der  Abplattung  der 
Erde  seyn. 

Jene  äufseren  Kräfte  aber,  welche  diese  Störungen  beyder 
abgeplatteten  Erde  hervorbringen,  können  allein  von  der  Sonne 
und  von  dem  Monde  kommen,  da  alle  andern  Gestirne  zu  schwach 
oder  zu  weit  entfernt  sind  %  um  in  der  Rotation  der  Erde  eine 
merkliche  Veränderung  hervorzubringen.  Betrachten  wir  zuerst 
die  Wirkung  der  Sonne  und  sey  v  die  Länge  der  Sonne  von  dem 
beweglichen  Frühlingspunkt ;  «y  die  Neigung  der  gegenwärtigen 
Ekliptik  gegen  die  für  eine  bestimmte  Epoche  als  fest  angenom- 
mene Erdbahn,  und  L  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des 
Aequators  auf  der  festen  r  bene  der  Ekliptik. 

Drückt  man  also  die  Lage  der  Sonne  gegen  den  Mittelpunkt 
der  Erde  in  Beziehung  auf  die  bewegliche  Ekliptik  durch  die 
i  e:  bl winklichten  Coordinaten  £'  v' g  aus,  wo  g  in  der  Linie  der 
veränderlichen  Nachtgleichenltnie  und  £'  v'  in  der  beweglichen 
Ekliptik  liegt  ,  so  ist  %'  =  %  Cos  v,  v4  =  rSin  v  und  %t  =  o.  Sind 
dann  g  v  t,  die  Coordinaten  der  Sonne  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Erde  in  Beziehung  auf  die  feste  Ekliptik,  so  hat  man,  wenn  man 
in  den  Gleichungen  des  (Kap.  IV.  §.  2)  9  =-  «y  und  <?=^  —  —  L 
setzt ,  . 

|  =  | '  (Cosy  Sin 3 L  -f  Cos 5 L)  +  v' (Sin  LCosL— Cos<y  SinL  CosL) 
=r|'(«  Cos tyCos  LSin  L_Sin  L  CosL)  +  o;'(Cos <yCos«L  +  Sin'L) 
£=f'  Sin  <y  Sin  L  —    Sin  cy  CosL. 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man 

£  =  1  Cos  v  Ja  Cos'  j  -f-  Cos2L  — Cos<yCosöL)J 

-f-*  (  Sin  v  Sin  a  L  —  £  ?  Cos  cy  Sin  v  Sin  2  L 
oder  |==^Cos»  |  <y  Cos  v       Sin»  }  «yCos  (v —  2L) 

und  eben  so  findet  man 

■ 

v  =  q  Cos2  \  y  Sin  v  —  (>Sin*  { <y  Sin  (y —  2  L)  und 
l  =  f  Sin  cy  Sin  (v  —  L). 

Vernachlässiget  man  die  höheren  Potenzen  von  cy,  so  ist 

£  <o  r=z  i  c2  Sin  2  v 
f  *  =  ^«y  Sin(2v  —  L)  —  i£»  «y  SinL 
*£  =  ^£9<yCosL  —  if*«yCus(2v —  L) 
v*  —  <?'  =ics  (»—  Cos2v). 

Nimmt  man  die  Sonnenbahn  kreisförmig  an,  so  ist  e  =  a  un4 
v  —  ml,  wo  a  die  halbe  grofseAchse  der  Sonnenbahn  und  mt  die  mitt- 
lere Länge,  also  m  die  mittlere  tägliche  Bewegung  der  Sonne  ist. 
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Es  ist  aber  (Kap.  VII  $.  4)  |/^M  =         a* ,  wo  r  das  Steinjahr 

9  TT 

der  Erde  bezeichnet,  und        =  m,  alsoM=asm\  Setzt  man  also 

T 

dv       _  M 

so  ist,  wenn  man  die  letzten  Werthe  von  f  «»  £  •  i«  den  zu 
Ende  des  §.  4  gegebenen  Werthen  von  P  und  P'  substituirt, 

P'dta  (—  Sin  2  v  Sin  3  - 

2  V  m  ' 

d  v  \ 
7  d  t  Sin  L  Cos  3  -J-  <y .  — •  Sin  (av  —  L)  Cos  S  J 

Vernachlässiget  man  das  letzte  dieser  Glieder ,  da  es  gegen  die 
beyden  andern  sehr  klein  ist,  so  hat  man 

3  m 

/p/dt«  —  —  Sin  S  Cos  2  v  —  |m9  Cos  2  .f<y  dt  Sin  L 

und  selbst  in  diesem  Ausdrucke  ist  das  letzte  Glied,  da  es  in  die 
sehr  kleine  Gröfse  7  multiplicirt  ist,  gegen  das  erste  beynahe 
als  verschwindend  zu  betrachten. 

liezeichnet  man  die  Gröfse  v  7  L  M-  und  a  für  den  .Mond 
mit  einem  Striche ,  so  ist,  wenn  —  =  Bm' gesetzt  wird,  ana- 
log mit  dem  Vorhergehenden 

3  B 111 ' 

/P'dt  =  -     .Sin^Cosa*'  —  »  m  «  BCosS./Vdt  Sin  U 

4  m 

wo  7'  die  Neigung  der  Mondsbahn  gegen  die  Ekliptik  und  Ii' 
die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  dieser  Bahn  in  der  Eklip- 
tik ist.  Ist  C  die  Tangente  dieser  Neigung,  so  ist,  da  7'  nur  klein 

ist,  c'  =  7',  wo  aber  7'  mit  Sin  1"  =  ■■    *      multiplicirt  wer- 

den  mufs.  Es  ist  aber  bekannt ,  dafs  diese  Neigung  7'  eine  be- 
ständige Gröfse  ist,  so  wie  man  auch  die  Gröfse  $  als  constant 
annehmen  kann. 

Ist  ferner  f'  die  tägliche  Bewegung  des  Mondsknotens  ,  und 
F'  die  Länge  des  Mondsknotens  für  irgend  eine  Epoche  ,  so  wird 
für  jede  andere  Zeit  die  Länge  des  Mondsknotens  oder  L'  durch 
(F'  +  f't)  ausgedrückt  werden  können,  oder  da  diu-  Bewegnn 
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der  Knoten  rückläufig  ist,  so  ist  L'  =  —  (F'-f-t'  t),  und  daher 
«y'  Sin  L'dt  =  —  c'dt  Sin(F'  -f-f't)  und  dessen  Integral 

/«y'  d  t .  Sin  L'  =      j'  Cos  (f'  t  -f-F') 

also  auch  der  vorhergehende  Ausdruck 

3Bm»  c' 
/P'  d  t  =  Sin  9  Cos  2  v'  —  |  B  m •  .  ^  Cos  S  Cos  (F'  +P  t). 

Substituirt  man  jetzt  beyde  Werthe  von y'P'dtdes  $.  7  und 
8  in  der  ersten  der  Gleichungen  (4)  so  ist 

3m(C-A)  f  o.       x  Bm 

s  =  h-|- 


Sin  9  ^Cos  2  v  +        Cos  2  v'^ 

(F'  +  f't)] 


2  CD 

Bmc' 


Cos  5  Cos 


wo  h  eine  beständige  Gröfse  ist. 

Ist  h  der  Werth ,  welchen  5  ohne  den  in  dieser  Gleichung 
angegebenen  Störungen  haben  würde ,  und  ist 

1  =  Im  (C-A)(i  +  B)Cos  h 
so  ist  auch  annähernd 

d  =  h  +  f7^F5TCo8(F/+f/t) 

1  2m(ifB)  V  m'  /• 

§.  10. 

Substituirt  man  eben  so  die  Werthe  von  aus  §.  7 

in  dem  Werthe  von  P  des  J.  4,  so  ist 

3m*  /  1 

Pdt=      —  fdtSinSCos»  (SinSCosSd.Sinaw-f- 

2     V  am  v 

«ydtCosL  (Cosa9  —  SinJ9)^ 

für  die  Sonne  ist  <y  =  o,  also 

Pdt=   ■  fdtSin'SCosS  .  Sin9Cos>.d  .  Sin  2  v  ) 

%     \  am  s 
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und  für  den  Mond 

3Bm*   /  1 
PJt=   (dtSin3CosS  —    — (Sind  Cos*,  d.  Sin  a»') 

-f- (Cos'S  — SinaS).ydtCo$L'^ 

Ist  wieder  y  =  c'  und  L'  =  —  (F'  -\-  P  t) ,  so  ist 

ty'dt  CosL'  =  c'Cos(F'-T-f't)  dt 

und  beyde  Werthe  von  Pdt  in  der  zweyten  der  Gleichungen  (4) 
mbstituirt,  geben 

*+  =  3m^C-A)  f(,+B)mCos»-l^il  fd.Sinnv  + 
dt  2 CD      l  adt  V 

d.SinaW^H-  (Cos«3~Sin-S)Bc'Cos(F'+f't)l 
J      Sind  J 

Ist  aber  wieder  1  =  ^1  (C — A)  (i+B)  Cos  h  ,  so  ist  das 

2CD  v 

erste  Glied  von  £-T  gleich  1,  also  vj/  =1 1.  Setzt  man  dann  in  den 

dt 

andern  Gliedern  abkürzend  3  =  h,  so  erhält  man  durch  ihre  In- 
tegration für  den  vollständigen  Werth  von  v]/  den  Ausdruck 

sL=  lt+    alBc'  Cotg2hSin(F'~r-f't) 

1   _    ( Sin  av+?5Sin2  f'\..(6) 
am(i+B)    V  m'  y 

5.  Ii. 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  geben  die  Werthe  von  S  und 
4>  in  Beziehung  auf  eine  feste  Ekliptik ;  wir  bedürfen  sie  aber 
zu  dem  astronomischen  Gebrauche  in  Beziehung  auf  die  gegen- 
wärtige, oder  auf  die  bewegliche  Ekliptik.  Seyen  3  ^'  diese  Wer- 
the von  für  die  bewegliche  Ekliptik.  —  Denkt  man  sich  ein 
sphärisches  Dreyeck  ABC,  in  welchem  AC  die  feste,  AB  die 
bewegliche  Ekliptik  und  B  C  den  Aequator  bezeichnet,  so  ist  die 
Seite  AB  =  +',  AC=v|/=L  und  der  Winkel  BAC=*y,  ABC =5' 
und  ACB  =  iÖa— also  hat  man  nach  den  bekannten  Ausdrü- 
cken der  Trigonometrie 

Sin  ±=+  =  lg  ,gi7Sin  tt± 

2  2  2 
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Cos  tgi«y 
i 


oder  abkürzend 

>J,'  =  >|,_cySinLCotg3,  und 
S'  =3  -f  «y  Cos  L. 

Setzt  man  wieder  <y  =  c ,  L=  F+ft,  so  ist 
3'  =  S  +  cCos  (Frfft)  =  3  +  cCosF— cf  tSinF=  5  —  cftSinF 
und  eben  so  >J/'  =  v}/— c  CotgS .  Sin  (F-+-ft)  =  +— cft  CotgS  CosF, 
also  ist 

3/ =  5  —  cftSinF-J-    1Bc/  Cos(F'+f't) 

f'(.+B) 

+      ltRh      f  Cos  9  >  +  5™  Cos  2  A  . . .  (7) 
am(.fB)V  m'  -/ 

+/  =  lt— cft Cotgh CosF—  1  -  (sin2v+  —  Sin  a  ^ 

°  rira(i-f-B)V        ^ny  J 

l*(i+.B> 

und  diese  Gleichungen  (7)  und  (0)  geben  die  Störungen  der 
Schiefe  der  Ekliptik  und  des  Aequinoctialpunktes  in  Beziehung  auf 
die  veränderliche  Ekliptik. 

J.  13. 

Um  die  Torhergehenden  Gleichungen  numerisch  zu  entwi- 
ckeln, so  ist  die  siderische  Revolution  der  Erde  365T  .  256304 

und  des  Mondes  27*.  32i66,  also  m  =   —  =o\oÖ56i  , 

365.25f.384 

36o 

und  m'  =  —   =  »3°. 17636  ,  wo  Hf  und  ni'  die  mittlere  Be- 

27.32166 

wegung  der  Erde  und  des  Mondes  in  einem  Sterntag  bezeichnen, 

und  —  =  0.07480  ist. 
m' 

Ferner  ist  die  Schiefe  der  Ekliptik  für  die  Mitte  des  acht- 
zehnten Jahrhunderts  h  =  23°  98'  i7"q,  und  dio  Neigung  der 
Mondsbahn  5°  8'  5o",  also  c'  =  tg  5°  8'  5o". 

Bezeichnet  T  ein  julianisches  Jahr,  oder  ist  T  =  365  r.  25, 
so  ist  das  siderische  Zurückweichen  derMondsknoteu  in  der  Zeit 
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T  gleich  fT  =  696S0",  als  f » =  190.773.  Weiter  war 

Bm-=?£1,  alsoiat  B  =  5£L,  Aber M=35i88b,  M'=o.oi5i, 
a'*  Ma'» 

und  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne  8"  3  und  des  Mondes 

56'  58",  also  ist  . 

BaMS,)8h»56y   ^  IiaheB  =  3.  ' 
(35 »886;  Sin»  8"  2 

In  der  Gleichung  (7)  ist  c  f  Sin  F  die  jahrliche  Abnahme 
der  Schiefe  der  Ekliptik,  und  diese  kann  wegen  den  sehr  gerin- 
gen Aenderungcn  der  GröTsen  c ,  f  und  F  durch  mehrere  Jahr- 
hunderte als  gleichförmig  angeschen  werden.  Nach  den  Beob* 
achtungen  beträgt  sie  jetzt  o".484.  —  In  der  Gleichung  (8)  ist 
eben  so  (1  —  cfCosSCosF)  das  jährliche  Vorrücken  der  Nacht- 
gleichen, welches  jetzt,  den  Beobachtungen  zu  Folge,  5o".i76 
beträgt.  Da  das  Glied  e  f  Cos  3  Cos  F  sehr  klein  ist,  so  kann  man 

annähernd  annehmen  IT  =  So".  176,  oder  1  =  °°'x^  —  0.1874. 

365.25 

Nach  dieser  Bestimmung  der  GröTsen  m  m'  c'  f'  B  und  1  hat 

man 

— —  =  o"42,  wo  man  m=j(o  o856i)  36oo  setzen  mufs. 
am(i+B)  v 

„         Bm         •  .  1 

Ferner —  =0.224,   =0.07. 

in'  2ra(i4-ß)  y/ 

lBc'                  q    2Cotg2h.Blc'       o  0„ 
 =  10.108,   _5  =  18.880, 

f/(,+B)Sini"  f'(i+Bj  99 

also  sind  die  Gleichungen  (7)  und  (8) 

S'=h— o"484t  +  10".  1  iCosL'-f-  o".42Cos2y+o".OQCos2v'l  ~ 
4'=5o".i76t—  i8".89SinL'  —  0^.97  Sin  2  v—  o".22Sin2v'J 

Das  Glied  0^.484  ist  die  jährliche  Abnahme  der  Schiefe  der 
Ekliptik,  das  Glied  5o".i76  die  jährliche  Fräcession  der  Nacht- 
gleichen ,  und  die  übrigen  Glieder  der  beyden  letzten  Gleichun- 
gen enthalten  die  Nutation  der  Schiefe  der  Ekliptik  und  der 
Länge.  (Th.  I.  Kap.  II.) 

5.  i3. 

Wir  haben  oben  in  der  letzten  Gleichung  des  5.7  das  Glied 
dp 

«y.  —  Sin  (2  v  —  L)  Cos  3  vernachlässiget.  Für  die  Sonne  wird 
m 

dieses  Glied  in  der  That  gleich  Null,  da  7  =  o  ist.  Für  den  Mond 
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aber  scheinet  dieses  Glied  in  dem  Integral«  dieselbe  Ordnung 
mit  dem  unmittelbar  vorhergehenden  zu  haben ,  und  also  nicht 
weggelassen  werden  zu  dürfen.  Nimmt  man  es  mit  in  die  Rech- 
nung auf,  so  ist  der  Ausdruck  für  /Fdv  gleich 

/P'd  t  =  —  Sin  3  Cos  a  >'  —  f  ß  m »  Cos  3 / V  d  t  Sin  L 

4m' 

+  3BmV  Cos  3  Cos  (*  v<- L) 
4m' 

Nimmt  man  also  blofs  auf  dieses  Glied  Rücksicht ,  so  wird 
man  in  der  letzten  Gleichung  des  §.  8  dem  dort  gegebenen  VYer- 
the  von  fF'dl  noch  die  Gröfse 

3Bm'  ^CosSCosQiW-LO 
4  m' 

hinzufügen  ,  und  in  der  ersten  Gleichung  des  $.  9  au  dem  Wer- 
the  von  3  noch  das  Glied 

3m(C-M .  «  y  .  2™  Cos  h .  Co.  (*,/-L<) 
aCD         '  in' 

<v'B  l 

t  Cos  (21/'— L0 


2(i+B)m' 

III 

addiren.  Da  aber  <y'  =  0.0901 ,  B  =  3 ,  —  =  0.0748  ,  und 

m' 

1        =  0.^7  ist,  so  ist  das  letzte  Glied=.o".oa  Cos  (2V — L'), 


2  m(i-f-B) 
also  unmerklich. 


5.  14. 


Aber  in  der  letzten  Gleichung  des  §.  7  wurde  noch  das 
Glied — j m*  Cos 3/«y  d  t  Sin  L  weggelassen,  und  dieses  Glied 
verdient  eine  nähere  Betrachtung. 

So  wie  wir  in  J.  8  für  den  Mond  angenommen  haben 

yydtSinL'=  fLCos(F'-hf't), 
eben  so  können  wir  auch  für  die  Sonne  setzen 

* 

/«ydtSinL  »  |  Cos  (F  +  f  t)  , 

und  dann  ist  jenes  Glied  gleich 

—  Jml  Cosh.  £Cos(F  +  ft). 
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Nimmt  man  dann  für  den  Mond  itatt  dem  eben  erwähnten 
Ausdrucke  den  etwas  genauem 

,/y  d  t  Sin  L'  =  *  Cos  (F'+f't)  —  j  Cos  (F+ft), 

so  erhält  man,  wenn  man  blofs  auf  die  von  (F  +  ft)  abhängigen 
Glieder  sieht ,  in  Jj.  7  für  die  Sonne 


/P<  d  t  =  tZL  Cos  3 .  °  Cos  (F+ft) , 
2  f 

«nd  eben  so  in  J.  0  für  den  Mond 
/P'dt^-^  BCosS  (£Cos(F'+f  t)— .£  Oos  (F+ft)) 

oder  vielmehr,  da  das  in  Cos  (F'-ff't)  multiplicirte  Glied  schon 
oben  mitgenommen  wurde,  für  den  Mond 

/P'dt  =  ^üü!  B  t  Cos  3  Cos  (F+ft). 
•  f 

Daher  wird  der  von  (F+ft)  abhängige  Theil  des  Werthes  von  3 
in  der  ersten  Gleichung  des  J.  9 

»=— ?ül  ^=^(i+B)Cos3 .  f:Cos(F+ft)=:-  ^Cos(F+ft>..(9) 
2      CD  f  1 

1.  Um  eben  so  die  von  (F+ft)  abhängigen  Glieder  der  Grö- 
fse  Pdt  eu  erhalten,  so  ist  in  g.  10  für  die  Sonne 

Pdt  =  —  «ydtCosL(Cos»»  —  Sin«3) 

=  ^1  d  t .  c  Cos  (F+ft) .  (Cos •  9  -  Sin  •  5) , 
2 

und  für  den  Mond 

P  d  t  =  ^  .  c  Cos  (F+ft)  .  (Cos'S-  Sin »3) 

Man  hat  daher  auch 

!+  =  3J0l .  C~~A  (1  +B)  (Cos'  9 -  Sin»  *).  c  Cos  (F  +  f  t). 
dt        2  CDSinS 

Addirt  man  dieses  Glied  zu  dem  in  §.  10  gegebenen  Werthe 

von  ^k.   so  erhält  man,  wenn  man  die  bereits  betrachteten  Glie- 
dt  ' 

der,  welche  von  Cos  (F'+f't)  und  von  Sin 2  v  und  Sin  2  v*  ab- 
hängen,  wegläfst 
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dvl/      1Cos9  .  l(Cos'S-Sin»S)     „         ,  .  N 

3p  =  -77-7+    q.  .   5— -.cCos(F+ft)....(io). 

dt       Cosh        Sin  h  Los  h 

In  dem  letzten  Gliede  dieses  Ausdrucks  wird  man  ohne 
merklichen  Fehler  9  =  h  setzen  können.  In  dem  ersten  aber  wird 
man,  nach  der  letzten  Gleichung  (v) 

* 

9  =  h  —  lc  Cos  (F  +  ft) 

t 

lc  ' 

setzen,  weil  dieses  Glied—  Cos  (F+ft)  das  einzige  in  dem  Wcr- 

the  yon  B  ist,  welches  in  der  Folge  der  Jahrhunderte  noch  ei- 
nen beträchtlichen  Werth  erhalten  kann.  Dieses  Glied  * Cos  3 


,  Cosh 
wird  daher  in  das  Folgende  übergehen 

lCos  [  h-  l£  Cos  (F+ft)]  =  1  +  Iii  tg  h  Cos  (F+ft) , 
Cosh  f 

und  daher  ist  das  Integral  der  Gleichung  (10) 

(Cos 2  h  —  Sin  •  h)  Sin  (F+ft) 

oder 

=  lt  +  J^j  —  i)tgh+Cotghj  .  -f°Sin  (F  +  ft)  ...  (ii) 

II.  Behandelt  man  die  Gleichungen  (q)  und  (ii)  -wie  die 
Werthe  von  3  und  4*  in  J.  Ii,  um  die  Werthe  von  3'  und  vf'  zu 
erhalten,  so  findet  man 

.   ,    .  a<=h+I£^cCos(F+ft). ••(<)') 

+'  =  lt  +  £1  +  J'g'hj  (^=-f)  Cotgh.cSin(F-Ht)...(.i') 

$•  i5. 

Um  die  letzten  vier  Gleichungen  numerisch  zu  entwickeln, 
bemerken  wir,  dafs  wir  in  Kap.  XI.  g,  (  für  die  säkularen  Störun- 
gen der  Lage  der  Erdbahn  erhalten  haben 

p"  =:      o".  0767  t  +  o".  00002 1 5  <■ 
q"  an  — o".  öooi)  t  +  o  .  0000067  ta. 

Nehmen  wir  an ,  dafs  diese  Werthe  von  p"  und  q"  die  Form 
haben 
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p"  =  cSinF —  cCosF  Sin  gt  —  c  Sin  F  Cos  g'  t 
q"  =  c  Cos  F  —  c  Cos  F  .Cos  gt  +  c  Sin  F  Sin 

oder  wenn  man  nur  die  zweyten  Potenzen  Tun  t  berücksichtiget 

p"  =  —  cgtCosF  +  fcg'*t«  SinF 
q"=?-|-cg'tSinF  +-  leg*  t*CosF 

Vergleicht  man  diese  beyden  Ausdrücke  ron  p"  und  q",  so  er- 
hält man 

cgCosF  = —  ö".  0767  cg'"SinF  =»  o.odoo/|3o 
c  g'  Sin  F  = —  ö  .  5009        c  g*  Cos  F  =  0 .  ooooi34 

und  aus  diesen  vier  Gleichungen  folgt 

g  =  —  30".  27        g' =  —  1 7".  76' 
c  Sin  F  =  58a  1 3        c  Cos  F  =  4 36  .  2 
also  auch  F  =  85\  7i5,  c  =  5837"  una*  c  Co,g  b=»'36'46". 

Man  erhält  aber  die  Werthe  >on  c  .  Sin  (F  -f-f  t)  und  von 
c.  Cos(F-f-f  t) ,  "wenn  man  in  den  durch  die  Gleichungen  (1») 
gegebenen  Werthen  von  p"  und  von  q"  die  Gröfse  F  sowohl  als  die 
GröTsegt  um  lt  vergrößert,  so  dafs  man  hat  f  =  g  +  I  und 

c.Sin(F+ft)=cSin(F+lt)— -cCos  FSin(g+  l)t— cSin  F  CosCg'+l)t 

und 

c.Cos(F+ft)==cCos(F+lt)— cCosFCos(g+I)t+cSinFSin(g'+l)t. 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  den  Gleichungen  9,  11  und 
0/  11'  des  §.  14  ,  so  erhält  man 

v|/=lt+cCotghSin(F+lt)-1q^.cCosF^Cotgh--j:^tgh^Sin(g-fl)t 

- -L  4 C  Sin  F  (Cotg  h  -  -J^  tgh)  Cos  (g'-fl)  t 

S  =  h  -  c  Cos  (F+It)  +        .  c  Cos  F  Cos  (g'+l)  t 

g+* 

•4//  =  lt+  £-c('otfF.  fcotg  h  +  -J—  tg h}  Sin(g+l)t 
1+g  ^  '+g  ' 

+  -Ii.  .c  Sin  F  [  Cotg  h  +  t  gh  )  Cos  (g'+l)  t 

1+g'  ^  l+g'  * 

« 

S'  =  h  S_  .  c  Cos  F  Cos  (g+l)t  +  -iL  .cSinFSinCg'+l)t 

1+g  1-hg'  • 
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und  überdiefs,  wenn  man  die  vorletzte  dieser  Gleichnngen  diffe- 
rentiirt 

^±'=l  +  cgCosFfCotgh  +  _L  tgh}Cos(g-fl)t 
dt  n  1-f-g  * 

—  c  g'  Sin  F  (cotg  h  -f-  _  tg  h  ^  Sin  (g'+ 1)  t. 

Nach  den  Beobachtungen  hat  man  für  die  Epoche  i^öo  die 

dvL' 

jährliche  Präcession  -_X  =fio".  io,  also  ist  die  letzte  Gleichung, 

d  t 

da  für  diese  Epoche  t=o  ist 

1  +  cgCos  F  ^Cotgh  +  _J__  tgh^=5o".io. 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  die  Schiefe  der  Ekliptik  für  1750 
gleich  h  =33°  28'  9©"  und  für  c  g  Cos  F,  so  wie  für  g  die  oben 
gefundenen  Werthe,  so  erhält  man  1  =  5o".  39. 

Eben  so  gibt  der  vorhergehende  Ausdruck  von  S'  für  1750 

5'  s=  h  —  _JL  c  Cos  F  ,  öder 

h  =  a3°  28'  20"— 1121'/.  1=23°.  4716  — o°.3n4. 

Substituirt  man  nun  alle  diese  erhaltenen  Werthe  von 
1»  n>  gi  g'*  c,  F  ...  in  den  vier  vorhergehenden  Gleichungen, 
so  .erhält  man,  wenn  man  alle  Zahlen  in  üraden  und  deren  Thci- 
len  ausdrückt, 

v|/=o*.oi4+30.79iSin(85o.7i5-r-o0.oi/,t)  \ 

—  1 .48781110.00.4 1 — 6. ;  1 6  C  oso. 009  t  | 

S=339.47i6— o.3n4—  i.63iCos(8507i5-r-o  014t)  I  mn 

4-  o.432Coso.oo4t—2496Sino.oo9tj 

\J/'=o°.oi4 — 1.204  Sin  0.004t— 2;636Cos  0.009t  | 

3'— 23ft.47i6—o.3i  i4+o.3i  iCoso.oo4t—o  879Sino.oo9t  J 

und  diese  Gleichungen  enthalten  die  säkularen  Aenderungen 
der  Länge  des  Aequinoctialpunkts  und  die  Schiefe  der  Ekliptik, 
die  von  der  Wirkung  der  Sonne  und  des  Mondes  auf  die  abge- 
plattete Erde  entstehen.  Die  periodischen,  von  L,  v  und  v* 
abhängenden  Störungen,  oder  die  Nutationen  der  Länge  und  die 
Schiele  der  Ekliptik  sind  schon  oben  durch  die  Gleichungen  H* 
§.12  gegeben  worden. 

Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  (III),  die  L  ap  lace  Mec.  cel. 
Vol.  III.  p.  112  gegeben  hat,  wird  man  die  Präcession  und  die 
Schiefe  der  Ekliptik  zehn  bis  zwölf  Jahrhunderte  vor  und  nach 
der  Epoche  17^0  bestimmen,  und  sie  selbst  bis  zu  der  ohnehin 
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noch  sehr  unvollkommenen  Beobachtungen  Hipparch*  ausdeh- 
nen können.  Sollen  sich  aber  diese  Ausdrücke  nur  auf  Zeiträume 
von  zwey  oder  drey  Jahrhunderten  erstrecken,  so  kann  man  ih- 
nen durch  Auflösung  der  trigonometrischen  Funktionen  in  Rei- 
hen ,  die  nach  den  Potenzen  der  Zeit  fortgehen  ,  eine  zur  Rech- 
nung bequemere  Gestalt  geben.  Man  findet  so,  mit  etwas  verän- 
derten Massen  der  Venus  und  des  Mars(Mec.  cel.  Vol.  III.  p.  i58) 
nahe  die  Th.  I.  p.  39  gegebenen  Ausdrücke  ,  nämlich 

\J/  ss  5o"  34  t  —  o".ooo  1 23  ta 

»  =  239  28'  18"  +  0.0000098  t« 

ifr'ss  5o".  176  t  -J-  0.0001221  t9 

3'  ss  33°  08'  i8".o  —  0.484  t  —  0.OOOOO27  t*, 

d\J>' 

I,  Wenn  man  den  vorhergehenden  Ausdruck  von  von 

dem  Werthe  dieser  Gröfse  für  t  =  o,  4»*  heifst  von 

.  »  .* 

1+cgCosF  (cotgh+  j-jL  tgh) 

subtfahirt,  so  erhält  man  die Vergröfserung  x  des  tropischen 
Jahres,  die  seit  der  Epoche  von  1750  Statt  hat.  Diese  Vergrö* 
iserung  ist  also 

»' 

x=.cgCosF  (Cotgh+q^  tg  h)  [i_Cos(g  +  l)t] 

•  4  ■  • 

•       *  j  •  • 

+  c  g'  Sin  F  (Cotg  h  -f  j— J  tg  h  )  Sin(g'+1 1) 

Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  die  vorhin  gefundenen  Wer* 
the  von  1  g  g'  F  •  •  .  so  ist 

x  =  —  o".2955  ( 1  —  Cos  1 4/' 1 2 1)  —  1  ".495  Sin  32"  63  t , 

und  um  diese  Raumsekunden  in  Theilen  des  Tages  auszudrücken* 

wird  man  sie  durch  rr-T-y  =  0.000282  multipliciren,  wodurch 

ioo.oo  00 

man  für  die  gesuchte  Zunahme  des  Jahres  erhält 

x=— oTa«*.  oooö833(i  —  Cos  14.1a  t)  — oT*««.  000422  Sin  32"63t. 

Für  die  Zeit  Hipparchi,  oder  100  Jahre  vor  Chr.  G.  ist 
t  =  —  i85o  ,  und  damit  zeigt  die  letzte  Gleichung,  dafs  das  tro^ 

Sische  Jahr  zur  Zeit  Hipparchs  nahe  io".6  gröfser  war,  als 
as  gegenwärtige.  Während  nämlich  das  wahre  Jahr  der  Erde 
oder  die  siderische  Revolution  derselben  (nach  Kap.  VII.  $.  4) 
völlig  unveränderlich  ist ,  wird  das  tropische  Jahr  um  die  Zeit , 
welche  die  Erde  braucht,  mit  ihrer  mittleren  Bewegung  den 
III.  E  e 


/ 
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Bogen  \J>'  der  Präcession  zurückzulegen ,  kürzer  seyn ,  als  das 
siderische  Jahr»  Da  aber  dieser  Bogen,  wegen  der  Wirkung  der 
Planeten  auf  die  Lage  der  Ekliptik  veränderlich  ist ,  so  ist  auch 
die  Länge  des  tropischen  Jahres  veränderlich.  Um  die  Länge  des 
mittleren  tropischen  Jahres  zu  finden,  mufs  man  von  seiner 
■wahren  oder  beobachteten  Länge  den  Theil  der  Präcession  sub- 
trahiren,  welcher  biofs  von  der  Wirkung  der  Planeten  entspringt. 
Dieser  Theil  beträgt  jetzt  4* — \J/'=o".io4,  und  diese  Gröfse  mit 
der  vorhergehenden  Zahl  0.00028 1  multiplicirt,  gibt  0.000046248 
Tage  oder  nahe  4  Zeitsekunden,  oder  das  gegenwärtige  tropische 
Jahr  ist  4  Sekunden  gröfser,  als  das  mittlere. 

J.  ib. 

Wir  hüben  in  Kap.  IV.  §.  4  gesehen,  dafs  der  Sinus  des 
Winkels ,  welchen  die  augenblickliche  Rotationsaxe  der  Erde 
mit  der  dritten  freyen  Axe  macht,  gleich  ist 

Man  sieht  aber  aus  den  Gleichungen  (3)  des  J.  5 ,  dafs"  die  Grö- 
fsen  q  und  r  immer  ungemein  klein  sind,  woraus  folgt,  dafs  je- 
ner Winkel  immer  sehr  nahe  gleich  Null  ist ,  d.  h.  dafs  die  ei- 
gentliche Rotationsaxe  der  Erde  immer  sehr  nahe  mit  der  dritten 
freyen  Axe  derselben  zusammenfällt,  und  dafs  daher  die  Pole 
der  Erde  immer  sehr  nahe  durch  d  i  es  e  1  b  e  n  Punkte  der  Ober- 
fläche der  Erde  gehen,  was  auch  vollkommen  mit  den  Beobachtun- 
gen übereinstimmt,  nach  welchen  die  Polhöhe  jedes  Beobachtungs- 
ortes keinen  merkbaren  Aenderungen  unterworfen  ist. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  Rotationsaxe 
ist,  nach  Kap.  IV.     4 ,  gleich 

dtf  =\/p4-T-q3+rÄ 

also ,  da  nach  dem  Vorhergehenden  q  und  r  sehr  nahe  gleich 
Null  sind,  d  U  =  p.  Wenn  aber  die  Erde  ein  durch  Umdrehung 
einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entstandenes  Sphäroid  ist,  sc» 
hat  man  nach  §.3  p  =  D ,  wo  D  eine  constante  Gröfse  be- 
zeichnet, also  ist  auch  dy  eine  constante  Gröfse,  d.  h.  die  Ro- 
tation der  Erde  um  ihre  Axe  ist,  gleichförmig,  und  der 
Stern  tag  der  Erde  ist  immer  von  derselben  Länge. 

*  Dafs  eben  so  die  Dauer  des  mittleren  Tages,  wie  dersel- 
be Vol.  I.  S.  96  bestimmt  worden  ist,  unveränderlich  sey,  zei- 
gen die  durch  die  neueren  Beobachtungen  bestimmten  sideri- 
schen  Umlaufszeitcn  der  Planeten,  die  nach  demVorhergehenden 
keinen  Veränderungen  unterworfen  sind,  und  die,  in  mittleren  Ta- 
gen ausgedrückt,  genau  mit  den  Bestimmungen  der  Alten  über- 
einkommen. Einen  noch  auffallenderen  Beweis  für  die  Unverän- 
derlichkeit  des  mittleren  Tages  gibt  aber  die  Kap.  XII.  g.  12  er- 
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klarte  Säculargleichung  der  mittleren  Bewegung  des  Mondes,  de- 
ren erstes  Glied  wir  gleich  io"3t 3  gefunden  haben  Es  ist  durch- 
aus unwahrscheinlich  ,  dafs  dieser  Coefticient  von  ta  um  seinen 
fünften  Theil  oder  um  zwey  Sekunden  fehlerhaft  seyn  könne. 
Nehmen  wir  aber  an ,  dafs  die  Dauer  des  mittleren  Tages  jetzt 
um  eine  ganze  Zeitsekunde  gröfser  sey,  als  zur  Zeit  Hipparch  s, 
der  nahe  ein  Jahrhundert  vor  unserer  Zeitrechnung  lebte.  Die- 
ses vorausgesetzt,  würden  auch  hundert  julianische  Jahre  oder 
36525  Tage  um  30535"  =  iofl  8'  45"  gröfser  seyn,  als  zur  Zeit 
Hipparchs;  und  da  in  i  oh  8'  45"  der  Mond  in  seiner  mittleren 
Bewegung  einen  Bo^en  von  5°  34'  i3"  =  20053"  beschreibt,  ko 
würde  blofs  durch  jene  geringe  Aenderung  des  Tages  die  gegen- 
wärtige Säkulargleichung  des  Mondes  um  20053"  gröfser  erschei- 
nen müssen,  als  zur  Zeit  Hipparchs.  Allein  nach  der  vorher- 
gehenden Theorie  oder  nach  der  Gleichung  io".3  t*  ist  diese 
Säkularglcichung  gegenwärtig  um  io",3  (19* — i8a)  =  io".3(37.) 
=  38 1"  gröfser  als  in  jener  Epoche.  Sollte  sie  daher,  der  obigen 
Voraussetzung  gemäfs,  um  2oo53"  gröfser  seyn,  so  müfste  der* 
vorhergehende  Ausdruck  io".3  (37)  in.  642"  (37)  =a  2oo53  über- 
gehen, oder  das  erste  und  gröfste  Glied  der  Säkulargleichung 
des  Mondes  müfste  nicht  10.  3  t»,  sondern  über  Ö2mal  gröfser, 
oder  gleich  542  t*  seyn.  Da  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die 
Gröfse  10 ".3  gewifs  nicht  um  zwey  Sekunden  fehlerhaft  seyn 
kann,  so  ist  auch  die  Gröfse  542  gäuzlich  unwahrscheinlich,  und 
wenigstens  266mal  gröfser ,  als  sie  seyn  soll ,  also  ist  auch  die 
Voraussetzung,  dafs  der  mittlere  Tag  gegenwärtig  um  eine  Se- 
kunde gröfser  seyn  soll,  als  zur  Zeit  Hipparchs,  um  wenig- 
stens 2  66  mal  zu  grofs,  oder  man  darf  höchstens  annehmen,  dais 

die  Dauer  des  Tages  seit  Hipparch  um   ,  also  nur  tim  vier 

266 

Tausendtheile  einer  Sekunde  sich  geändert  hat,  d.  h.  mit  andern 
Worten,  dafs  die  Aeaderung  der  Länge  des  mittlem  Tages, 
wenn  sie  überhaupt  Statt  hat ,  für  uns  gänzlich  unmerklich  ist. 

Theorie  und  Beobachtung  vereinigen  sich  also ,  die  Unver- 
änderlichkeit  der  Lage  der  Erdaxe  und  die  Gleichförmigkeit  der 
Bewegung  der  Erde  um  diese  Axe ,  diese  Grundpfeiler  der  ge- 
sammten  Sternkunde,  und  die  Unveränderlichkeit  der  Länge  des 
mittleren  Tages,  dieser  Basis  unserer  Chronologie,  zu  befesti- 
gen and  über  allen  Zweifel  zu  erheben. 


.  — 
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FÜNFZEHNTES  KAPITEL 

*  • 

Anziehung  eines  Ellipsoids. 


5.  l. 

Wir  W,  en  bereits  (Kap.  VIT.  J.  11)  die  Anziehung  einer  Ku- 
gel und  einer  Kugelschale  auf  einen  gegebenen  Punkt  gefunden. 
Suchen  wir  nun  auch  die  Anziehung  eines  Körpers  von  gegebe- 
ner Gestalt,  und  vorzüglich  die  eines  Ellipsoids  zu  bestimmen, 
welches  durch  die  Umdrehung  einer  Ellipse  um  eine  ihrer  bey- 
den  Axen  entstanden  ist. 

Sindxyz  die  drey  rechtwinklichten  Coordinaten  eines  Ele- 
mentes dM.  des  Ellipsoids,  dessen  Dichte  hier  durchaus  gleich- 
förmig angenommen  werden  soll ;  sind  a  b  c  die  den  vorigen 
parallelen  Coordinaten ,  welche  die  Lage  eines  gegebenen  ,  von 
dem  Ellipsoide  angezogenen  Punktes  ,  gegen  den  Ort  Ton  d  M 
bestimmen;  sind  endlich  X  T  Z  die  Anziehungen  des  Ellipsoids 
auf  diesen  Punkt  parallel  mit  den  Axen  der  xy  z  zerlegt,  so  ist 

'(a— x)  d  M 


■irr 


r» 


wo  r«=(a~x)*-f-(b— y)«-f-(C— z)",  oder  da  dM=dxdydz  ist, 

x  ^^y(a~x) d  * d  y  d  z 


— 

1 


und  eben  so 


(b — y)  d  x  d  y  dz 


r» 


z  —JJJ*  ic~~ z- q  x  d  y  d  z 

Um  diese  Ausdrücke  auf  Polarcoordinaten  zu  bringen,  sey 
p  der  Winkel,  welchen  die  Entfernung  r  mit  einer  der  x  paral- 
lelen durch  den  angezogenen  Punkt  gehenden  Linie  macht,  und 
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q  der  Winkel ,  "welchen  die  auf  der  Ebene  der  j  z  projicirte 
Entfernung  r  mit  der  Axe  der  y  bildet ,  so  ist 

a  —  x  bs  r  Cosp 
b  —  y  =  r  Sin  p  Cos  q 
c  —  z  =  r  Sin  p  Sin  q 
und  da,  (nach  Kap.  I.  §.  16.)  das  Element  des  Körpers 
d  M  =  rs  drdp  dqSin  p  ist,  so  hat  man 

X  ^///drdpdq  Sin  p  Cos  p 

Y  =/X/drdpdq  Sin*pCos  q 

Z  =X(/drdPdq  Sin  "p  Sin  q 
wo  die  dreyfachen  Integrale  dieser  Ausdrücke  auf  die  ganze  Mas- 
se des  Ellipsoids  sich  erstrecken  müssen. 

Ist  der  angezogene  Punkt  innerhalb  des  Ellipsoids,  und 
diesen  Fall  wollen  wir  hier  ausschliefsend  näher  betrachten, 
so  wird  die  gerade  Linier,  welche  durch  diesen  Punkt  geht, 
auch  durch  das  ganze  Eilipsoid  gehen,  und  von  demselben  in 
zwey  Theile  getheilt  werden ,  die  wir  r  und  r'  nennen  wollen, 
so  dafs  man,  nach  der  Integration  jener  Ausdrücke  in  Beziehung 
auf  r,  für  die  Anziehungen  des  ganzen  Ellipsoids  auf  einen  in- 
ner n  Punkt  desselben  hat 

0 

X==/y*(r-hr')dpdqSin  pCosp 

Y  =  jfy(r-hr')  d  p  d  q  Sina  p  Cos  q 
Z  ~ff(r+v»)  d  p  d  q  Sin 9  p  Sin  q 

wo  die  Integralien  in  Beziehung  auf  p  und  q  von  p  =xq  =0  bis 
p  =  q=i8o°  genommen  werden  müssen. 

Viel  verwickelter  ist  auf  diesem  Wege  die  Bestimmung  der 
Attractionen  des  Sphäroids  auf  einem  aufs  er  ihm  gelegenen 
Punkt,  welche  wir  hier  übergehen,  da  wir  sie  weiter  unten  auf  * 
einem  andern  Wege  vornehmen  werden. 

,  Sind  k  und        die  halben  Axen  einer  Ellipse,  so  ist  die 
V/m 

Gleichung  des  Ellipsoids ,  welches  durch  die  Umdrehung  dieser 
Ellipse  um  seine  der  x  parallele  Axe  2  k  entsteht 

k«  =  x«-r-m(y« -+•«•) 

wo  m  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Die  Rotationsaxe  k 
dieses  Ellipsoids  ist  mit  der  Abscissenaxe  a  parallel,  und  die  Ex« 
centricität  der  erzeugenden  Ellipse  ist 

1  /k*      .  1  /  1  — m 
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so  wie  die  Mas>e  des  ganzen  Ellipsoids  (Kap.  1.  g.  16) 

wenn  <x  =  3 . 1 4»  5<) . . .  und  e  die  Dichte  des  Körpers  bezeichnet. 

Substituirt  man  in  der  letzten  Gleichung  die  vorhergehenden 
Werthe  von  xyz  in  p q r ,  und  setzt  man  der  Kürze  wegen 

J  =  a  Cosp-f-mSinp(bCosq-f-cSinq) 

L  =  Cos9  p-f-m  Sin»  p 

R  =  J9  +  [k«  -a3— m(b'+c8)].L, 

so  erhält  man  ,  • 

r3  L  —  ar.J= — i  ,  also  auch 

J±y/R 
 L 

und  da  man  die  oben  erwähnten  zwey  Theile  von  r,  nämlich  r 
und  r'  erhält,  wenn  man  von  4er  Wurzelgröfse  \/R  den 
oberen  oder  den  unteren  Ausdruck  nimmt ,  so  ist 

r-f-r'  =  —    und  r'  —  r  =  ~j— . 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  r+r'  in  den  drey  letzten 
Gleichungen  des  §.  i ,  so  erhält  man 

X  =  2J7*£  dpdqSinpCosp 
Y  =  2//£  dpdqSin1  p  Cosq 

Z  =  2t//idpdqSin9pSinq. 

Da  also ,  wie  man  sieht ,  die  halbe  Axe  k  in  den  Werthen 
von  J  und  L,  und  daher  auch  in  den  Werthen  von  X  Y  Z  nicht 
enthalten  ist,  so  kann  man  die  Lagen  des  Ellipsoids,  welche  über 
oder  unter  dem  angezogenen  inneren  Tunkt  sind  ,  nach  Will- 
kühr vermehren  oder  vermindern,  ohne  dafs  dadurch  die  Anzie- 
hung des  Ellipsoids  auf  diesen  Punkt  geändert  wird,  wenn  nur 
m  immer  denselben  Werth  behält.  Daraus  folgt  also,  dafs 
ein  Punkt  innerhalb  einer  elliptischen  Schale,  deren  innere 
und  äufsere  Fläche  ähnlich  und  ähnlich  liegend  ist ,  von  dieser 
Schale  nach  allen  Seiten  gleich  stark  angezogen  wird.  (Vergl. 
Kap.  VII.  $.  io.) 


■ 
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Wenn  wir  den  Werth  von  X  wieder  vornehmen,  so  ist 

^/•d  pd  qSin-pCosp     _  Ä.      ,  _  , 

X=  2 ^/  Cos-  p+Jsin^r  •  [aCosp+n.SinpCbCosq+cS.nq)] 

Da  diese  Integralien  von  p ,  q  gleich  Null  bis  p ,  q  gleich 
180  •  genommen  werden  sollen,  so  verschwindet  der  zweyte  Thcil 
des  Zählers ,  und  es  ist 

/yd  p  d  q  Sin  p  Cos  •  p 
X==2  *JJ  Cosap4-mSin«p 

Also  wenn  man  zuerst  in  Beziehung  auf  q  integrirt 

dpSinpCos'p   _  a a*  /» dp  Sin p  Cos*  p 

X-aaV  Cos«p+mSin*p  "  ~^~J  i+llZ^Cos'p. 

m 

SejC.osP=xund^=  —  oder  m  =  und  F  =^-^^7 

4-jrk3 

und  die  Masse  des  ganzen  Ellipsoids  M  =  -^j-  für  eine  gleich- 

förmige  Dichte  desselben,  oder  für  ? m  i  ,  so  ist  der  vorherge- 
hende Ausdruck 

■  IVT  F  1 
X=  .  ,  und  eben  so  findet  man 

Y=ibM  S±XF\  und  z  =  3cM  /o^xFX 
k*<  \  ä\  J  k» 

Um  die  Gröfse  F  zu  entwickeln ,  ist 

=  i  —  (Xx)  •  +  (XX)*  - . . . .  also  auch 

r  ****  » jLr(^3~(^v^~v-.(^-^ctsxx) 

K  i-H-'x»      MV   3         5         7       /  714 
und  dieses  Integral  von  x  =  o,  bis  x  =  i  genommen,  gibt 

* 

F  =  l_(Ä,—  ArctgX). 
Weiter  i*t  d F  -  Z*±  - 9  F  (£) ,  oder 

( dX=*  A.dF+Fd*  =  1-  d.*«  F  =  JL  d .  I  (X— Are  tg  51) 
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d*  f    (x  -  ArctgX) 


8\» 


also  6ind  auch  die  vorhergehenden  Wcrthe  von  X  V  Z 

X  =  **^(X-Arctgx)  . 

Y  =  i^rArctga--^_) 
ok'Ä'V        ö        1  +  xV 

Z=l^  (Arctg*-__^ 

und  da  diese  Ausdrücke  der  Attractionen  eines  durch  Rotation 
um  die  Axe  der  x  entstandenen  Ellipsoids  auf  einen  inneren 
Punkt  desselben  streng  richtig  sind,  so  klein  auch  die  Entfernung 
dieses  Punktes  von  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  seyn  mag,  so 
gelten  sie  offenbar  auch  für  jeden  Punkt,  der  in  der  Oberfläche 
dieses  Ellipsoids  selbst  liegt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  nun  die  Gestalt  ei- 
ner flüssigen  Masse  suchen,  die  bey  ihrer  Umdrehung  um  eine 
ihrer  Axen  und  bey  der  Wirkung  äufserer  auf  sie  wirkender 
Kralte  im  Gleichgewichte  ist. 

Sind  a  b  c  die  rechtwinklichten  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Oberfläche  dieses  Körpers,  und  P  Q  B.  die  Kräfte,  welche 
parallel  mit  diesen  Coordinaten  auf  ein  Element  dieses  Körpers 
wirken ,  so  wird  man  (nach  Kap.  1.  §.  5)  für  das  Gleichgewicht 
haben  , 

Pda  +  Qdb-f-Rdc  =  o....(A).  » 

Nehmen  wir  an,  dafs  die  gesuchte  Gestalt  des  flüssigen  Kör- 
pers die  eines  durch  Umdrehung  entstandenen  Ellipsoids  sey. 
Wenn  die  Kräfte  P  Q  R ,  welche  aus  dieser  Annahme  entsprin- 
gen ,  in  die  Gleichung  (A)  gesetzt,  die  Differentialgleichung  der 
Oberfläche  des  Ellipsoids  geben,  so  ist  die  obige  Voraussetzung 
richtig,  und  die  elliptische  Gestalt  thut  dem  Gleichgewichte  Ge- 
nüge. 

Ist  a  die  Umdrehungsaxc,  so  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

Itasza.^-m^b'  +  c'). 

Setzt  man  wieder  Ä."  =  1    m  ,  so  ist  das  Differential  der  letzten 

m 

Gleichung 
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und  die  Masse  M  des  Körpers,  wenn  ?  die  Dichte  derselben  be- 
zeichnet (nach  g.  2) 

5  m  3 
Sey  X/  =  i«££L±Ü?  (X  -  Are  tg  X) 

und  Y'=  4f£  [(i  +  Ä')  Are  tgi— X], 

so  ist  P  =  aX',  Q=  bY'  und  R  =  c  Y'. 

Nennt  man  aber  f  die  Centrifugalkraft  in  der  Entfernung  1 
von  der  Rotationsaxe ,  so  ist  f  v/b"-h  c*  diese  Centrifugalkraft 

in  der  Entfernung  [/b*-\-ca  von  der  Rotationsaxe,  und  zerlegt 
man  diese  in  ihre  beyden  Seitenkräfte ,  so  hat  man  für  die  Cen- 
trifugalkraft des  Punktes ,  dessen  Entfernung  von  der  Rotations- 
axe gleich  y/b»  +0*  ist 

—  fb  nach  der  Richtung  der  y,  und 

—  fc  nacb  der  Richtung  der  z, 

so  dafs  alle  Kräfte,  welche  auf  das  Element  des  Ellipsoids  wir- 
ken, sind 

P  =  aX'  nach  der  Richtung  der  x 
Q=b(Y'— f)  -    -         -  y 

R  =  c(Y'—  f) 

Substituirt  man  diese  Werthe  von  PQR  in  der  Gleichung  (A) 
des  Gleichgewichtes ,  so  hat  man 

(Y'— f) 

o=a<Ja-f-     x,  (bdb+ede) 

und  dieser  Ausdruck  mit  der  Gleichung  (B)  des  Ellipsoids  ver- 
glichen, gibt 

X'  =  (i  +  *9).(Y'-Q. 
Substituirt  man  hierin  die  vorhergehenden  Werthe  von  X'  und 

3f 

Y',  und  setzt  man  der  Kürze  wegen  q  =  ,  so  erhält  man 


Are  tg^-5L-X^-  (C). 
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Durch  diese  ron  ab  c  unabhängige  Gleichung  wird  man  also 
die  Gröfse  X  so  zu  bestimmen  suchen ,  dafs  die  Gleichung  des 
Gleichgewichtes  mit  der  Gleichung  des  Ellipsoids  zusammen  fällt. 
Die  elliptische  Figur  des  Körpers  wird  also  mit  dem  Gleichge- 
wichte bestehen ,  wenn  die  Bewegung  der  Rotation  so  beschaf- 
fen ist ,  dafs  X  nicht  imaginär  ist. 

Von  unserem  Ellipsoid  xa-f-  m  (y*  +  z*)  —  k» ,  welches 
durch  die  Rotation  einer  Ellipse  um  die  Axe  der  x  entstanden 
ist,  ist  die  erzeugende  Ellipse  i'-j-my1  =  ka  ,  wo  der  Anfang 
der  Abscissen  von  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  genommen 
'  wurde.  Nimmt  man  den  Anfang  der  Abscissen  x'  ron  einem  der 
Scheitel  der  grofsen  Axe,  so  ist  x'  =  k —  x,  und  die  Gleichung 
der  erzeugenden  Ellipse 

2k  x'» 

f*  =  X'  —  — 


m  m 


wo  die  eine  halbe  Axe ,  die  der  Axe  der  x  parallel  und  zugleich 

k 

die  Rotationsaxe  ist,  gleich  k  und  die  andere  gleich  — — ist.  Die- 

V 

se  Ellipse  geht  in  eine  Parabel  über ,  wenn  m  unendlich  grofs , 

i  —  m 

d.  h.  wenn  X*  =  — — —  ss  —  t  und  in  eine  Hyperbel ,  wenn  m 

und  k'  negativ,  d.h.  wenn  Xm  > —  l  ist.  Für  ein  Paraboloid  und 
für  ein  Hyperboloid  kann  also  kein  Gleichgewicht  bestehen ,  da 
für  beyde  X  imaginär,  oder  da  für  das  erste  Xa  =•  —  i  und  für 
»das  zweyteX*> — i  ist.  Ist  endlich  X»  negativ  und  kleiner  als 
i ,  so  gehört  die  Gleichung  für  ein  an  den  Polen  verlängertes 
Ellipsoid. 

J.  Löfst  man  Are  tgX  in  die  bekannte  Reihe  X  —  |Xf-|-^X'— 
auf,  so  gibt  die  Gleichung  (C),  wenn  man  die  höhern  Potenzen 
von  x  vernachlässigt , 

q  =  JX-  —11  M  oder  X«  =  {  q-f-  q«. 

*  ■ 

j.  5. 

Nennt  man  p  die  Schwere  an  der  Oberfläche  des  Ellipsoids, 
so  ist  p  =  x/P'+Q'+H«  oder  p  =  \/** X"+(b »+c •)( y/—  g)«" 
oder  da  X'  =  (i-j-Ä.«)  (Y'~ f)  war 


oder  endlich ,  da  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

i+X«  1  V  t+x* 
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X'k 

Für  den  Acquator  isla  =  oalsop' ?=  y^^I  :  für  den  Po  lst 

a  =  k  also  p"=X'.k  und  daher       =  *=  -7-»  oder  die 

P'  \/ni  . 

Schwere  am  Pol  verhält  sich  zur  Schwere  am  Äequator  wie  1 

zu  \Zm»  das  heifst,  wie  der  Durchmesser  desAequators  zurRo- 

tationsaxe. 

I.  DieGleichung  der  erzeugenden  Ellipse  ist  k"— üB=mb", 

also  die  Normale  t  derselben  t  =  Wda'-J-db^  oder  da  a  d  a= 

<1  a 

—  mbdbist,  t=y^b.+        =^(i+X3)(a3^9+^)  °der 


P  1/— 


X'.t 


endlich,  da  yV  X'  -f  k»  =  ^7  ■  V  ■  +      ist'  P  =  7+^» 

welche  Gleichung  zeigt ,  dafs  die  Schwere  p  der  Normale  t  pro- 
portional ist. 

II.  Ist  90  —  9  der  Winkel ,  den  t  mit  der  Rotationsaxe  bil- 
det, also  f  die  geographische  Breite,  so  ist 

kSin?  ,  ,  .  (i+XQfc 

a  =  -  und  caher  t  = 


}J  1 Cos1  ?  ^i-J-Jl'Cos»? 

X' .  k 

woraus  folgt  p  =  —7,  = 

oder,  wenn  man  für  X'  seinen  Werth  aus  J.  4  substituirt , 

—  k*e H-^a)a— Are  tsft)  (D) 
P"~  Ä,»(i+A'Cos«9) 

und  diese  Gleichung  gibt  das  Verhältnifs  zwischen  der  Schwere 
und  der  geographischen  Breite. 

III.  An  dem  Aequator  ist  9  =  0,  also 

und  daher,  wenn  man  die  vierten  und  höhern  Potenzen  der  sehr 
kleinen  Gröfse  X  vernachlässiget, 

P' 

oder  der  Zuwachs  der  Schwere  von  dem  Aequator  gegen  den 
Pol  verhält  sich  in  einem  von  der  Kugel  wenig  verschieden  em 
Ellipsoide ,  wie  das  Quadrat  des  Sinus  der  Breite. 
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Ist  ein  Punkt  im  Innern  des  Ellipsoids  mit  einem  andern 
Funkt  in  der  Oberfläche  desselben  in  demselben  Halbmesser,  so 
ist  für  beyde  Punkte  der  Werth  von  9  derselbe ,  also  folgt  aus 
der  Gleichung  D  des  Kap.  Ii ,  dafs  sich  die  Schwere  dieser  bey- 
den  Punkte  verhalte ,  wie  ihre  Entfernungen  von  dem  Mittel- 
punkte des  Ellipsoids. 

4  ** 

IV.  Die  Centrifugalkraft  ist  (Kap.  VI.  g.  11)  f  =  I—  ,  wo 
T  die  Umdrehungszeit  des  Ellipsoids  bezeichnet,  also  ist  auch 

-  IL  —  iL 

Ferner  ist  der  Krümmungshalbmesser  des  elliptischen  Meridians 

(Vol.  L  Pag.  a76)  R  =  — ('+^3)^       Bezeichnet  daher 7  die 

(,  -|- a.«  Cos«  r 

R  TT 

Gröfse  eines  Meridiangrades  unter  der  Breite  y,  so  ist  «y  =  — — , 
also  auch 

4  JTf(l  -f-  Xa)k  2l6o<yjr 

■  >  * 

und  daher  die  Gleichung  (D) 

2i6o*y* 

P  =  xiT^7(l  +  X2Co8,^(X-ArCtS3l)- 

lat  aber  1  die  Länge  des  Secundcnpendels,  so  ist  (Kap.  VI.  §.  5) 
p  =  n8 1,  und  diese  bey den  Ausdrücke  von  p  einander  gleich  ge- 
setzt, geben 

Für  <p  =  45°  ist  Cos©  =  -L. 

und  ^(i+\'Cos' ArctgX)  +  , 

also  die  vorletzte  Gleichung 

ai6o<y/i        1       \  5  . 

*  Ä  ',nF  (.3  -  £  *V  oder  da  nahe  %  ~  %  « 

'  =  Sir  Cr  ~  ^  0  - It£  ( '  -  ; q) oder  annähernd 
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1  =         -  4  v*nw  '  * ' (F)' 

Nach  den  -Beobachtungen  ist  für  die  Erde  7  =  57008  Toisen , 
bs  o .  5097  Toisen,  (Vol.  I.  Pag.  33 1  und  33<))  und  T=  a3h  56'4".i 
=06i64".i  mittlere  Zeit,  also  gibt  die  Gleichung  (F) 
q  =  0.00345,  und  daraus  folgt  (§.  4.  I.) 

►  *  • 

X3  =-  q  q*  =  o,  00868. 

a  *       14  * 

< 

Die  Abplattung  der  Erde  ist 

 =  »— ^m=iM  =0.00434  = 

h  a  a3o.4 


«1  • 


Ist  so  cy  und  b  bekannt,  so  erhält  man  die  halbe  Axe  k  des 

1 

Poles  durch  die  Gleichung  (E).  Da  nämlich  Cos  4»  =    und 

r$2  =  3*  ist,  so  gibt  diese  Gleichung 

1807  .1  i8o«y, 

■ 

Snbstituirt  man  darin  die  vorhergehenden  Werthe  von  ty  und  fc% 
so  erhält  man 

11  =  3259*20,  Toisen, 

und  diese  Werthe  von  X"  und  k  stimmen  nahe  genug  mit  den 
Beobachtungen  (Vol.  I.  Kap.  X).  So  kann  man  also  die  Abplat- 
tung und  die  Gröfse  der  Erde  finden,  wenn  die  Grüfsen  «yi  l 
und  T  bekannt  sind. 

Um  die  Abhängigkeit  dieser  Gröfsen  X 1  «y  T  einfacher  dar- 
zustellen, hatte  man  die  Gleichung 

2  1 6o<y 

q      .  ^  ^  ^  (i+^a  Co8B9)(\-r-«rctgX).  Setzt  man  in  ihr 

q=  !f       und  A —  Are tgX  =  1  K4 —  1  xJ , 

4     5         35  3  5 

2 1 60  <y 

und  endlich  der  Kürze  wegen  h=j-~p^- , 

so  erhält  man,  wenn  man  die  vierten  und  hohem  Potenzen  von 
X  wegläfst , 
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h  ( L  +  l\*  Cos*      Ix**)  =  * 

woraus  für  die  Abplattung  \  \%  folgt 

=  -  5h  

i2+0h— iohCos»y 

Setzt  man,'wie  zuvor,  «y  =  570o8T  ,  l  =  o.5o97T  ,  T  =  86164", 
und  9  =  45,  so  ist  h  =  o.oio358  und  daher  durch  die  letzte  Glei- 
chung 

\\%  =  -1—,  wie  zuvor. 

V.  Die  Abplattung  des  Sphäroids  istalsolx*=5q=- .  i- 

2        4      4  TJf 

Ist  daher  a  Tf  die  Abplattung,  Umdrehungszeit  und  Dichte  ei- 
nes gleichförmig  dichten  Ellipsoids ,  und  werden  dieselben  Gro- 
Jsen  für  ein  anderes  Ellipsoid  durch  a'  T'      bezeichnet ,  so  ist 

«'  T*£ 

Für  die  Erde  ist  T  =  86164",?  =  «,  und  (nach  IV)  a  =  Für 

23o 

Jupiter  ist  T'  =  35760  und  ===  0.23 1  ,  also  nach  der  letzten 
Gleichung  die  Abplattung  Jupiters 


/  _     1    ^86 164  V      i      m  J_ 
23o  M  5*760/  *  o.  23»  q.2 


>357( 

übereinstimmend  mit  den  ßeobachtnngen. 

Für  die  Sonne  ist  T'  =  2196000",  {*  =  0.25,  also  die  Ab- 
plattung der  Sonne  a'=  — .       oder  unmerklich ,  was  ebenfalls 

37300 

mit  den  Beobachtungen  übereinstimmt. 

VI.  Nach  den  drey  letzten  Gleichungen  des  £.  3  hat  man,  da 

H-*£I  O+V)  ist, 


wenn  man  b  gleich  der  halben  grofsen  Axe  oder  b  ss  k  \/ 
setzt,  für  die  Anziehung  Y  des  Ellipsoids  auf  einen  Punkt  in 
dem  Aequator 

Y  =  **b!  (Arctg*-      *  \ 

Setzt  man  aber  a  =  k ,  so  erhält  man  eben  so  für  die  Anzie- 
hung X  des  Ellipsoids  auf  einen  Punkt  im  Pol 


1 
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X  =  Ä£2  (X-Arc^)  =  fc±!  (.  _  I  Arc  tg  X  ) 

Es  sey  nun  o  die  Abplattung,  oder  «=  — - —  ,  oder  wenn 
man  b  =  k  v/i-f-A."  substituirt,  <t  =  J/i-J-Jl*  —  i,  woraus  folgt 

Substituirt  man  also  in  den  vorhergehenden  Ausdrücken  von 

X  und  Y,  für  bunda.9  die  letzten  Werthek  v/^F^*  una*  2«+«*, 
su  erhält  man 

t = a-^±^4  g  -  i  x.+ :  m  . . .  -(,-x.+x.«  _...)) 

A*  -«,•.*«  ^  O  O  ...  < 


oder 


T  =  T(,+i-r'),m,a  eben 


SO 


und  diese  Ausdrücke  von  X  und  Y  bestimmen  die  Attraction  un- 
ter dem  Pol  und  unter  dem  Aequator  bey  der  ruhenden  Er- 
de. Wir  wollen  nun  dieselben  Attractionen  bey  der  rotir en- 
den Erde,  oder  nachdem  jene  durch  die  Centrifugalkraft  ver- 
mindert wurden ,  durch  X'  und  Y*  bezeichnen  ,  so  hat  man 
nach  $.  5 

X'  _ 


-  as  j/i-J-a«   =  k  '  0(*6r  ^a  **ie Zentrifugalkraft  iniPol  ver- 

b  X 

schwindet,  also  X/aBX  ist,  =  — *  Ist  aber  f  die  Centrifugal- 
kraft am  Aequator,  und  g  die  Schwere,  so  ist 

'  1 

•*'-*(— ;).*•      t-  r  •(«•»- p-  . 


1  .  — ,        ■  1    ■  .    «  Mll    #     I  ' 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  _  =  \J  1  -\-  K'  —  1  -f-  a,  undsub- 

*k 

stituirt  man  die  vorhergehenden  VYerthe  von  X  und  Y,  so  erhält 
man ,  wenn  man  die  höheren  Putenzen  von  «  vernachlässiget , 

«+a=  (1+  -)  ^^l"  oder«=£.-(i+-) 


- 
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f  ■ .  .  f 

oder  endlich  ,  da  auch  —  eine  «ehr  kleine  Gröfse  ist  a  =  4  .  _  • 

6  6 

Nach  Kap.  VI.      n.  II.  ist  für  die  Erde  _  =  .  also  nach 

g      290 ' 

der  letzten  Gleichung  i «  =  JL  . 

-  a3«j 

Für  Jupiter  ist  die  Rotationszeit  T=oh  56'  =  35760",  also 
der  Bogen  «,  welchen  ein  Tunkt  des  Aequators  in  einer  Sekun- 
de zurücklegt  •  =  Sin  1 "  =  o .  000 1 757. 

Ferner  ist  der  Halbmesser  Jupiters  r  =  216000000  Fufs,  al- 
so die  Centrifugalkraft  f  =  —  =  3.334  Fufs.  Nach  Kap.  VII.  J-  9 

ist  aber  die  Schwere  auf  der  Oberfläche  Jupiters  g= 40.71  Fufs, 
also  ist  seine  Abplattung 

5     f  1 

* =  * '  g  =  «V 

sehr  nahe  mit  den  Beobachtungen  übereinstimmend.' 

J.  6. 

Wenn  die  Gleichung  (C)  des  §.  4  mehrere  mögliche  Wur- 
zeln hätte,  so  würden  derselben  Umdrehungszeit  mehrere  El- 
lipsoiden  entsprechen  können,  bey  welchen  das  Gleichgewicht 
möglich  wäre. 

Sej  y=5^lilS^  ArctgX,  so  mufs,  wenn  das  Gleich- 

gewicht  bestehen  soll ,  y  =  o  seyn.  Man  denke  sich  eine  Curve, 
deren  Abscisse  X  und  Ordinate  y  ist,  so  wird,  da  y  =s  o  für  X=.o 
ist,  die  Curve  die  Abscissenaxe  schneiden ,  wenn  X  =  o  ist.  Von 
diesem  Anfangspunkte  an  werden  die  Ordinalen  zuerst  positv 
seyn ,  und  bis  zu  einer  gewissen  Gränze  wachsen ,  hierauf  ab- 
nehmen und  n  e  g  a  ti  y  werden  ,  so  dafs  die  Abscissenaxe  yon 
der  Curve  noch  eintnahl  in  einem  Punkte  geschnitten  wird ,  der 
also  einen  Werth  yon  X  für  das  Gleichgewicht  gibt.  Da  aber  für 
X  =  CO  die  Ordinate  y  wieder  positiv  wird,  so  mufs  die  Ab- 
scissenaxe von  der  Curve  noch  in  einem  dritten  Punkte  geschnit- 
ten werden  ,  wodurch  also  ein  zweyter  Werth  von  X  für  da«» 
Gleichgewicht  bestimmt  wird.  Man  sieht  daraus,  dafs  für  einen 
gegebenen  Werth  von  q,  das  heilst  für  eine  gegebene  Umlaufs- 
zeit, wenigstens  zwey  Ellipsoiden  möglich  sind,  bey  welchen 
das  Gleichgewicht  bestehen. kann. 
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Um  die  Anzahl  dieser  Ellipsoiden  näher  zu  bestimmen ,  so 
hat  man,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  »lilTcicntiirt 

Die  Voraussetzung  d  y  ==  o  gibt  daher 

o  =qx4+(ioq — 6)a.a4-9q* 

woraus  folgt,  wenn  man  nur  auf  die  positiven  Werthe  von  X  sieht 

Diese  Werthe  von  x  gehören  also  zu  den  gröfsten  oder  klein- 
sten Ordinateny,  und  da  es,  nach  der  letzten  Gleichung,  auf 
der  Seite  der  positiven  Abscissen  nur  zwey  solche  Werthe 
gibt,  so  wird  also  auch  die  Abscissenaxe  vort  der  Curve  auf  der 
Seite  der  positiven  Abscissen,  aufser  dem  Punkte  A.=o,  nur  noch 
in  zwey  andern  Punkten  geschnitten,  d.  h.  es  gibt  nur  zwey 
Ellipsoiden,  für  welche  bey  derselben  Umlaufszeit  das  Gleichge- 
wicht möglich  ist. 

Da  diese  Curve  auf  der  Seite  der  negativen  Abscissen  einen 
ganz  ähnlichen  Ast  hat,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dafs  hier  die 
Ordinaten  das  entgegengesetzte  Zeichen  haben ,  so  schneidet  sie 
auch  die  negative  Abscissenaxe  aufser  dem  Anfangspunkte  A.  =  o 
in  noch  zwey  andern  Punkten,  für  welche  die  beyden  Werthe 
von  &,  bis  auf  die  Zeichen,  dieselben  wie  vorher  sind,  so  geben 
sie  auch  wieder  dieselben  zwey  Ellipsoiden,  so  dafs  es  unnölhig 
ist,  diesen  zwey ten  Ast  der  Curve  besonders  zu  betrachten. 

I*  Wenn  man  q  sehr  klein  voraussetzt,  wie  dieses  z.  ß.  bev 
der  Erde  der  Fall  ist,  so  kann  man  der  Gleichung  (C)  durch 
zwey  Werthe  von  X9  genug  thun,  von  welchen  der  eine  sehr 
klein  und  der  andere  sehr  grofs  ist»  Für  den  ersten  hat  man 
(nach  J.  4.  L) 

2  14 

Um  den  zweyten  Werth  von  x  zu  erhalten,  sey  X  ==  tätig  ^  —  x^, 
also  x  sehr  klein.  Es  ist  aber  X  =  Cotg  x 


11  1.1 

#  •  .  • 


i       1  1 

also  auch  Are  tgÄ,  =f  t — x  =  7  *■ —  J     J£7  —  5\? 

welche  Reihe  desto  schneller  convergirt ,  je  gröfser  X  ist.  Sub- 
III.  F  f 
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stituirt  man  diesen  Werth  von  Are  tg  \  in  der  Gleichung  (C),  so 
erhalt  man  durch  Umkchrung  der  Reihe 

+       ft-  M,oder 
4q       *        *   V  3*9/ 

St  =  -2.54648-  i.47Ö88q. 

q 

Für  die  Erde  war  q  =  o.oo345  (g.  5.  IV.),  also  ist  der  klein- 
ste Werth  von  X  gleich  ooo3i6  und  der  gröfste  6Ö0.5,  also  auch 
das  Verhältnifs  der  Axe  des  Aequators  zu  dem  des  Poles,  wel- 
ches Verhältnifs  überhaupt  gleich  — 1— =     1  ist,  im  ersten 

Fall  gleich  1 .00433,  und  im  zweyten  gleich  680. 5,  und  daher 
die  Abplattung  =  \/T+Ä7  —  1  im  ersten  Falle  gleich  -JL,  und 

23 1 

im  zweyten  gleich  _i  Wenn  daher  die  Erde  flüssig  und 

o  001473 

gleichförmig  dicht  wäre,  so  könnte  bey  der  gegenwärtigen  Ge- 
schwindigkeit ihrer  Rotation  das  Gleichgewicht  ihrer  Theilchen 
in  den  zwey  Fällen  bestehen,  wo-  der  Durchmesser  ihres  Aequa- 
tors sich  zu  ihrer  Rotationsaxe  verhält,  entweder  wie  i.oo433 
zu  1  ,  oder  auch  wie  680. 5  zu  1.  Der  erste  Fall  ist  der  der  Na- 
tur, für  welchen,  wenn  der  Halbmesser  des  Aequators  860  geogr. 
Meilen  hat,  die  halbe  Rotationsaxe  856.3  Meilen,  also  die  Ab- 
plattung nur  3.7  Meilen  beträgt,  während  für  den  zweyten  Fall 
die  Erde  ein  sehr  stark  abgeplattetes  Ellipsoid  seyn  würde ,  de- 

860 

ren  halbe  Rotationsaxe  nur  ^Q-^  =  1.264  Meilen,  also  die  Ab- 
plattung 678.736  Meilen  betragen  würde. 

n.  Der  Werth  von  q  hat  eine  Gränze ,  über  welche  hinaus 
das  Gleichgewicht  nicht  mehr  mit  einer  elliptischen  Gestalt  des 
Körpers  bestehen  kann.   Wenn  nämlich  die  oben  betrachtete 
Curve  die  Abscissenaxe  aufser  dem  Anfangspunkte,  wo  a  —  u  ist,, 
sonst  nirgends  schneidet ,    sondern  sie  blofs  in  irgend  einem 
Punkte  berührt,  so  hat  man  für  diesen  Berührungspunkt  die  Glei- 
chungen y  =  0  und  dy=o,weil  hier  die  Tangente  der  Curve 
mit  der  Abscissenaxe  zusammenfallt.  Dieser  Rerührungspunkt , 
in  welchen  hier  jene  zwey  Durchschnittspunkte  gleichsam  zusam- 
menfliefsen  ,  so  dafs  jetzt  für  positive  Abscissen  x  die  Ordinaten  y 
nie  mehr  negativ  seyn  können,  wird  daher  den  Werth  von  q  ge- 
ben, über  welchen  hinaus  das  Gleichgewicht  bey  der  elliptischen 
Figur  unmöglich  ist.  Die  Gleichung  d  y  =  o  gibt  aber 

,fc..|.(.M-t)fc<+91-%  oder  ,  =  ^f*^ , 
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und  dieser  Werth  von  q ,  in  der  Gleichung  (C)  substituirt ,  gibt 
totg^-P    7*'+3oX»  +  a73t 

und  dieser  letzten  Gleichung  thut  der  Werth  \  =  2.0292  genug, 
woraus  durch  die  vorletzte  Gleichung  q=o.3370i  gefunden  wird, 
und  daher  das  Verhältnis  der  Axe  des  Aequators  zu  der  des  Poles 
s=  V\  +\*  =  2.7197. 

3* 

III.  Ejt  war  q  =  =5-  ({.  5.  IV.)  und  für  ein  anderes  EHip- 
*oid  q'  =  ^  ,  also  »t  , 

q'  Taf 

Für  die  Erde  war  q<  =  o.oo345  und  T' =0.99727  Tage  (§.  5 
IV.)  also  ist  für  ein  mit  der  Erde  gleich  dichtes  Ellipsoid ,  wo 
^  =  f'  die  Umdrehungszeit ,  welche  dem  Gränzwerthe  von  q  = 
0.33701  entspricht, 


1009. 


Sind  aber  bey  zwey  Ellipsoiden  die  Werthe  von  q  gleich, 
so  ist  ~  *W  _  ,  also  auch  die  ümdrehungszeit  T'  dieses  Ellip- 

soids ,  bey  welchem  das  Gleichgewicht  aufhört,  möglich  zu  scyn 

•  T'=°T-'<'»9  y?- 

Für  die  Sonne  z.  B.  ist  =  o.25f,  also  T'=  oT  .  floi8.  Für 
Jupiter  ist  ?'  =  o.a3?,  also  T'  =  oT.2io4,  und  da  sich  diese 
Körper  viel  langsamer  um  ihre  Axen  drehen,  als  die  gefunde- 
nen Gränzwerthe  von  T'  anzeigen,  so  ist  bey  ihrer  elliptischen 
Gestalt  das  Gleichgewicht  noch  möglich*  Wäre  die  Dichte  der 
Erde  nur  der  97.68»*°  Tncil  der  gegenwärtigen  Dichte  derselben, 
so  gäbe  die  letzte  Gleichung  für 

f  m  T'  =  oT  1009  v/  97-^8  >         T'  =  o1  .99727 , 

,©der  dann  würde  die  Gestalt  der  Erde,  die  sie  bey  ihrer  gegen- 
wärtigen Umlaufszeit  annehmen  müfste ,  die  Gränze  aller  ellipti- 
schen Gestalten  seyn,  für  welche  das  Gleichgewicht  noch  beste- 
hen kann. 

Ff  2 
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IV.  Uebrigcns  ist  diese  Gränze  von  q  nicht  diejenige  ,  bey 
welcher  der  flüssige  Körper  wegen  einer  zu  geschwinden  Axen- 
drehung  anlangen  würde,  sich  zu  zerstreuen.  Denn  nach      5  ist 
Schwere  am  Pol  j   Axe  des  Aequators       ,  -v 

 r — r-=v'HH^=— i — A — in —  (ff-  6-  *)» 

behwere  am  \< •<, nator    v  Axe  des  1  ols 

und  dieses  Veihältnifs  haben  w.ir  oben  ($.  6.  II)  für  die  hier  zu 
betrachtende  Gränze  gleich  2.710,7  gefunden,  so  dafs  also  selbst 
an  dieser  Gränze  die  Schwere  am  Aequator  noch  immer  gröfser 
ist,  als  die  aus  der  Rotation  entstehende  Schwungkraft,  und  dafs 
daher  blofs  wegen  dieser  Schwungkraft  die  unter  dem  Aequator 
liegenden  Thcilchen  sich  noch  niebt  zerstreuen  können.  Auch  ha- 
ben w  ir  Kap.  VI.  5-  1 '»  N  gesehen,  dals  die  Körper  am  Aequator 
wegen  der  durch  eine  sehnellere  Rotation  vergrößerten  Schwung- 
kraft erst  dann  anfangen  w  ürden ,  sich  von  der  Erde  zu  entfer- 
nen, wenn  die  Umdrehungs/eit  der  Erde  gleich  5o6o  Secunden 
oder  o .  o5M6  Tage  wäre,  während  nach  dem  Vorhergehenden 
das  Gleichgewicht  schon  bey  einer  Umdrehungszeit  von  o.  1009 
Tagen  anfängt  unmöglich  zu  werden ,  weil  bey  einer  schnelleren 
Rotation  es  unmöglich  ist,  der  flüssigen  Masse  eine  elliptische 
Gestalt  zu  geben  ,  so  dals  die  aus  der  Attraction  des  Ellipsoids 
und  aus  der  Schwungkraft  zusammengesetzte  Kraft  noch  senkrecht 
auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  werde. 

V.  In  dem  Vorhergehenden  wurde  die  Gröfse  X9  positiv  an- 
genommen, d.  h.  das  Ellipsoid  an  den  Polen  abgeplattet  voraus- 
gesetzt. Für  solche  Ellipsoidcn,  die  an  den  Polen  verlängert 
sind,  mufs  x"  negativ  und  kleiner  als  1  seyn  (jX.  4).  Sey  also 
A,9r=  —  X**  ,  so  mufs  für  die  letzte  Gattung  von  Ellipsoidcn  Xl% 
positiv  und  kleiner  als  1  seyn. 

Nach     6  ist  aber 

Snbstituirt  man  in  diesem  Ausdrucke  statt  X  die  Gröfse  Vf/t-i, 
so  erhält  man 

v  (9—  d\<*)\(i  —  wj  • 

dy 

und  man  sieht,  dafs  der  Werth  dieser  Gröfse      -      von  21"  =  0 


1 

bis  X'9  =  1  immer  positiv  bleibt  oder  sein  Zeichen  nicht  ändert , 
woraus  folgt,  dafs  der  Werth  von  v  zwischen  denselben  Größen 
nicht  gleich  Null  werden*  kann,  d.  h.  dafs  bey  einem  an  den  Polen 
verlängerten  Ellipsoid  das  Gleichgewicht  unmöglich  ist. 

Wenn  übrigens  bey  den  an  den  Polen  abgeplatteten  Ellip- 
soiden  die  Rotation  noch  schneller  ist,  als  diejenige,  welche 
das  Gleichgewicht  noch  möglich  macht,  so  folgt  daraus  noch 
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*  > 
nicht,  daJTs  der  rolirende  Kürper  nie  zum  Gleichgewichte  kom- 
men kann.  Denn  durch  diese  schnellere  Rotation  wird  sich  die 
flüssige  Masse  unter  den  Polen  noch  mehr  abplatten,  und  unter 
dem  Aequator  erhöhen,  so  dafs  die  unter  dem  Acquator  liegen- 
den Theilchen  mit  ihrer  vorigen  Geschwindigkeit  jetzt  greisere 
Kreise  beschreiben ,  und  die  Ilmlaufszeiten  dadurch  allmählich 
wachsen  werden,  wodurch  endlich  nach  vielen  Oscillationen  die 
flüssige  Masse  wegen  ihrer  Zähigkeit  in  das  Gleichgewicht  kom- 
men, und  diejenige  Gestalt  annehmen  wird,  bey  welcher  vermö- 
ge der  gröfseren  Umlaufszeit  die  Bedingung  des  Gleichgewich- 
tes eines  Ellipsoids  erfüllt  werden  kann. 

$•  7- 

Noch  ist  die  Bestimmung  der  Attraction  des  Ellipsoids  auf 
einen  auf s e r e n  Punkt  übrig ,  die,  wie  wir  bereits  zu  Ende 
des  1  erwähnt  haben,  wenigstens  auf  dem  dort  betretenen 
Wege  grofse  Schwierigkeiten  darbiethet.  Von  dieser  Aufgabe, 
welche  früher,  unter  mehreren  sie  erleuchternden  Beschränkun- 
gen, von  Newton,  Mac-Laurin,  Lagrange,  Legen- 
di e  u.  a.  aufgelöst  wurde,  gab  zuerst  Gaufs  in  den  Common  l. 
Gotting,  folgende  alle  andern  übertreffende  und  vollständige 
Auflösung. 

Die  Gleichung  eines  Ellipsoids  j  dessen  den  Coordiuatcu 
x,  y,  z  parallelen  Halbaxen  A,  B,  C  sind,  ist  bekanntlich 

Behält  man  die  Bezeichnungen  des  Kap.  VF1.  $.  i3  bey,  so  ist 

Vdx'  A8z'  V      Vd  y/  B*z 

O.  W 


um 


undR=  v/i-f-P»-f.y  = 

wb  der  Kürze  wegen  W  =  "1  / *1  J.  y.L     iL  ist. 

V  A-  n  B«^C* 

Ferner  hat  nÜn  eben  daselbst 

tos<?x=VW    Co^Y=ah'  1o^z=<fw 

Um  nun  zuerst  die  Oberlläche  dieses  Ellipsoids  zu  bestim- 
men, wollen  wir  nach  Kap.  I.  g.  16.  II  die  zwey  willkührlichen 
Gröfscn  p  und  q  so  annehmen,  dafs  man  hat 

x  ä  A  Cos  p        y  =  B  Sin  p*  Cos  q        z  =  C  Sin  p  Sin  q . 
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Da  durch  diese  Annahme  der  gegebenen  Gleichung 

— .  -f-  1—  -f-  —  =  i 
A»       B*  C- 

^enug  geschieht,  so  sind  dadurch  die  drey  Gröfsen  x  y  z  auf 

zwey  p  q  zurückgebracht.  Nimmt  man  nun,  wie  in  dem  angeführ- 
ten Orte  an , 

dx  =  ct  dp -f-ßd  q,  dy  =  «'dp-f-ß'dq,  dz  =  a''  d  p  -f-ß*'  d  q 
so  erhält  mau 

«  =  — ASinp        «' =  B  Cos  p  Cosq  o"  ==  C  Cos  p  Sin  q 

ß=o                    ß'  =  —  B  Sin  p  Sin  q  ß"  =  CSinpCosq 

also  auch  s 

«/p/  —  cc"ß<  =  -^-xSinp, 

AC  AB 
«//ß_  aß//  =  ß  y  Sin  p,  aß'  —  a'ß  =  ™    S  >l» 

und  daher  das  gesuchte  Element  der  Oberfläche  des  Eilipsoids 

ds  =  ABC.W.dpdqSinp, 

welcher  Ausdruck  also  zweymahl ,  zuerst  nach  p  von  p  =  o  bis 
» Oo^  und  dann  nach  q  von  q  =  o  bis  36o°  zu  integriren  ist,  VergL 
Kap.  \  Li,  $.11.  Kennt  man  so  ds,  so  ist  das  Volum  des  Eilip- 
soids (Kap.  VII.  §.       V.  Nro.  2) 

BC 

K=/yxdsCosQX  =  ^-^».dpdqSinp^^ABC.dpdqCos'pSinp 
Integrirt  man  diesen  Ausdruck  zuerst  nach  q,  so  erhält  man 
K=2  ir .  ABC/dp  CosQp  Sin  P=~»  ABCyd p  (Sin p  +  Sin 3  p) 
und  dessen  Integral  in  Beziehung  auf  p  von  p  =  0  bis  p=  180 

K  ass  "TT"  .ABC 
•j 

welches  der  bekannte  Ausdruck  des  Volums  des  Eilipsoids  ist. 

L  Es  sey  nun  X  die  Anziehung  dieses  Eilipsoids  auf  irgend 

einen  Punkt  M,  dessen  Coordinaten  a  b  c  sind,  nach  der  Richtung 

\  X 
der  Coordinatehaxe  x,  und  der  Kürze  wegen  f  =t  JgjjTi  so  »at 

mau  nach  Nro.  3  des  angeführten  Ortes  X  =  — JJv .  d  1 .  Cos  Q  X, 
also  auch,  wenn  das  Gesetz  der  Anziehung 
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f  r  = —  und  F  r  =  fiv  d  ras —  - 
r«  J  r 


ist,  und  wenn  man  für  ds  und  CosQ  X  die  vorhergehende  Wei- 
the  substituirt 

i    /v»d  pd  q  Cos  p  Sin  n 
*  "  A  JJ  v 

Nach  derselben  Nro.  ist  aber  auch 

XÄ-j/^8—  CosQMCosMX 

a — v  . 

und  da  <pr asfv*  fr .  dr  =  r  und€osMX=s   'ist,  so  hat  man 

/ydpdqSinp  /(a--x)x      (b— y  )y      (c--Z)z  \ 

wobey  man  nach  Nro.  3  des  a.  O.  bemerken  mufs,  dafs  die  Gröfs« 

J*  -  Cos  M  Q  das  heifst ,.  dafs  die  Gröfse 

/y*dpdqSinp  f(a— x)x   ,   (b— y)y  (c-z)z^ 

entweder  gleich  o  oder  gleich  — ■    -  je  nachdem  der  angezoge- 

ABC 

ne  Punkt  M  entweder  aufser-  oder  innerhalb  des  Körpers  liegt. 

iL  Wir  wollen  nun  die  drey  Gröfsen  A,  B,  C  als  die- be- 
sonderen Werthe  der  drey  veränderlichen  Gröfsen  et  ß 
ansehen,  deren  Natur  so  beschaffen  ist,  dafs  aa — ßa  und  <t9 — y* 
immer  constante  Gröfsen  sind.  Diese  Gröfsen  «ß<y  sind  also 
die  drey  Ualbaxen  aller  der  Ellipsoiden  ,  deren  drey  Haupt- 
durchschnitte  mit  den  coordinirten  Ebenen  der  xy ,  xz  und  yz 
immer  aus  denselben  Brennpunkten  beschriebene  Ellipsen 
sind. 

Wird  nun  die  Gleichung  (i)  so  dargestellt 
a^^j^^iicospSinp 
und  differentiirt  man  sie  nach  der  Characteristik     so  erhalt  man 

Es  ist  aber 

—  r  £r  =  Ca— x)  3  x  -f-  (b— y)  S  y\+  (c— z)  £  z 

=  (a— x)Cosp&-4-(b— y)SinpCoa  q.&ß+Cc— z)SinpSinq.&y 
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oder  da  <i£a  — ß£/tf  =  o  imd  aSa  —  ySy  =  u  ist 

-  rSr  *Sa  ((a-x)  i  +(b_y)  £  +  (c-z) 

und  daher  die  vorhergehende  Gleichung 

- 3  ^dpdq;  ,'Sinp  (c-»>  $ +o-y)$; 

Wird  davon,  nach  Verwandlung  von  A  ,  B ,  O  in  <x  ,  ß  ,  «y  die 
durch  $a  multiplicirte  Gleichung  (»j)  abgezogen ,  so  erhält  man 

und  dieser  Ausdruck  von  a$%  wird  nach  der  Gleichung  (3)  ent- 
,  4?ra^a  , 

weder  =  o  oder  =  — -  ,  je  nachdem  der  angezogene  Punkt 

apcy 

M  aufser-  oder  innerhalb  des  Körpers  liegt.  Man  hat  daher  für 
einen  äufseren  Punkt  $i  es  o  ...  (4) 

und  für  einen  inneren  £f  =  —  — — .  . .  (5). 

«3ß«y 

ff.  8. 

Wir  wollen  zuerst  die  Anziehung  des  EUipsoids  auf  einen 
inneren  Punkt  suchen. 

Es  ist  ß9  =  *9  +  B9  —  \  %  und  7«  =  a' -f-C*  ~  A*.  Neh- 
men wir  an  at  =  A ,  und  substituiren  diese  Werthe  von  <*,  ß,  7 
in  der  Gleichung  (5)  ,  so  ist 

ist. 

Stellt  man  also  die  Chaiacteristik  d. wieder  her  und  integrirt, 

so  hat  man  £  =  oder  endlich  da  f. ABC  =  X  ist,  so 

ist  die  gesuchte  Anziehung  desEllipsoids  auf  irgend  einen  innern 
Punkt  desselben  ,  nach  der  Richtung  der  x , 

,  _4anrBC  ^.t'dt 

wo  das  Integral  vont=o  bis  t=i  zu  nehmen  ist.  Aendcrt  man  in 
diesem  Ausdrucke  von  H  und  X  die  Gröi'sen  X  ABC  a  in  YBACb, 
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oder  in  ZCBAc,  so  erhält  man  die  Ansehung  Y  oder  Z  des 
Körpers  nach  der  Richtung  der  y  oder  der  z. 

Diese  Werthe  von  XYZ  sind  also  die  gesuchten  Attractionen 
des  Ellipsoids  auf  alle  innerhalb  desselben  gelegenen  Punkte . 
und  da  diese  Ausdrücke  für  jeden  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 
auch  noch  so  nahen  Punkt  streng  genau  sind,  so  gelten  sie 
auch  zugleich  für  die  in  dieser  Oberfläche  selbst  gelegenen 
Tunkte. 

1.  Für  ein  dem  Vorhergehenden  ähnliches  Ellipsoid  sind  die 
drey  Halbaxen  A'  =  mA,  IV  — mR,  C'  =  mC,  also  ist  die  At- 
traktion dieses  neuen  Ellipsoids  auf  einen  innern  Punkt  dasselbe 
nach  der  Richtung  der  x 

~~      A'a    J   H'  ' 


wo 


oder ,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von  A'  B'  C  sub- 
stituirt 

H'  =  H  und  X'  =  X,  und  ebenso  Y'  =  Yund  Z'=Z, 

woraus  folgt ,  dafs  für  innere  Punkte  die  Attraction  aller  ähnli- 
chen und  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  ganz  dieselbe  ist.  Denkt 
man  sich  ein  solches  Ellipsoid  in  mehrere  Schalen  zerlegt ,  de- 
ren Oberfläche  der  äufsern  Oberfläche  des  Ellipsoids  ähnlich  und 
ähnlich  liegend  sind,  so  werden  also  alle,  den  angezog'enen 
Punkt  äufserlich  umgebenden  Schalen  keinen  Einflufs  auf  ihn 
haben,  und  es  wirdblofs  die  Attraction  des  innern  Kernes,  indes- 
sen Oberfläche  der  Punkt  liegt,  wirksam  bleiben. 

II.  Die  Integration  der  drey  gegebenen  Werthe  von  X  Y 
und  Z  kann  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  nur  durch  Reihen  er- 
halten werden,  die  desto  schneller  eonvergiren,  je  weniger  das 
Ellipsoid  vou  einer  Kugel  abweicht.  Sind  aber  zwey  der  Gröfsen 
ABC  einander  gleich,  etwa  C=B,  in  welchem  Falle  der  Kör- 
per durch  die  Rotation  einer  Ellipse,  deren  halbe  Axcn  AundB 
sind,  von  der  Axe  der  A  entstanden  ist ,  so  hat  man 


X  = 


4a*B9  r  t'dt 


-(-!-> 

Ist  A  <B  und  ^  =  Cos  9 ,  so  ist  dieses  Integral  von  t  =.  o 

H 


B 

bis  1  ss  1  genommen 

Sm  y 
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und  für  A  >  B  hat  man 

v  m  4ay  AB'  A-f-^A'—B*  4»f  B' 

(A«-B«>r  °6  A«— B«" 

Eben  so  ist  für  A  <B  und  —  =  Cos  9 


Y=4brCos9(  —  L+  .Are  U»  ;  —  ) 

rV         2Smap      ^aSin*9         Vi— f  Sin*?' 

also  von  t  =  o  bis  tas  1  genommen 

Sin'*     Vr  T 
i«  _ b« 

Ist  aber  A  >B  und  —  =  D%  so  ist  das  Integral 

Ba  x 


also  von  t  =  o  bis  ttai  genommen 

abjrA»       2b*ABs  .     A  +  y/ A*  — B* 


A* — B*      (A'-B»)5  5" 

Verwandelt  man  endlich  in  diesen  Ausdrücken  von  Y  die  Grölse 
b  in  c,  so  erhält  man  die  Attraction  Z  nach  der  Richtung  der  z, 
also 

Z  =  3*cCos»  <p— *Sin  a  pyiar  A<B  und  A  =  Co«  9  und 
Sins^  B 

Aa  — B*      (Aa-Ba)J    ö  B 
Für  die  Kugel  endlich  ist  A  =  B  =  C  ,  und  daher 

.    i  X  =  4aT/t«dt=^!$ 

o 

also  das  Integral  von  t  =  o  bis  t  =:  1  genommen 

X  =4  a  *,  und  eben  so  Y=|b  x ,  Z  =  |  et, 

das  heifst ,  die  Attraction  der  Kugel  auf  einen  innern  Punkt  der- 
selben ist  identisch  mit  jener,  die  Statt  finden  würde,  wenn  die 
Masse  der  ganzen  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre, 
woraus  folgt,  dafsauch  alle  äufsern  Punkte  von  einer  Kugel  eben 
so  angezogen  werden,  als  ob  die  Masse  der  ganzen  Kugel  in  ih- 
rem Mittelpunkte  vereinigt  wäre.  (Vergl.  Ka#.  \H.  10.) 
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Die  vorhergehenden  Ausdrücke  von  XYZ  für  innere  Punkte 
sind  identisch  mit  jenen,  welche  wir  oben  (  g.  6)  gefunden  ha- 
ben. Denn  ist  A  =  k,  *  =  V  m,  und  31 »  =  B'— A>  =  l~m  M\m 

ß  Aa  ra 

so  auch  m  =  __      so  ist  das  Volum  de*  EUipsoids 

3  3  m 

Ferner  ist  für  A<B  auch  Cos  9  =  V/m»  <>der  tg  p  =  A,  also 
9  =  Are  tg  \,  und  i  Sin  9  ?  =  ■  \/m— m1  =■    X    .  Substituirt  man 

diese  Werthe  in  den  vorhergehenden  Ausdrucken  von  XYZ,  so 
erhalt  man 

X=££(*-Arctg*) 

Y=  iiLMf  Arctgjt-^") 

2k*  a,»  V       b  i+W 
wie  an  dem  angezeigten  Orte. 

Für  die  Attraction  des  EUipsoids  auf  einen  aufs  er  dem- 
selben gelegenen  Punkt  folgt  aus  der  Gleichung  (4)  dafs  die  Attrac- 
tion X  in  allen  Ellipsoiden,  in  welchen  «l  —  ß*  und  c*9  —  *y» 
constante  Gröfscn  sind ,  der  Masse  des  EUipsoids  proportional 
ist,  und  da  dieses  Resultat  auch  für  die  kleinste  Entfernung  des 
angezogenen  Punktes  von  der  Oberfläche  des  Körpers  gilt ,  so 
läfst  er  sich  auch  auf  das  Ellipsoid  ausdehnen ,  in  dessen  Ober- 
fläche der  angezogene  Punkt  selbst  liegt. 

Wir  wollen  also  zuerst  ein  dem  gegebenen  ähnliches  und 
aus  denselben  Brennpunkten  beschriebenes  Ellipsoid  suchen. 
Sind  die  noch  unbekannten  halben  Axen  desselben  m  A,  m  B  und 
m  C ,  so  ist  die  Gleichung  dieses  neuen  EUipsoids 

—  +  l  U  —  =  m9. 

A9       Ba  C9 

Da  dieses  Ellipsoid  durch  den  angezogenen  Funkt  M  gehen 
soll ,  dessen  Coordinaten  a  b  c  sind ,  so  ist 

a*    ,   h»        c9  g 

_  4-  —  -L  —  —  m"  , 

A*   '   B*  ^  C» 


- 
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und  da  es  mit  dem  gegebenen  £llipsoide  dieselben  Brennpunkte 
haben  soll ,  so  ist 

A9  —  B9  =DJ  und  A9  — C9=E9 

wo  m  ,  D  und  E  constante  Gröfcen  sind.  Eliminirt  man  aus  den 
drey  letzten  Gleichungen  die  GröTsen  B  und  C  ,  so  hat  man 

A«-A4(rD»+E'+aa"hb,"l"C^ 
V  m«  / 

4-A-  (W'+  (a'+c«)D'H-(aa+b')E»  \     a9D9E9  ^ 

und  da  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  A  des  dritten  Grades 
ist,  so  gibt  sie  immer  einen  möglichen  Werth  von  Aa.  Kennt 
man  so  A9,  so  findet  man  Ba  und  C*  aus  B*  =  A9  —  D-  und 
C*  =Aa — E*  ,  und  wenn  man  diese  Werthe  von  A  BC  in  der 
vorhergehenden  Gleichung 

x9       v*  z9 

■— —  -l_  lL  =  m9 

A9       B9  CÄ 

substituirt ,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  gesuchten  Ellip- 
soids ,  welches  mit  dem  gegebenen  dieselben  Brennpunkte  hat , 
und  welches  überdiefs  durch  den  angezogenen  Punkt  M  geht. 
Sucht  man  dann,  nach  J.  2,  die  Attractionen  XYZ  dieses  neuen 
Ellipsoids  auf  den  in  seiner  Oberfläche  gelegenen  Punkt,  so  hat 
man  dadurch  auch  die  Attractionen  des  gegebenen  Ellipsoids  auf 
einen  aufs  er  ihm  gelegenen  Punkt  M,  und  dadurch  ist  also  die 
Aufgabe  vollständig  aufgelöfst. 
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SECHZEHNTES  KAPITEL. 

Bcfraction. 


^Vcnn  man  die  die  Erde  umgebende  Atmosphäre  als  aus  concen- 
trischen  Schichten  bestehend  annimmt,  deren  Dichte  nach  einem 
gewissen  Gesetze  veränderlich  ist,  so  wird  ein  Lichtstrahl,  wenn 
er  einer  dieser  Schichten  sehr  nahe  kömmt,  von  derselben  in 
einer  Richtung  angezogen  werden ,  welche  auf  der  Oberfläche 
dieser  Schichte  indem  Funkte,  in  welchem  das  Licht  der  Schich- 
te begegnet,  senkrecht  steht,  weil  die  Wirkung  der  Körper  auf 
das  Licht  nur  in  sehr  kleinen  Entfernungen  merkbar  angenom- 
men wird.  Sind  daher  x  und  y  die  senkrechten  Coordinaten  eines 
Lichtstrahls,  wodurch  die  Entfernung  desselben  von  einer  der 
Schichten  der  Atmosphäre  ausgedrückt  wird ,  und  nimmt  man 
die  Axe  derx  parallel  mit  der  die  Schichte  in  dem  Einfallspunkte 
berührenden  Ebene,  und  die  Ebene  derxy  als  diejenige  an, 
welche  durch  die  Normale  der  Schichte  in  jenem  Punkte  und 
durch  die  Richtung  des  Lichtstrahles  geht ,  so  hat  man ,  da  der 
vorhergehenden  Annahme  gemäfs,  das  Licht  von  der  Schichte  in 
einer  auf  diese  Schichte  senkrechten  Richtung  angezogen  wird, 
nach  den  ersten  Gründen  der  Mechanik  (  Kap.  IL  §.  3  )  folgen- 
de zwey  Gleichungen 

d«x  .  .n 
  —  o 

dt» 

^=P 
dt« 

wo  P  die  unbekannte  Kraft  ist  ,  mit  welcher  das  Licht  in  der 
Richtung  der  y  von  der  Schichte  angezogen  wird,  und  uro  dt  das 
constante  Element  der  Zeit  bezeichnet.  Die  Verbindung  dieser 
zwey  Gleichungen  gibt 

£fl±il!  =Const  +  2/Pdy, 
dt»  J 


1 
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wo  die  Cnnstante  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  der  Ent- 
fernung von  der  Schichte  ausdrückt ,  in  welcher  die  Wirkung 
der  Schichte  auf  das  Licht  noch  nicht  angefangen  hat ,  oder  für 
welche  t=o  ist.  Nennt  man  also  c  die  Geschw  indigkeit  des  Lich- 
tes im  leeren  Räume,  und  v  die  Geschwindigkeit  desselben  an  ir- 
gend einem  Punkte  der  Atmosphäre,  so  läfst  sich  die  letzte  Glei- 
chung auch  so  darstellen 

,»=sc«4-2/Pdy 

"wo  das  Integral  /Päy  irgend  eine  Funktion  der  Dichte  (  der 
Luft  seyn  wird ,  daher  wir  dieses  Integral  durch  2  k  f  vorstellen 
-wollen ,  wo  k  ein  noch  zu  bestimmender  Faktor  ist,  so  dafs  man 
hat 

v^c'-f-^k?. 

Sey  u  das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  auf  der  Tan- 
gente der  Curve,  welche  das  Licht  in  der  Atmosphäre  beschreibt. 
Da  sich  bey  allen  Bewegungen,  welche  durch  Centraikräfte  ent- 
stehen ,  die  Geschwindigkeiten  verkehrt,  wie  die  Lothe  aus  dem 
Centraipunkte  auf  die  Tangente  der  Bahn  verhalten,  (Kap.  VII. 
§.  2) ,  so  ist 

S     A  g 

u  sb  —  oder  n  =  — — 

■ 

wo  S  eine  Constante  bezeichnet.  Um  diese  Constante  zu  bestim- 
men, sey  z  die  scheinbare  Zenithdistanz  des  Sternes,  so  ist,  wenn 
der  Lichtstrahl  die  Erde  berührt,  u  =  aSinz  und  c  =  i  »  wenn 
a  den  Halbmesser  der  Erde  bezeichnet ,  und  die  Dichte  der  At- 
mosphäre an  der  Oberfläche  der  Erde  für  die  Einheit  der  Dich- 
tigkeiten angenommen  wird.  Also  ist  auch  8  sä  a  Sin  z .  y/c9  1\  k 
oder,  wenn  man  den  Halbmesser  der  Erde  auch  für  die  Einheit 

der  Entfernungen  annimmt,  S^Sinz.y/c*  -f-4k,  und  daher  die 
Torhergehende  Gleichung 


Sin  z . 


V- * ^ 

Nennt 'man  aber  dr|den  Winkel,  welchen  zwey  nächste  Tangen- 
ten jener  Curye  nnter  einander  bilden,  so  hat  man  aus  bekannten 
geometrischen  Gründen 

du 

dr  =  -  —= 
V/(i+x)'-u« 
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wo  (i  -f-x)  die  Entfernung  des  Punktes  der  Curve  von  dem  Mit- 
telpunkte der  Erde,  und  dr  das  Element  der  Krümmung  jener 
Curve,  also  auch  das  Element  der  gesuchten  Befraction  bezeich- 
net. Substituirt  man  in  der  letzten  Gleichung  den  vorhergehen- 
den Werth  von  u,  so  hat  man,  da  - 

a  «kudf  . 

d  U  =■  ;          "t  , 


2k 


und  das  Integral  dieser  Gleichnng  wird  die  gesuchte  Befraction  r 
geben. 

5-  3. 

Um  die  letzte  Gleichung  leichter  zu  integriren  ,  -wollen  wir 
sie  zuerst,  ohne  ihrem  Werthe  merkbar  Eintrag  zu  thun,  einfa- 
cher auszudrücken  suchen. 

Zu  dieser  Absicht  sey 

1  2k  _     4k  2a 

=  1  —  s  und  =.  a  oder  —  = 


i-t-x  C  +  ifk  "  ca       1  —  2  a  ' 

so  erhält  man 


-  —  -d^SinzlA   .  J^l_ 


oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch  (1  —  s)  \/i  —  2a  mul- 
tiplicirt , 

—  «df(i- a)Sinz 

dr=  . 

(l  — 2o+«tff).y/i- 2a+2a^-(i-s>,8inaZ 

und  auch  dieser  Ausdruck  ist  noch  ohne  alle  Abkürzung.  Da  aber 
die  Gröfse  a  gegen  die  Einheit  sehr  klein  ist,  so  ist  von  ( 1  —  20+2«?)  1 
der  gröfste  Werth  gleich  1  für  f  =  1  ,  und  der  kleinste  Werth 
gleich  1 — 2a  für  ^=0,  so  dafs  man  statt  dieser  Gröfse  (1—2 a+2af) 
ohne  merklichen  Fehler  das  Mittel  aus  jenen  beyden  Werthen , 
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oder  die  Gröfse(i — a)  annehmen  kann.  Da  endlich  auch  s,  sowie  et 
sehr  klein  ist,  so  wird  man  die  Greisen  as  und  s*  vernachläs- 
sigen, und  daher  statt  der  letzten  Gleichung  die  folgende 
halten 

—  — ^—  df .  Sin  z 

d  r  =  ■  ■  1    a  ■  oder 

y/i  —  2a  +  2«f-(i — 2s)  Sin*z 


dr  = 


V/3S  —         — f)+(" — 3s,Cos3z 

§•  4.    '  4 

Um'  die  letzte  Gleichung  zu  intcgriren  ,  mufs  man  vor  allem 
das  Gesetz  kennen ,  nach  welchem  die  Dichte  f  der  Luft  von 
der  Höhe  x  derselben  über  der  Erdoberfläche  abhängt.  Da  aber 
dieses  Gesetz  unbekannt  ist,  so  mufs  man  zu  irgend  einer  Hy- 
pothese Zuflucht  nehmen.  Die  einfachste  und  vielleicht  auch  die 
wahrscheinlichste  ist  die,  dals  die  Dichtigkeiten  der  Luftschich- 
ten in  gleichem  Verhältnisse  mit  den  Tiefen  dieser  Schichten  un- 
ter der  obersten  Gränze  der  Atmosphäre  zunehmen.  Sind  also 
und  f*  die  Dichtigkeiten  zweyer  Schichtet)  ,  und  x  x'  die  Ho- 
hen dieser  Schichten  über  der  Oberfläche  der  Erde,  und  ist  ß 
die  Höhe  der  ganzen  Atmosphäre  über  der  Erdoberfläche ,  so 
ist  jener  Annahme  gemäfs 

g  ß~* 
f<       ß  —  x' 

Bezeichnet  daher  die  Dichte  der  Atmosphäre  an  der  Erdober- 
fläche, so  ist  f'=  i  für  x'  =  o  ,  und  daher  die  letzte  Gleichung 

Da  ferner  nach  dem  Vorhergehenden  x  =  — —  ist,  und  da 

i — s 

wir,  wie  bereits  erwähnt  wurde,  die  zweyten  und  höheren  Poten- 
zen von  s  nicht  mehr  berücksichtigen,  soistx=s,  und  daher  auch 
s  =  ß  (i  — f).  Sub&tituirt  man  diesen  Werth  von  s  in  der  letzten 
Gleichung  des  §.  3,  so  ist 

l — a 

(I  r  =   '  ,  oder 

V/'-ßC1—  ?)  —  2a(i—  f)  -Hl  —  2ß  CoSaZ 
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 1-  Sinz 


*/*Cos9  z-f[2ß  Sin*  Z  —  2  a]   (  1       ^)  V 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  nach  der  bekannten  Formel 

/,       d  x  2   
V/A-Bs  11 

so  erhält  man 

 Sin  z 

r=Const+  —  -K  Cos^-f-a/JSiirz— 2a-(c/iSin3z— ü«> 

ßSin9z — * 

Es  ist  daher  das  gesuchte  Integral  zwischen  den  beyden  Grän- 
zen  ?  =  o  und  i 



r=     g    Sin  z     .  v/Cos9  z  +  2  ß  Sin9  z— -2a 
l— * 

ß  öin9  z — a 


—    °    Sin  z  .  \/C  os 9  /  +  2  ß  Sin 9  z  —  2  a  —  (2  ß  Sin 9  z— 2a) 
1  —a 

ßSin"«-« 
das  heifst 

7 

U       p.  . 

i—«  ((/Tos3  z-f>2ßSin9z—  2a—  Cosz)  oder 


2a 

 Sin  z 


Cosz  -f-J^Cos9  zf  aß  Sin3  z  —  2a 
See 

 Sinz 


i  oder  endlich 


-et 


Cos  z  -f  y/*  ß  —  2  «  +  C 1 —aß)  Cos 9  z 


Um  diese  Gleichöng  anzuwenden ,  müssen  wir  ziiyor^die 
Werthe  der  Gröfse  et  und  ß  bestimmen. 

Nennt  man  $  den  Winkel,  welchen  der  einfallende  Strahl 
mit  der  Normale  der  brechenden  Fläche  in  dem  Einfallspunkt  bil- 
det, und      den  Winkjüi  des  gebrochenen  Strahles  mit  derselben 
Normale,  so  ist  bekannt,  dals  die  Sinus  dieser  Winkel  für  das- 
111.  G  g 
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selbe  brechende  Mittel  ein  constantes  Verhältnis  haben,  und 
dals  dieses  Yerhaltnits  gleich  dem  der  beyden  Geschwindigkei- 
ten ist,  welche  der  Strahl  vor  und  nach  der  Brechung  hat.  Um 
dieses  auf  eine  sehr  einfache  Art  zu  beweisen ,  sey  wie  zuvor  c 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  leeren  Baume,  und  v  die  Ge- 
schwindigkeit desselben  in  irgend  einem  Punkte  der  Atmosphäre, 
die  hier  von  gleicher  Dichte  angenommen  wird.  Zerlegt  man  die 
erste  Geschwindigkeit  ein  zwey  andere  unter  sich  senkrechte , 
deren  eine  c/  parallel  mit  der  brechenden  Fläche ,  und  die  an- 
dere c"  auf  dieser  Fläche  senkrecht  ist,  so  hat  man  c'=^cSin3 
und  c"  =  c  Cos 3.  Zerlegt  man  eben  so  die  zweyte  Geschwindig- 
keit v  in  zwey  andere ,  deren  eine  v'  wieder  mit  der  brechenden 
Fläche  parallel,  und  die  andere  v'  darauf  senkrecht  ist,  so  ist 
auch  hier  v'  sa  vSin3'  und  v"  =  vCosS'.  Da  aber  die  Anziehung 
der  brechenden  Fläche  blofs  die  auf  diese  Fläche  senkrechte  Ge- 
schwindigkeit ändert,  die  mit  dieser  Fläche  parallele  Geschwin- 
digkeit aber  umgeändert  läfst,  so  ist  v'  =  c',  oder  wenn  man  die 
vorhergehenden  Werthe  dieser  Gröfse  substiluirt , 

Sin  3  v_ 

Sin  3'       c  ' 

welche  Gleichung  den  oben  aufgestellten  Satz  enthält.  Nach  g.  i 
ist  aber  auch  »•  =.  c»  -f-/jk     also  hat  man,  wenn  man  der  Kürze 

Si  3 

wegen  die  Gröfse  durch  o»  bezeichnet ,  wo  die  Gröfse  « 

°  Sin  3' 

für  jeden  brechenden  Körper  durch  Versuche  bestimmt  werden 

kann , 

*«£(.._.), 

durch  welche  Gleichung  man  daher  den  Werth  des  oben  (g.  i  ) 
angenommenen  Faktors  k  für  jede  brechende  Fläche  ,  deren 
Dichte  c  und  deren  Brechungsverhältnifs  «  ist,  bestimmen  kann. 

Nach  den  Versuchen  der  Physiker  ist  das  \  erhält  nils  des 
Sinus  des  Einfallswinkels  zu  dem  Sirius  des  gebrochenen  Win- 
kels bey  dem  Uebergange  des  Lichtes  aus  dem  leeren  Hau  nie  in 
die  atmosphärische  Luft  gleich  <*>  =  i  .0002914,  vorausgesetzt, 
dals  diese  Luft  eine  Dichte  habe  ,  welche  der  Barometerhöhe 
von  'i8  Par.  Zoll  und  der  Temperatur  von  o°  Therm.  Beaumur 
entspricht.  Dieses  angenommen ,  gibt  die  letzte  Gleichung 

4k 

—  ==  •*  —  1  =  0.0005820. 
ca 

1  4k 
-  . 

2  ca  , 

Nach  J.  3  ist  aber    a  =»  1 

1  4k 
c* 
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4k 

also  auch ,  wenn  man  den  gefundenen  Werth  Ton—  substituirt, 

c* 


a  =  0.0002912t) 


in  Theilen  des  Halbmessers  ,  und  daher  die  Gröfse   ■  lct  -  oder 

1 — a 

Tielmehr,  da  wir  diese  Gröfse  nicht  in  Theilen  des  Halbmessers, 
sondern  in  Bogen  ausgedrückt  brauchen  , 

IÜO".1i) 


Sini" 

wofür  wir  der  Kürze  wegen  120".  2  setzen  wollen. 

Ueber  die  Gröfse  ß,  oder  die  Höhe  der  Atmosphäre  über 
der  Erdoberfläche ,  in  Theilen  des  Halbmessers  der  Erde  aus- 
gedrückt, haben  wir  keine  genauen  Bestimmungen.  Nimmt  man 
an ,  dals  die  Dämmerung  anlangt  oder  aufhört ,  wenn  die  Sonne 
7*  45'  unter  dem  Horizonte  ist,  so  folgt  daraus 

.  1     s=s  Cos  3°  52'  3o",  oder  ß  =  0.00229,  und  daher 

2  (ß  — «)  =  0.003997  , 
wofür  wir  dtr  Kürze  wegen  0.004  annehmen  wollen. 

1 

Nach  diesen  Bestimmungen  der  Gröfse  a  und  ß  wird  also 
die  letzte  Gleichung  des  $.  4 

i2o".aSinz 

r=  _  oder 

Cos  z  -f-  \/o.oo4  +  0.99542  Cosa  z 

i20".2Sinz 

,  r   ■   ■  — 

Cos  z  +  |/'o.oo4+Cos«z--o.oo458Co8»z 

wofür  man  noch  ohne  merklichen  Fehler  setzen  kann 

i  2o".2  Sin  z 

*=  .  .  .  (1). 

Co!  z  -f-  I/0.004  Sin a  z  -f-  Cos •  z 

Selbst  dieser  letzte  Ausdruck  läfst  sich  noch,  ohne  der  Genauig- 
keit zu  schaden ,  auf  den  folgenden  einfacheren  bringen 

i2o".2Sinz 

r=    a=  •  .  .  (*> 

Cos  z  +  I/o.  004  +  Cos9z 

In  der  That  ist  die  Differenz  dieser  beyden  Werthe  Ton  r ,  wie 

Gg  2 
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sie  au»  den  Gleichungen  (i)  und  (2)  folgt,  für  die  verschiede- 
nen Zenithdistanzen 

z  .  .  .  .    co°    400    5<>*    6o°    700    8o°  85°    870  890  900 

Differenz  o".o  o".i  o".i  o".2  o".2  o".2  o".2  o".3  o".i  o".o 

also  unmerklich ,  wovon  sich  die  Ursache  leicht  finden  läfst. 

Für  die  Berechnung  einer  Tafel  von  r  aber  ist  die  erste 
Form  (1)  sogar  nuch  etwas  bequemer.  Führt  man  nämlich  eine 
HülfsgruTsc  <f  ein ,  so  dafs  man  hat 


tg?  =  \/0-004-  tg  «f 
so  gibt  die  Gleichung  (1) 

120".2  tp 

r=*   -•  «6  7 ■•;(') 

V  0 . 004 


\/o. 004 

Ist  eben  so  tg+  =  -<— - 
so  gibt  die  Gleichung  (2) 

~     ,  .  Sin  z  tg  ^  ...  (II). 

V0.004  « 

Die  am  Ende  folgende  Tafel  ist  bis  z  =  Ö5#  nach  «3er  Gleichung 
(II)  berechnet  worden,  wo  man  hat 

log  \/  Ö.004  s=  O.80  io3  und  log    120,2  =  3.27887. 

v/0.004 

S-  7- 

Die  Gleichung  (2)  war 

•  Sin  z 


(1—0)  Sini" 
r  =    ■  ,  oder  auch 

Cos  z  -f.  ^/3(ß— a)-f-  Cos 3  z 


oder  endlich 


_       gSinz.p^2         fl/T+  Cosaz  Cosz  1 

F""  (i-~a)(£-«)*.Sini'''  lV  1      2(ß— «)  ^ßZT^J 
und  dieses  ist  der  Ausdruck  der  mittleren  Befraction,  d.  h. 
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derjenigen  ,  "welche  für  den  angenommenen  Normalzustand  der 
Atmosphäre  angenommen  wurde,    wo  das  Barometer  13  — 
Par.  Zoll,  und  das  Thermometer  o  Grade  Reaumur  zeigt. 

Wir  wollen  nun  sehen,  welches  die  Refraction  r'  für  einen 
anderen  Zustand  der  Atmosphäre  ist,  für  welchen  das  Barometer 
überhaupt  b  Par.  Zolle  und  das  Thermometer  t  Grade  R.  zeigt. 

Nimmt  man  an ,  dafs  die  Ausdehnung  eines  Volums  atmo- 
sphärischer Luft  für  jeden  GradReaum,  gleich  m  =  o.oo4555  be- 
trage i  so  mufs  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  von  r  die  GröTse 

ß  in  ß  (i  -f-m  t),  und  die  Gröfse  a  in   ^ — -  verwandeln, 

(i+mt)B 

um  die  gesuchte  verbesserte  Refraction  r'  für  den  neuen  Zu- 
stand der  Atmosphäre  zu  erhallen.  (Vergl.  Vol.  1.  S.  (><)).  Bringt 
man  die  letzte  Aenderung,  da  sie  sehr  klein  ist,  nur  in  dem  er- 
sten Gliede  von  — -  =  «  4-  aa  -f-  a* ...  an,  und  läfst  man  sie 

1  — a 

unter  dem  Wurzelzeichen,  wo  sie  unmerkbar  wird,  weg,  so  er- 
hält man 

•  * 

2  ab  Sinz 


(1  —  a)(i-f-mt)  BSin  1         ß  ( i-j-mt)—  2a 


JV«+— °--   Cos*  X 


oder  annähernd 

2  a  b  Sin  z 


1'  = 


(1  — a)(i  -4-mt)*.BSin  i"\/2  (ß —  x) 


S*\fx  _[_       ^osaz  Co»  «  ") 


oder  endlich 

2  ab  Sin  z 


( ,  _  a)  ( i  +  m  t)  • .  B  Sin  1 "  v/2  (ß— *) 

~     .  .    Cos  8z  Cos  z  1 

i-f-mt-j- —  — —  > 


Es  war  aber 


=  iao' v 3,  und  — 1  1  __ 


  =  isu",  a,  uiiu  _      c  q..; 

also  ist  auch 
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^_  (iQOo".53)b8in* 

^X/i+mt4<i5.Öi  14C0SZ)"  —  i5.8n4Cosz^  ...  (3) 

und  diese»  ist  der  Ausdruck  der  corrigirten  Refraction  r'. 
Setzt  man  in  ihm  b  =  B  und  t  =  0,  so  erhält  man  für  die  mitt- 
lere Refraction  r  wieder  die  Gleichung  (2). 

J.  B. 

Da  aber  der  letzte  Ausdruck  von  r'  in  der  Gleichung  (3)  zur 
Berechnung  beschwerlich  ist ,  so  wollen  wir  ihm  eine  zu  diesem 
Zwecke  bequemere  Gestalt  geben. 

Nach  dem  Taylor'scheu  Lehrsatze  hat  mau 

r'  =  r+t.  !*£+(b-B).!ll  +  oder 
dt  db 

*-'+••£+■<*-')•£-  + 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  zur  bequemeren  Berechnung  durch 
Logarithmen  gleich 

.(tr 

(i+ml)"  \B/ 

so  wird  man  die  Werlte  der  beyden  Exponenten  n  und  n'  auf 
folgende  Art  bestimmen. 

El  ist  (1  -f  m  t)-°  =1  —  n  m  t  -\-  und  eben  so 

ar- •+-&-•)+ 

also  ist  auch  der  letzte  Ausdruck  . 

■*-*{«— »»»)  (»+»'(b  -  •)) 

oder  wenn  man  multiplicirt 

r'=  r  —  mnrt  +  rn^j  —  1^. 

Vergleicht  man  aber  diesen  Ausdruck  mit  dem  vorhergehendeq 
so  erhält  man 

1      dr      ,    .       B  dr 

n= —  . —  und  n' ==  —  -— -  • 

Bf  dt  r    d b 


Digitized  by  Google 


47» 


d  r 

Es  ist  daher  nur  noch  übrig,  die  Werlhe  von  —  und  Ton 

db 

d  r 

 zu  suchen.  Zu  diesem  Zwecke  gibt  die  letzte  Gleichung  des 

d  t 

J,  7,  wenn  man  sie  in  Beziehung  auf  r',  b  und  t  differentiirt , 

dr*  r'  , 
 ■  =  —  und 

db  b 

d  r'  -k  m  r'  1 9°°  •  53  m  b  Sin  z 

+ 


dt  i+mt      a(i+mt)«  .B  x/i+mt-f-(i5  .Ün4  Cos  z)* 


also  auch ,  wenn  man  in  diesen  beyden  Ausdrücken  t  =  o  und 
b  =  ß  und  daher  W  m  r  setzt , 

d  r  r  , 
— -  =  —  und 

db  B 

(]  „  1900.53m Sinz 

—  =  -amrH  :  . 

d  1  2  V/1  +  (»5. 81  i4Cosz)* 

Substituirt  man  diese  Wer the  vonfLl  und  *Ll  in  den  vor» 

db  dt 

hergehenden  Ausdrücken  von  n  und  n',  so  erhält  man 

o5o  Sinz 

n  =  a—    ■ 

r\/i+(i3.8ii4Cos  z)* 

und  n'  =  1 

und  wenn  man  so  die  Größe  n  kennt,  so  ist  die  gesuchte  ver- 
besserte Refi  action 

1  -1 


1 '  =  l(g)(i+ml> 


J.  9. 

Sammelt  man  alles  Vorhergehende,  so  ist  die  mittlere  Re- 
fraction 

120". 2  Sinz 
r  =   ■  


Cos z  +  v/o. 004  + Cos a  z 
oder  zur  bequemeren  Berechnung 

1R  +  ==V^,  r=-l^.Sinztg± 
ÖY       Cosz  v/°-00/»  3 
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Kennt  man  dann  die  Gröfse  n  aus 

t)5o  Sin  z 


n  —  2     

iVT  +  (i5.8n/fCosz)» 
so  ist  der  Logarithmus  der  corrigirten  Refraction 

log  r' =  lug  r -|- log     —  nlogo  -f-m  t) 

wo  m  =  o  .  004555  und  B  =  28  Par.  Zoll ,  und  wo  b  da»  Barome- 
ter in  Par.  Zollen  und  t  das  äufsere  Therm.  Reaum.  bezeichnet. 

Noch  mufs  bemerkt  werden ,  dafs  die  Höhe  b  des  Barome- 
ters durch  die  von  dem  an  seiner  Scale  hängenden ,  oder  durch 
die  von  dem  inneren  Thermometer  abhängende Correction  auf 
die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  gebracht  werden  mufs, 

indem  man  die  Gröfse  b  durch   \   _  multiplicirt,  wot' 

i-|-o  .  000225  t' 

die  Höhe  des  inneren  Thermometers  Rist.  Setzt  manm/=.o.ooo2?5, 
so  ist  daher  der  vorhergehende  Ausdruck 

b  . 

logr<  =  logr+logß(i+m,t/)  +  n  log  — 

Die  Tafel  am  Ende  dieses  Kap.  gibt  die  Werthe  von  n  nach 
dem  vorhergeuden  Ausdrucke  von  z  =  o  bis  z  =  90*  ,  und  die 
drey  folgenden  kleineren  Tafeln  geben 

b 

für  jeden  Werth  des  Barometers  b  die  Grölse  log  rr 

B 

des  innern  Thermometers  t'  die  Gröfse  log  jTjJJi 

des  äussern  Thermometers  t  die  Gröfse  log(i-fmt) 

Den  Gebrauch  derselben,  zeigt  folgendes  Beyspiel 
7.   =  760  45'  o" 
b   =  26  7  Par.  Zoll 
f  =  -f-  200.  R 
t   =  +  25°.  R 
z  gibt  log  r  =    2  .  3y0q    und  n  =  1  .020 

b  gibt  log  t     -    -    -  9  .  9704  t  gibt  — 0.0468 

B 

t'  .  .  .  log   - — :  -    -  9  .  9980         — (o.o468)n=— 0.0477 

i-f-m't' 

t  -    —  o  .  0477 

•  — — — 

logr'<=  2.8286 

1  =21 3".  1  =  3'  33"i 
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J.  10. 

Die  Gleichungen  des  J.  o,  sind  mit  Ausnahme  der  Constan- 
ten, welche  nach  den  neuesten  Bestimmungen  gewählt  wurden, 
im  Grunde  dieselben,  welche  Tob.  Mayer  (Tabulac  motuum 
solis  et  lunae.  Lond.1770)  gegeben  hat.  Es  läfst  sich  auch  leicht 
zeigen ,  dafs  dieselben  Ausdrücke  noch  mit  jenen  identisch  sind, 
welche  Simpson  und  B  r  a  d  1  e  y  (Vol.  I.  p.  7 1 )  gegeben  haben. 

2  a 

Setzt  man  nämlich  in  der 'ersten  Gleichung  des  §.  7  statt  ■   - 

1 — M9  1  M* 

die  Gröfse    g  ^    ,  und  statt  2  (ß—a)  die  Gröfse     M>     ,  das 

heilst,  nimmt  man  an 

1  (1— «)  (ß— a) 

™'   und  N  = 


2(ß— «)+«  Äi/'a(B_a;+  1 

so  wird  jene  Gleichung  in  folgende  übergehen 

__  .  Sin  z 
M 

N  r  Sin  1"  =  — 


Cosz+  y  IZL^l+Cos9 

,            '                (1  — M9)Sinz 
oder  Sin  Nr  =  1  .  


MCosz+\/i~Ma  Sin»  z 
=  —  M  Sinz  Cos  z+Sinz.  v/i  —  M^Sin^z 


also  auch 

Cos"  Nr  =  1  —  Sin«  N  r  =  Cos9  z  .  (1  —  M3  Sin«  z) 


4-Mf  Sin«  z  +  2  M Sin9  z  Cos  z .  y/i—M.*  Sin9  z 
oder  wenn  man  die  Wurzel  auszieht , 

Cos  Nr  =  Cosz,  \/i  —  M 9  Sin9  z  -f-  M  Sin 9  z- 
Es  war  aber  auch 


Sin  Nr  Cotgz  =  Cos  z  \/i  —  AI3  Sin9  z  —  M  Cosaz 

und  daher  der  heyden  letzten  Gleichungen  Differenz 

Cos  Nr  —  Sin  Nr  Cotgz  =  M  oder 

Sin  (z  —  N  r)  =  TA  Sin  z 

welches  die  bekannte  Form  Simpsons  ist,  die  man  auch  so 
ausdrücken  kann, 

Sin  z :  Sin  (z  —  N  r)  =  1  :  M ,  also  auch 

Sin  z -f- Sin (z  —  N r) : Sin z  —  Sin (z  —  Nr)  =  1  +  M  :  1  —  M 
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oder  endlich 


welches  die  Form  ist,  die  zuer>t  Bradley  gegeben  hat.  Nimmt 
man  nach  J.  5  an 

a  ss  0.00029128  und  ß  =  0.00229,  so  ist 
M  =  o. 99801       und  N  =  (». 85o46 

J.  11. 

Die  leiste  Gleichung  des  fi.  3  lälst  sich  auch  noch  in  dem 
Falle 

l-|  =  [.-aa(.-f)]™ 

vollständig  integriren ,  wo  m  irgend  eine  willkührliche  Grölte 
ist.  Setzt  man  nämlich  der  Kürze  wegen 


[1 — 2a  (1 — £)]    •    Sin  z  =  o» 
so  geht  jene  Gleichung  in  folgende  über 

—  d* 


dr 


(am — O.v/1" 

1  diesen  A 

bis 


Integrirt  man  diesen  Ausdruck  von  f  =  o  bi»  ^  =  1  oder  von 
«•>  =  Sin  z  b'u 


Sinz  ,m-' 
 =  (i—2a)    •  . 

so  erhalt  man 

1     /  \ 
r  t=   ^  (z~~  Are  Sin  [(1  — 2«)   •  ♦  Sinz]J,  oder 

im— » 

Sin[z  —  (am — i)r]  =3  (1  —  2  ce)  1  Sinz 

also  wieder  die  von  Simpson  gegebene  Form .  die  daher,  so 
wie  die  in  $.  9  gegebenen  Ausdrücke,  nicht  blofs  der  inj.  4  ange- 
nommenen Hypothese  s=.ß(i  — £),  sondern  auch  noch  allen 
denjenigen  Voraussetzungen  zwischen  s  und  £  entspricht ,  wel- 
che der  Gleichung 

1—  i=[i  —  20(1— c)]- 

genug  thun. 
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*  l 

Die  Angemessenheit  der  einladen  Annahme  s  =  ß(l: — e)- 
▼  on  welcher  wir  oben  ausgegangen  and,  wird  auch  noch  durch 
folgende  Bemerkung  bestätiget.  Die  Gleichung  (?)  des  J.  6 


^L-Sinz 


l — a 

v  =   ! — 


COS  Z  -|-  \/2(ß — «)  +         *  z 

kann  man  auch  so  ausdrucken 


 tg 

i— a 

r  =  


1  +  v/,  +  3(£~^  [i  +tg*z) 
oder  da  (ß  —  a)  sehr  klein  ist , 


1  t& 


,  oder  endlich 


r  a..tg..(.  +  .+Jg£.J....(4). 

I.  Wenn  man  aber  in  dem  zweyten  Ausdrucke  von  dr  des 
$.  3,  welcher  noch  von  aller  Hypothese  über  die  Gröfsen  s  und 
C  unabhängig  ist,  die  Gröfse  unter  dem  Wurzelzeichen  auf- 
löfst,  und  die  dritten  und  höhern  Dimensionen  der  sehr  kleinen 
Gröfse  a  und  s  vernachlässiget ,  so  erhält  man 

,lr  adfO-^tg«    fl+#  (IZZIZI  -(••-••)  tg-*  Y| 

=  _  adf(  i  -  s)tg  z .  [i+2«-2«    .  (l  +  -  •  tg«  z  ) 

—  aagtg.,Q.-_+<i-f)-  Co$tz  ) 

* 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck ,  so  ist 

also  das  Integral  zwischen  den  Gränzen  ?  =  o  und  ?  =•  i 
l  V    Cos«z    /      Cos'z  ^  J 
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Es  ist  also  noch  übrig,  das  Integral 

/sdf  ss  s(»  —  f fds 
zu  suchen.  Für  die  Oberfläche  der  Erde  ist 

s  —  o  ,  also  f  sd?  =  —  ./fds. 

Erhebt  man  sich  aber  in  1er  Atmosphäre  um  das  Element 
ds,  so  wird  der  Druck  p  der  Luft,  der  bekanntlich  durch  das 
Barometer  gemessen  wird^  ua  die  Gröfse  ^  d  s  vermindert,  so 
dafs  man  hat 

d  p  =  —  ?  d  s  ,  also  auch  p  =  —  J ^  d  s  , 

und  daher  f%i  ?  =  -\-  p. 

T  ie  letzte  Gleichung  wird  dalur 

ö     V    T  Cos  *  z  / 

wo  i»lso  p  der  Höhe  «!es  Barometers  oder  der  Höhe  der  Atmo- 
sphäre proportional  ist. 

Setzt  man  p  =  J  tf,  so  ist  auch 


r  =  atgz.(lfa+   ft     5  ^ 

v  3Cosazy 


eine  Gleichung ,  die  mit  der  (4)  identisch  ist. 

Die  Gleichungen  des  g.  9  haben  also  den  grol'sen  Vortheil , 
daTs  sie,  wenigstens  bis  z  =  Öo°,  die  Refraction  ganz  unab- 
hängig von  dem  Gesetze  geben,  nach  welchem  die  Dichte  der 
Atmosphäre  von  ihrer  Höhe  bestimmt  wird.  Die  neuesten  Refrac- 
tionstafeln  von  L  a  p  I  a  e  e ,  dieDelambre  in  den  Tables  du 
hur.  des  Longit.  gegeben  hat ,  sind  bis  z  =  74  0  nach  der  Glei- 
chung (4)  berechnet  \yorden. 

5.  »3. 

Die  Gleichungen  des  9  und  die  darauf  gegründeten,- unten 
folgenden  Tafeln  stimmen  auch  bis  z  =  85°  genau  mit  den  Be- 
obachtungen, so  wie  mit  den  Refractionstafeln,  welche  B  es  sei 
in  seinen  Fund,  astron.  gegeben  hat,  wenn  min  an  die  letzten  die  im 
TheileVH  der  Königsberger  Beobachtungen  angezeigten  Verbes- 
serungen anbringt.  Für  gröbere  Zenithdistanzen  aber  gibt  die 
Gleichung  (2)  die  Refraction  offenbar  zu  klein,  und  es  ist  da- 
her nothwenilig ,  für  diese  letzten  fünf  Grade  die  Refraction  un- 
ter einer  weniger  beschränkten  Hypothese,  als  in  5.4  geschehen 
ist,  zu  suchen. 

Be  s  s  e  1  nimmt  £  =  *~,,s  an ,  wo  t  die  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen,  und  wo  3  eine  Constante  ist,  welche  so  bestimmt 
werden  kann,  dafs  die  unter  dieser  Voraussetzung  entwickelte 
Refraction  mit  der  unmittelbar  beobachteten  Refraction 
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übereinstimme.  Er  fand  ß  =  745.'5  oder  log  ß=o.8725o,33,  und 
überdiefs  aus  den  physischen  Versuchen  von  Ramnd,  ßiot 
und  Ar ago  die  GröTse  «  —  0,0002788844»  beydesfür  die  Ba- 
rometerhöhe von  29.6  engl.  Zolen  und  für  +50°  Therm.  F ah- 
renh  eil. 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  q  in  der  letzen  Gleichung 
des  §.  3 ,  so  erhält  man 


aß 
1 — a 


,ds.«~-',,  .Sin z 


dr 


|/Cosa  z  —  2<i—*-'Js;  +  2sSin^  z 

Um  diesen  Ausdruck  leichter  zu  integriren  ,  wollen  wir  an- 
nehmen 

6ina  z 


s'=  s  — 


woraus  nach  dem  bekannten  Reversionssatze  (Vol.  II.  Seite  57) 
folgt 


«  — 


aß 


Sin'z 


«*ß 


1.  2. 


:a  ■  l — — J 

-      «'P  j      jf^?^?)  -  etc. 
1.2.3  Sin 6 z       V  ds"  / 


und  wenn  man  differentiirt , 

t-o » ds=£-o  «'ds'  +    *  -  .  df(  1  — r~8  »') .  r-» »' ) 

T  Sin'z     v  ' 

✓(1— «-»•*)•.  «-»»'X 

rl  dir- — ) 


1.  2  Sin4z 


i.2.3  Si»6z  V 


ds'a 


J  -f-  etc. 


Substituirt  man  diesen  Werth  von  ds  in  der  vorhergehen- 
den Gleichung,  so  ist  a  ^  /(«^~i)jLi==:\  • 

aß  €  0      Sin9z     v  d  s'  / 

^LSinz.ds'  a,  x^-Q..,— 

dr~   —A+Zt^    A        5^  ' 

X/tos'z  +  as'Sin'z  ^       _    /^-^  — i)3.€-^  \ 

~~  r.2.3Sin6z      V        I?5  ' 
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o<ler  wenn  man  die  angezcigen  Differentiationen  ausführt  , 

J^Lsinz.ds' 
d  r   . 


V/Cos'z-J-  Äs'Sin-« 

T  Sin'z  V  '  j 

I  . 2  Sin  *  / 

+    gjfl    .  f  43t-4ff»'—  3.3 '  +  !f  .2»r-'o.'  __«-«,. 
i.2.3Sin6z  V  y 

-f-  etc. 

und  dieser  Ausdruck  von  dr  soj  integrirt  werden  von  s  =  o  bis 
■  sa  i  ,  oder  was  dasselbe  ist  •  • 

von  s'=o  bis  s'=i- «Q  —  I~P> 

Sin'z 

Da  aber  €  gröfser  als  2*  und  ß  nahe  746  ist,  so  kann  man  anch 
ohne  einen  merklichen  Fehler  annehmen ,  dafs  der  vorhergehen- 
de Ausdruck  von  s'  =  o  bis  s'  =  CO  integrirt  werden  soll. 

I.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  uich ,  wenn  man  die  Glieder, 
welche  zu  «-*•'  ,  ,  ....  gehören,  zusammen  nimmt, 

und  der  Kürze  wegen 


OL 


ß 


k  =      '  -  setzt , 
Sm'  r. 

Sin  z .  ds' 


dr=   


\/Cos8z  +  2 s' Sin*  z 

^.(.-i+n-iL+j:  a 

n        1.2    1.2.3     1.2.3.4  y 

+  3h r-*  (i       k)+  Ä  _  + . . . .} 

v  1.2        i.«.3  y 

+ ü|i  ^  fi-(3M)+  m  -  <w + .. .  s 

i.a  \  1.2       1.2.3  y 

+  i^jf         (,-(410-1-  <±Ü2^_  <W  +  ....) 

oder,  wenn  man  noch  ferner  zusammenzieht, 
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-f/L  Sinz.ds' 
i-a 

il  r  t=  .  


X/Cos^-has'Sin'z 

+  2  k  .  #-*k . «— o«'  -f.         .       .  «— 


I  L   «.<    i   «1,    —  tk   W  I     a  u 


+  .  «-4h4-4o.'  .... 

1.2.3 


Man  sieht  so ,  dafs  alle  Glieder  des  Ausdruckes  von  d  r  sich  auf 

len 

M.ßSinz,ds'.r—  *»' 


die  Form  bringen  lassen 


y/Cos*  z  -f-  2  s'  Sin"« 

wo  M  eine  constante  Gröfse,  und  n  nach  der  Ordnung  gleich 
i ,  2,  3  ...»  ist» 

11.  Um  den  letzten  Ausdruck  za  integriren ,  wollen  wir  an- 
nehmen 

t« 

i  Cotg5  z-f-*'=  —p  ,  also  auch 

stdt 
ds'=  — ir 
nß 

wodurch  unser  Ausdruck  von  d  y  in  den  folgenden  ubergeht 

von  welchem  daher  das  Integral  von  t=  Got§  *  z  ,,is 

t=  CO  genommen  werden  soll. 

—  1Ü.  c0t**  x 
Essey/e-'  dt  =  «    ■  .4/(n)..,(*) 

so  wird  man ,  wenn  man  diesen  Ausdruck  von/  *-*9  d  t  in  der 
vorhergehenden  Gleichung  f  d.  h.  in 

substituirt,  für  das  gesuchte  Integral  eines  jeden  einzelnen  Glie- 
des von  dr  erhalten , 

\  n  ✓ 
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So  ist  für  das  erste  Glied  M  =  —  und  n  =  i,  also  das  Integral 
des  ersten  Gliedes 


a 
l 


Für  das  zwejte  Glied  ist  M  =  ■*   und  n  =  2  ,  also  das 


Integral  des  zwejlcn  Gliedes 


1  — et 


lüT!  .k/lß)*.+(„  u.,f. 


Sammelt  man  so  alle  Glieder,  so  ist 


s  r-k 


r  = 


1  — a    Sin  1" 


+  2U.i-«i'.v|/(a) 

^1.2 

+  jLk'.£-4^(4) 
r  i.a.j 

5* 


1.2.: i.  4 


und  dieses  ist  der  gesuchre  Ausdruck  der  Refraction. 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

kn  .  £-nh     ,n~~>  • 

p  =  2  —  ..  n  »  .  +  (n) 

1.2.3.. n  x  v 

yvo  -2"  das  bekannte  Summenzeichen ,  und  n  nach  der  Ordnung 
1,  2,  3...  ist,  das  heifstalso,  setzt  man 

2*.k* .  §— ,k 
P.k.H«K0+  —  *(S) 

1  •  a 

+ -r^r  *  <3> + t^t- * (4 > +■■  • 

so  geht  der  vorhergehende  Ausdruck  von  r  in  den  folgenden 
über  0 


1— «    Vß/  S;ni" 
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J.  14. 

Um  die  vorhergehende  Gleichung  (5)  entwickeln  zu  können, 
mufs  man  zuvor  den  Werth  von  ^  (n),  das  heifst,  von  dem  Inte- 
grale /«— taAdt  zwischen  den  Gränzen  t  =  o  und  t  =  OD  haben. 

Nimmt  man  die  folgen  den  Integrale  zwischen  x=o  und  x=i 
so  hat  man  bekannilich 

n    <*  *     _  *  p  xdx 

y  s/i^r*  ■  * *     y  v*^^  3 

/■  »4  d  x        i.3   *•  ^  x5  dx  2.4 

v/i—x*  ""2.42      y  ^/tzt^   3 . 5 

y»K*dx       i.3.5  «  x7 dx       2.4.6  -f 

/  y/i— X»  *~    2.4.6     2         c/  y/,— x*  *~"  3.Ö.7* 

wo  t  =  3.  14*69  . . . ,  also  auch  allgemein 

x«"dx  1.3.5...  .(an— 1^  t 
«/  v/i — 2  . 4 .(),..  2  n     *  2 

x™+«dx  3.4.  6.  ..  an 

und  / —  ?  —  . 

\/1 — xa       >  .3.5.7.  ..(«n+  1) 

und  beyder  Produkt 


P  x»n  dx  dx 
J  v/i—x»  'J  v/i— xa 


y/i—x»  */  y/i—  xa         an-H  2 
Nehmen  wir  die  Gröfse  t  so  an,  dafs  man  hat  x  =  ,  so  ist 

»  1  «  »        _       _  _ 


dx  = —  2qtdt.6-9t*  ,  und  daher  die  letzte  Gleichung 

dt*£— 9*a  (>+»")     /(tdt.|-,(l,J  (4»)  1  n 

t— »qt»  2n+i  *  2 


tdt^r-qta  (,+,„)       ,  d  t  f  _ 
*H  •/ — ,  r  ./  = 


Sey  die  willkührliche  Gröfse  q  as  — ; —  oder  n  =   ■   q  so  wird 

2n+l  2c{  ' 

die  letzte  Gleichung  . 

tdt.«-»a         tdt.«-t*  (>+q)  tc 

S -  /iZZj-^t»  /  TU  4 

V        2q  |r  aq 

und  da  diese  Integralien  von  x  =  o  bis  x  =  i  genommen  werden 
I«.  H  h 
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sollen ,  so  sind  sie  auch  von  q  =  o  bis  q  =  00  ,  oder  von  t  =  o 
List  =  00  zu  nehmen.  Aber  für  q  =  o  ist  der  Werth  von 

— «-«'  gleich  iL f— ^  =  '"""'•at'i3  -  t'  , 

2  q  d.2q  2dq 

also  gibt  die  vorhergehende  Gleichung 

/«-«•  dt./«-*9  dt=  ü  oder 

4 

dt=  |.|/^r 

das  letzte  Integral  von  t  =  o  bis  t=  CO  genommen,  also  auch 
/«-*•  dt  =  |/*,  dieses  Integral  von  t  =  —  CO  bis  t  =+  CO 
genommen. 

1.  Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  den  Werth  des  In- 
tegrals ftr- 13  dt  zwischen  den  Gränzen  t  =s  T  und  t  es  CO  su- 
chen ,  wo  T  irgend  eine  willkührliche  Gröfse  bezeichnet. 

Es  ist/«-«"  dt  =/~  .  £-ia  tdt, 

und  wenn  man  theilweise  integrirt, 

/i  i  /V-**  dt 

Setzt  man  diese  theilweise  Integration  fort,  so  ist 

*  • 
woraus  daher  folgt 

r  M  j  Z'      i    ,    i  3      i.3.5  \ 

* 

Für  t  =  00  ist  das  letzte  Integral  gleich  Null,  also  ist  der  Werth 
des  Integrals/s-»*  dt  zwischen  den  Gränzen  t  =  T  und  t  =  CO 

y«-t.  dt  =  —  .^-^  +  ^-^.T« 

Nach  der  Gleichung  (a)  des  §.  1 3  hat  man  aber 

^(n)  =  sTt/«~ta  <lt>  WO*  ssi  Q~J*  Cotg z  ist , 
also  ist  such 
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3TV      ftT«Ta*T«      a«T6i"7ri  y....(b). 

Da  aber  dieser  Werth  von  s|/  (n)  nur  darin  brauchbar  ist 
wenn  Tx>  3  ist ,  so  wollen  wir  noch  einen  andern  Ausdruck  von 
'4*(n)  suchen,  der  dann  convergirt,  wenn  der  erste  divercirt 

Man  erhält  ebenfalls  durch  theil weise  Integrationen  ' 
.dt  =  «-t*  .  t +  2/«-t3  ,t'dt 

/«—  .  f  d  t  =  «-<•  .  »'  +  |  /        .  t.  d  t  u.  s.  f. 
und  daraus  folgt 

Für  t  =  o  ist  dieses  Integral  selbst  gleich  Null,  und  für  t=T  ist 

•*-*r*.T.(H-^  +  s;+) 

Da  aber,  nach  dem  Vorhergehenden,  der  Werth  desselben 
Integrals  /«-t»  .  dt  von  t=0  bis  t  =  CO  gleich  fi/*  ist  so  isf 
auch  der  Werth  dieses  Integrals  von  t  =  T  bis  T CO 

und  daher 

Die  beyden  Gleichungen  (b)  und  (c)  geben  den  gesuchten 
Werth  der  Funktion  *  (n).  Ist  z.  B.  T  =  o,9 ,  so  ist  nach  (b) 

1.0000000 

Vir«  =  —  0.0079254 

3 

+  ÄT^=S  +  (MM>01084 
3.5 

""  ö?T*  ~  ~~~  0'0000007 
"     log       0.9923632  =  9.9966269 


log 


2  T 


=  8.7989700 


log  +  (n)  es  8.7955969 

Hh  2 
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F.ben  so  gibt  T  as  o.o5  nach  (c) 

=  0.8562270 
—  T  =  —  o.o5ooooo 

^T«  [r^*  =  -f-  0.00221Ö6 

—        =  —  o.oooo833 
i.3 

£  T4  J/x  sa  +  0.0000028 
  JL_  T5  =  —  0.0000001 


3.5 

%j,  (n)  =  o.838362o 
5.  »5. 

* 

Um  alles  Vorhergehende  besser  zu  übersehen,  wollen  wir 
die  znr  Berechnung  der  Refraction  notwendigen  Ausdrücke 
zusammenstellen. 


a  s  0.0002788844        ß  =  745.75 
lug  aß  =9.3181259  ,0s(f)*  =  ,'285'7831 

iog  .  (lY  c=  4.0287032     k  =  ±- 

»)Siai"  V/3/ 


Sin'z 


J-^a .  Cotgz,  wo  n  ==  1,  2,  3  . . . . 

...      1      /*        1.1.3       1.3.5      1.3.5.7  \ 
\L  (n)  =  —  .  I  1 —   +  m  -l  :  —  1 

oder  wenn  T  klein  ist 

4  00  =  i  V« .  (•  +  t  •  +  Ii  +  IL.  +) 

X  1.2        1.2.3  / 

v  t  1.3  1.3.5  1.3.5.7  j 

«1  Li        ak  3*   ks  t— 3k 


*  • 


Um  darauf  ein  Bcyspiel  anzuwenden,  sey  die  beobachtete  Ze- 
nithdistanz  z  =  85°,  so  ist    *  * 

log  k  =  9 . 32 1 4375 ,  log  (k .  s-h)  =  o .  2303997 
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1 

11  -  - 

T     -  - 

-    -  +(n)    -    -  - 

-    -  P 

1  -  - 

0.22773/19  - 

0.0441557 

Sl 

0  3782499 

9.2887076 

0.0079437 

3 

0.4662955 

9.2102461 

0.0020706 

4 

0.5287649 

9.1529194 

o.ooo633a 

5 

0.577  !  I99 

9.1076781 

0.00021 18 

» 

6 

0  (u68io5 

9  0702913 

0.0000750 

7 

0.6502839 

9.0384253 

0.0000277 

8 

0.6792799 

9«oio65i 1 

0.0000  io5 

• 

9 

0.7048561 

8.986o35o 

0.0000041 

10 

0.7277347 

8.9639334 

0  0000010 

Summe  P  =. 

o.o55i339 

log  P  = 

8.7414*07 

log  Sin*  2  = 

9  9966884 

4.0287632 

log  r  — 

2.7668703 

■A 


r  =  584".  61. 


5.  16. 


Allein  dieser  Werth  von  r  gilt,  wie  im  Eingänge  de»  $.  i3 
gesagt  wurde ,  für  einen  Zustand  der  Atmosphäre ,  in  welchem 
das  Barometer  29.6  engl.  Zolle  oder  27.773  Pariser  Zolle,  und 
das  Thermometer -f- 5o°  Fahrenheit  zeigt.  Eigentlich  zeigte 
das  Thermometer  Bradlcy's,  welches  hier  zu  Grunde  gelegt 
wurde,  alle  Zahlen  um  1. 25  gegen  Fahrenheit  zu  niedrig/ 
so  dafs  jene  Refraction  für  48.75  des  B r  a  d  1  e y'schen  Ther- 
mometers gilt.  Nimmt  man  nun  an ,  dafs  ein  Volum  Luft  für 
jeden  Grad  dieses  Thermometers  sich  um  seinen  h  =  o.oo2o8335tcn 
Theil  ausdehnt ,  und  dafs  sich  das  Quecksilber  des  Barometers 
für  jeden  Grad  des  wahren  Fahrenheitischen  Thermometers 
um  seinen  h'  =  o.oooio25*ten  Theil  ausdehnt,  so  hat  man,  wenn 
man  die  inj.  8  und  9  angenommene  Bezeichnung  vonbund  n  bey- 
bchäk,  für  die  ver  besser  te  Refraction  r' 

r'=,.r  :  y.fj_._j  ) 

V  i-fhd— 48.70)/     V  27.773   1  +h'(t'— 5o)/ 

wo  t  das  aufsere Thermometer,  t'  das  innere  nach  Fahrenheit, 
und  wo  b  das  Barometer  in  Pariser  Zollen  bezeichnet,  und  nach 
diesem  Ausdrucke  ist  die  Refractionstafel  berechnet,  welche 
B  e  s  s  e  1  in  seinen  Fund,  astron.  gegeben  hat.  M.  s.  Annalen  der 
Wiener  Sternwarte,  Vol.  IV.  S.  XXfX.  An  diesem  Ausdrucke 
brachte  der  Verf.  später  (astron.  Beob.  in, Königsborg  Vol.  Vll.) 
noch  folgende  Verbesserungen  au. 
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Um  die  unbekannten  Faktoren  a  b  c  d  zu  bestimmen ,  findet  man 
zuerst  aus  jenen  Tafeln  für  sehr  kleine  Zenithdistanzen,  wo  man 
die  GröJ'scnb  cd  vernachlässigen  kann,  den  Werth  von  a=o.o5325- 
Kennt  man  dann  für  einen  gegebenen  gröfsern  Werth  von  z  die 
Befraction  r  jener  Tafel,  so  findet  man  den  Werth  von  A  un- 
mittelbar durch  die  Gleichung  (d)  oder  bequemer  durch  die  Aus- 
drücke 

Tg4/=^Sinz         A=  —  Cosz.tgavJ, 

•  ■  £ 
Nehmen  wir  also  z.  B.  an .  dafs  man  die  Befraction  r  iener  Ta- 
feln durch  die  Formeln  des  $.  i5  für  drey  grofse  Zenithdistat» 
zen  berechnet,  und  dafs  man  so  gefunden  habe 

z  =b  77°  -  -  r  =  244".  07  also  nach  den  A  =  0.052713 

z  =  85°  —  r  =  584  •  6i       letzten       A  =  o.o5n<)4i 

z  =  Oc/  -  -  r  =1478  .  20  Gleichungen    A  =  o.o44558 

Substituirt  man  diese  Wcrthe  von  A  und  r  nebst]  a  =r  o.o  >3s5  in 
der  vorhergehenden  Gleichung 

■ 

A  =  a-f-  b  r+cr1  -f-dr1 

so  erhält  man  drey  Gleichungen ,  aus  welchen  man  die  Warthe 
von  b,  c,  d  finden  wird.  Es  ist 

b  =  —  000000060173 

c  =  —  0.000000007138 

d  sa  -f-  0.000000000002412  1 

und  daher 

A  =  e.o53«5  —  (0.7794017  —  7)  r 

—  (o.8535765  — 9)  r- 

+  (0.3823773—  12)  rs 

wo  die  Faktoren  von  r,  r»,  r*  schon  Logarithmen  sind.  Mit  die- 
sem Werthe  von  A  gibt  dann  die  Gleichung  (d) 

tax  =5  — —  r  =  2166.8  Sin  z  tg-* 

Cos  /.  D  2 

Die  folgende  kleine  Tafel  ist  durch  diese  drey  letzten  ein- 
fachen Gleichungen  construirt  worden. 
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Bflfwltf  Tafel  Ditfatent 

7.  A  v  r 


5*  -  -  o.o53Vi7  -  -  5".o4  -  -  5".o4  -  -  o".  oq 

10  -  -  p.o53243  -  -  10.16  -  -  ro.i5  -  -  o  .  01 

20  -  -  o.o53234  -  •  20  97  -  -  20.95  -  -  o  .  01s 

3o  -  -  0053222  -  -  33.26  -  -  33.22  -  -  o  .  04 

4o  -  -  o.o532o5  -  -  48  3o  -  -  48.26  -  -  0  .  o-i 

5o  -  -  0053176  -  -  68.54  -  -  68.48  -  -  o  .  06 

60  -  -  o.o53i22  -  -  9941  -  -  99.34  -  -  o  .  07 

70  -  -  0052990  -  -  156.90  -  -  15675  -  -  o  .  i5 

,       80  -  -  0052407  -  -  3i5.io  -  -  3i5.i3  -  -  o  »  o3 

Hi  -  -  0.052277  -  -  348.i3  -  -  348.14  --0.01 

83  *  -  o.o5ißi8  -  -  438.25  -  -  438.27  -  -  o  .  02 

85  -  -  0.050941  -  -  5B4.57  -  -  584.61  -  -  o  •  04 

87  -  -  0.049018  -  -  855.M  -  -  855.97  -  -  o  .  86 

89  -  -  o.oj4554  -  -  1478.16  -  -  1478.20  -  -  o  .  04 

eine  Uebereinstimmung,  die  man  bey  so  zusammengesetzten  Aus- 
drücken ,  -wie  die  des  §.  i5  sind,  kaum  erwarten  sollte.  Diese 
Bemerkung,  auf  die  wir  weiter  unten  wieder  zurückkommen 
werden ,  kann  nicht  blofs  dienen  ,  die  Construction  jener  Tafeln 
selbst  ungemein  abzukürzen ,  sondern  sie  wird  selbst  bey  der 
Entwerfung  ganz  neuer  Refractionstafeln ,  die  unmittelbar  aus 
astronomischen  Beobachtungen  abgeleitet  sind,  sehr  anwendbar 
seyn. 

g.  18. 

Noch  ist  übrig,  das  Verfahren  näher  anzuzeigen  ,  welches 
La  place  in  seiner  Mec.  cel.  Vol.  LV  anwendete,  und  nach 
welchen  die  von  den  Astronomen  gewöhnlich  gebrauchten  Tafeln 
entworfen  wurden,  die  Delambre  in  den  Tables  astr.  du  bu- 
reau  des  Longitudes  gegeben  hat.  ✓ 

Die  letzte  Gleichung  des  3  geht,  da  s1  ein  sehr  kleiner 
Pruch  ist,  wenn  man  2  s  Cos"  z  gegen  Cos"  z  vernachlässiget, 
in  folgende  über , 

—  — !ÜL_  d^.  Sinz 
1— a 

dr  =  —  — —  . 

\/Cosa  Z  —  2U  (l  S 

Um  diesen  Ausdruck1  einfacher  zu  machen  ,  nehme  1  wir  an 

0  =  8 — a(i  —  f),  so  ist 

—          d  f  Sin  z 

ar  '— 

\A:OS'  Z-f-2U 
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Um  die  Abhängigkeit  den  Greisen  ?  und  s,  oder  was  dasselbe  ist, 
der  Gröfscn^  und  u  zu  bestimmen ,  nimmt  Laplace  an 

wo  wieder  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  und  wo  f  und 
g  zwey  Gonstanten  sind,  die  erst  nach  der  vollendeten  Integra- 
tion des  vorhergehenden  Ausdruckes  für  d  r  so  bestimmt  wer- 
den sollen,  dafs  sie  den  beobachteien  Hefractionen  und  beson- 
ders der  beobachteten  Horizontalrefraction  entsprechen.  Der  an- 
genommene Ausdruck  von  ^  gibt 

und  daher  wird  der  vorhergehende  Ausdruck  der  Refraclion 

— U  (\  —  f  +  — V«~"  g  Sinz 

dr=  —iL..  JL-  i_  


1 — et 


V/COS3  Z-f-2U 


Sey  der  Kürze  wegen,  Cos"  z-f-  au  =  2  g  t%  also  auch  2gtdt=^du, 
so  ist 


,        S et dt  Sinz  /      _       Cos4z     _    \    c>s*  ta 

dr=  -.(  i-f— f  hft«  j.s  •! 

(i—  a)v/2g  V  ag  / 


und  von  diesem  Ausdrucke  soll  das  Integral  zwischen  den  Glän- 
zen s  =  o  und  s  =  00  d.  h.  vonu  =  o  bis  u  =  00  ,  oder  endlich 

Cos  Z  i.  j 

von  t  es  — __  bis  t  =  00  genommen  werden, 
Vag 

Cos  z 

Sey  wieder  T  =  und/t-i»  dt  =  »~T»  %J/(T)  so  ist  das 

K2g 

Integral  der  vorhergehenden  Gleichung 

r  =    agSinL,(l^f-fT')./sT»  -f  dt 
(l— a)V^2g* 

safSinz 

H  —  ./t5  e13  ~lt  dt. 

(i— a)|^2g 

Um  das  letzte  Integral  ft*.  r- d  t  =/t  .  .;t  d  t  auf 
die  Form 

t/xdy=xy—  /yd* 
zu  bringen ,  sey  sc  =  t ,  d  y  =  e-*9  .  t  d  t  also  auch  y  =  —  j  g-»a  , 
und  daher  / 1 .  e~ia  .  t  d  t  ss  -—  *  t .  e~*3  -f>  J/r-*5  d  t . 
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Unser  vorhergehender  Ausdruck  von  r  wird  daher  in  den  folgen- 
den übergehen 

aa  Sinz  . 
r  s=  =.(i  —  f-fT8).«T»y,-t»  jt 

(»— aV2g  i 

«  cf  f  Sin  z 

+  ■ — — = .««.(-  i  t    +ty»-»'  d  t) 

(i— a)v/ag 


2  a  Sin  z 

-  (i—f—  fT»)  vj,  T 


oder 


für  t  =  T  ist  dieser  Ausdruck 

2a  Sinz  „    „  2*fSin  z 

<,_f_fT.)+<T)+  __  L-|T+|+(T)] 


und  für  t  =  00  ist  er 

2  «f Sinz     t  .  «-T9       .       .  .  . 
 —  .  —  oder  gleich  Null. 

(i — a)  y/2g  2£t 

Der  gesuchte  Ausdruck  von  r  zwischen  den  gegebenen  Gränzen 
t  -  T  und  t  =  CO  ist  daher 

2  «Sinz      ,        „  x      frwv  afSinzCosz 

T.  Für  die  Horizontalrefraction  ist  z  =  qo  ,  also  T  =  o ,  und 
daher  nach  $.  14,  ^(T)=  «  J/*,  also  auch  die  Refraction  selbst 

(1— a)  |/2g 

Setzt  man  diese  mit  Laplace  gleich  2106",  so  ist 

g  ^  (i  -if)  =  2«o6.Sin  a" 

(i^a)v/2g 

und  dieses  ist  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  den  zwey  zu 
bestimmenden  Gröfsen  f  und  g. 

Weiter  war  (in  §.  12)  dp  =  —  £ ds,  oder  wenn  man  den  vor- 
hergehenden Werth  von  s  =  u+a  (1  — substituirt 

dp  =  — ctg  du  —  a?df, 
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oder  wenn  man  auch  hier  den  gegebenen  Wenk' von 

/    ,  fu\    _  ■ 

C  «B  I  I  ^  J.«     p   suhsllluiit  , 

(f  ux      _ «_ 
i  H  -j  .  *   K<  du-(-afdf, 


und  dessen  Integral 


^n  der  Oberfläche  der  Erde  ist  f  =  i  (§.  2)  nnd  u^o.  also  die 
letzte  Gleichung  p  =  g  (i -f-0 -f- t« »  oder  da  die  IWomeier- 
böhe  p  der  Höhe  I  der  Atmosphäre  über  der  Erdoberfläche  pro- 
portionirt  ist, 

•     l  =  gd  +  f)  +  i  *, 

welches  die  zweite  der  gesuchten  Bedingungsglcichuiigeu  zwi- 
schen den  Gröfsen  f  und  g  ist. 

Setzt  man  mit  Laplace  1  k*  o.oo«252Ö  Halbmesser  drr 
Erde,  und  a  =  6o//.(n(>27,  so  geben  diese  zwey  Hedingungsglei- 
chungen      f  =  0.49042    und  g=  0,00074101b, 

ülso  geht  die  vorhergehende  Gleichung  (6)  in  folgende  über 

Q\Jt(T) 

1  =  2790".  1 584(0.75479— *  )Sin  z.-p^-j 

-f-  10021^.417  Sin  2z  .. ..  (7) 

  t 

wo  T  =  25  961924  Cos  z,  und 

vjy  (T)  ss         £-13  dt,  das  Integral  von  t  =  T  bis  t  =  00  ge- 
nommen. 

Nach  diesem  Ausdrucke  (7)  berechnete  Pelambre  die 
Refractionstafel  der  Tables  astron.  dubureaudes  Longit.  par- 
lie  von  z  =  74°  bis  z  =  9O0.  Für  kleinere  Zenithdistanzcn  aber 
ist  dieselbe  Tafel  von  z  =  o  bis  z=74°  nach  der  vorletzten  Glci- 
ehung  des  §.  12  ,  d.  h.  nach  der  Formel 


(\  «  (2  COS5  Z  -|-  1  )  —  O.OO  13 5254 \ 
'  +  c^Z  ) 


Nach  derselben  Gleichung  (7)  hat  auch  Carlini  (  Mayl. 
Ephem.  für  1817)  die  Refractionstafeln  gegeben,  die  auch  hier 
(Vol.  II.  S.  45o>  enthalten  sind.  Von  einer  etwas  veränderten 
Bestimmung  der  Constanten  «  und  1  ausgehend,  entwickelte  er 
seine  Tafel  nach  der  Formel 

r  =  1624'/  Sin  z [(2  —  a  —  2  a  T 9)  \J/  (T)     a  T] 
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woa  =  o.7»75t)35,  T  =  28Cosz,  und  vj,  (T)  =  eTt  ./«-»*  .  dt 
das  Integral  von  t  =  T  bis  t  =  CO  genommen.  (Vergl.  I.  S.  78.) 

Diese  Refractioimtafel  von  Carlini  läfst  sich,  nach  der  Be- 
merkung des  J.  17  bis  auf  die  letzten  drey  Grade  von  z  durch 
den  einlachen  Ausdruck  darstellen 

A  B  Sinz 
r  =  

Cosz-f  J/A'+Cos  'z 

wo  B  =  i0/|5//-7  die  Horizontalrefraction  dieser  Tafeln,  un(^  wo 
A  =  006265  —  0  0000  2  tg  z  ist.  Setzt  man  nämlich 

A  x 
tg  x  =  £QS  7  ,  so  ist  r  =  1 845"  7  Sin  z  tg  --  . . .  (e) 

und  man  findet 

z     -  -    Gleichung  (e)  -  -  Carlini's  Tafel  -  -  Differenz 


-  -  0".  0 

40 

48  .  5 

48  .  6 

0  1 

60 

99  •  8 

100  .  0 

0  .  2 

70 

i57  .  4 

i57  .  9 

0  .  5 

Öo 

317  .  3 

3»7  .  9 

0  .  6 

81 

35o  .  8 

35'  .  3 

0  .  5 

82 

3ai  .  6 

J92  .  0 

0  .  4 

83 

442  .  1 

442  .  6 

0  .  4 

84 

5o6  .  6 

5o6  .  7 

0  .  1 

85 

590  .  5 

590  .  2 

0  .  3 

86 

703  .  « 

702  .  6 

0  .  4 

«7 

35?  .  6 

858  .  8 

0  .  2 

und  man  würde. f^ne  Zweifel  die  Annäherung  noch  höher  treiben, 
wenn  man,  wie*n  g.  7,  die  Gröfse  A=a-f-br-|-cra  -fdr 3  -f-  annähme. 

« 

5.  19. 

Zum  Schlüsse  dieses  Gegenstandes  wollen  wir  nun  auch  die 
terrestrische  llcfraction,  d.  h.  diejenige  Strahlenbre- 
chung untersuchen,  welche  der  Lichtstrahl  leidet,  wenn  er  von 
einem  niedrigen  terrestrischen  Gegenstande  in  das  Auge  des  Be- 
obachters kommt.  Da  die  Höhe  dieser  Gegenstände,  in  Beziehung 
auf  ihre  Entfernung,  von  dem  Beobachter  nur  sehr  klein  voraus- 
gesetzt wird,  so  ist  es  hier  zweckmäfsiger ,  die  R^efraction  nicht 
mehr,  wie  bey  der  eigentlich  astronomischen  Strahlenbrechung, 
als  eine  Funktion  der  Höhe  des  Gegenstandes ,  sondern  als  eine 
Funktion  von  der  Entfernung,  d.  h.  von  dem  Winkel  zu  geben, 
welchen  die  zwey  Halbmesser  der  Erde  in  ihrem  Mittelpunkte 
bilden ,  die  nach  dem  Beobachter  und  nach  dem  irdischen  Ob- 
jecte  gezogen  werden.  Ist  aber  v  dieser  Winkel,  und,  wie  in  §.  a, 
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i  JZ    ■  ernung,deÄ  0bieclcs  »on  dem  Mittelpunkte  der 

Z     a  1Il"albmess«rn  der  Erde  ausgedrückt,  und  u  das  Lolh 

Lich^Mltte,pU.nhte  %ut  die  Tangente  der  Curre  des 

lvt  Geo      S  r!St       bekannten  geometrischen  Gründen  (Ana- 


lyt.  Geom.  S.  393; 

dv  =  Ulf 


Sinz.*l/ 1  +  S 
Es  war  aber  ($.  2)  „  =   J[   £1,  also  U|  auch 


dxSinz 
äv  =  .  


-v.+x)' .  -l/«  +  *gg_  f.  ■  4*A  8in~ 
V  C        V   ^c«/  (i+x)> 

«nd  daher  die  ]etete  Gleichung  des  j,  a 


ca 


Da  die  Höhe  de,  Ohjeetes  sehr  klein  in.  $0  hat  man  8ehr  nahe 
mx  . 

f—  1  ~~  — '  w0  m  eine  instante  Gröfse  *t>  die  YOn  der  Ab- 
nähme  der  Temperatur  der  atmosphärischen  Schöten  mit  ihrer 

Tan^KfetS-Ä^  ma*  di^n  Ausdruck 

Ton  ?  in  der  letzten  Gleichung,  so  hat  man 


7T-.(.  +  x)dv 

drs< 


oder  da  x  und  4*  sehr  kleine  Gröfsen  sind. 

d  F  =  e^T  '  J  V 1  als°  auch  dessen  Integral 

  2km 

cal 
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wo  r  die  Summe  der  terrestrischen Refraction  an  dem  Objecto  und 
an  dem  Beobachter  ist.  Da  aber  die  Refraction  an  diesen  beyden 
Endpunkten  der  Curvc  sehr  nahe  dieselbe  ist,  so  ist  die  ge- 
suchte terrestrische  Refraction  R  gleich  L,  oder  es  ist 

2 

c9l  - 


für  eine  gleichförmige  Temperatur  der  Atmosphäre  ist  m  =  1. 
Ferner  ist  nach  §•  5 

21  es  2  et  =  0.«<M»58a56)  und  nach  J.  18,  1  =  o-ooi  2  3  25  , 

also  ist  die  terrestrische  Refraction 

„  _  O.Q..Q.4564  „__*__  (n  ,,,,)„, 
o.ooia52ö  8-6o 

Man  konnte  die  Gleichung  (f)  auch  noch  auf  folgende  Art 
bestimmen-  Aus  g.  18  I.  folgt 

^  =.      -f-  -  u^  •  t—  g    oder  da  g  sehr  klein  ist , 

f  =  ^1+^  uj,  und  überdiefs  u  =.  x  —  a  (i  —  f). 

Aus  diesen  beyden  Gleichungen  aber  folgt,  wenn  manu  eliminirt 

f  . 

^=,-i=Tf  x 

Es  war  aber  a=  0.00029  i2Ö,    £=0.49042  und  g= 0.00074*8 16  , 
also  ist  { =  1  — (81 8.78)  x.  Oben  aber  wurde  ?  =  1  —  y  .  x  an- 
genommen* Setzt  man  daher  in  der  Gleichung  (f)  statt 
in  k 

y  die  Gröfse  818.78,  und  —  =0  00014564,  so  ist 
km  v 

R=  ^r- T  •»  =  ö^=(0•,,<>),' 

nahe  wie  zuvor.  Vergl.  Vol.  I.  S.  329.  Doch  ist  dieser  Faktor  von 
v  sehr  veränderlich,  da  m  es  ebenfalls  ist,  und  es  kann  gesche- 
hen ,  dafs  die  oberen  Luftschichten  sogar  dichter  sind ,  als  die 
unteren ,  so  dafs  die  terrestrische  Refraction  die  irdischen  Ge- 
genstände nicht  mehr  erhöht,  sondern  erniedriget,  wodurch  be- 
kanntlich dieFata  M  Organa  und  andere  ähnliche  Erscheinun- 
gen erklärt  werden. 
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Endlich  läfst  sich  uuch  durch  den  vorhergehenden  Ausdruck 
der  Ilefraclion  die  Schwächung  bestimmen,  welche  das  Licht  der 
Gestirne  leidet,  wenn  es  durch  die  Atmosphäre  der  Erde  gehl. 
Ist  3  die  Intensität  des  Lichtes  bey  dessen  Ankunft  in  einer  der 
atmosphärischen  Schichten ,  deren  Entfernung  von  dem  Mittel- 

S unkte  der  Erde  (i  -f-x)  ist,  die  Intensität  bey  dem  Eintritte  in 
ie  Atmosphäre  als  Einheit  vorausgesetzt,  so  ist  offenbar 

d3  =  —  (^e.ds 

wo  d  s  das  Element  des  Bogens ,  welchen  das  Licht  beschreibt  , 
und  wo  i)  eine  coristante  Gröise  bezeichnet.  Es  ist  aber 

ds9  =[d.(i-r-x)]«+(i+x)»d»;»  =^di»-|-^i+x)*d»» 

oder  da  x  gegen  die  Einheit  sehr  klein  ist 

ds9  =dx9+dya. 

Nach  $.  »9  ist  aber,  wenn  man  die  sehr  kleine  Gröfse  ver- 

c9 

nachlässiget  und  wieder  x  =  o  setzt , 

d  v  =.  di.  tg  z 

d  x9 

also  ist  auch  d  s9  =  . ,  und  daher  die'  erste  der  vorhepee- 

Cos*  z  0 

henden  Gleichungen 

i»  -  _  _2l.<u 

S  Cos  z 

Nach  J.  12  ist  aber  ff  dx  der  Höhe  des  Barometers  oder  der  Hö- 
he 1  der  Atmosphäre  ($.  18)  proportional,  also  ist  das  Integral 
der  letzten  Gleichung 

Cos  z  Cos  z 

Nennt  man  0  den  Werth  von  3  für  das  Zenit h ,  wo  Cos  z  =  1  , 
so  ist  log  6  =.  —  <J.  1 ,  also  auch 

Cosz 

Den  Werth  von  0  kann  man  erhalten,  wenn  man  die  Inten- 
sitäten des  Lichtes  eines  Gestirnes  für  zwey  verschiedene  Zenith- 
distanzen  vergleicht.  Auf  diese  Art  fand  Bouguer,  dals  das 
Licht  eines  Gestirnes  im  Zenithe  des  Beobachters  wenn  es  die 
Atmosphäre  der  Erde  zurückgelegt  hat,  auf  seinen  o.Qi'2$*te» 
Theil  reduzirt  wird.  Der  brigl  Logarithmus  dieser  Zahl  ist 
0.90972  —  1  oder  —  0.090281  also  findet  man  die  Intensität  des 
Lichtes  für  jede  andere  Zenithdistanz  durch  den  Ausdruck 
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log  brig  0  =  °-0<>oa(' 

Cosz 


r'=r.i. 


Die  folgende  Refractionstafel  gibt  den  Werth  yon  r  und  n 
nach  $.  cj ,  den  ersten  bis  z  =85°.  Für  gröfsere  Zenithdistanzen 
ist  der  Werth  von  r  oder  eigentlich  von  R  nach  den  Ausdrücken 
des  §.  i5  und  nach  der  vorletzten  Gleichung  des  §.  16  berech- 
net worden.  Die  drey  angehängten  Tafeln  geben  die  Werthe  von 

_  für  das  Barometer  b  Par.  Zolle 
28 

 für  das  innere  Therm.  Reum.  t' 

1+0.000225 1' 

 ! — _  für  das  äufsere  Therm.  Reaum- 1 

i-f-o.  oo4565t 

Die  corrigirte  Refraction  r'  ist  dann 

.    (    ■  v 

28  1+0.000225 1'  V 1+000455  tJ 
Exempel:  z  =  84°  23' 54" 

b  =  38.75  Par.  Zolle        t'  «  —  14.0  hm.  Therm.  R. 

t  =  —  18  0  äufs.  Therm«  R. 
z    gibt    log  r  =  2.7476  und  n  =  1.081 

b  -  -  -  log  —  =0.0114 
ö  B 

t'  -  log   —  ,  =  0*0014 

1+0.000225  t' 

< 

t  -  n  log  —  1       •  =  0.0402 

i+o.oo455  *   

log  r'  s=.  2-8006 
r'  =  63i'/.9  =  10'  3i"  9 

t  -     log   1   ~  —  0  0372 

1  +000455 1 

(0  037a)  n  =  0.0402. 


in.  1  > 

1 
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Refraktion* -Tafeln  für  Barometer, 
28.0  Par.  Zolle  und  o°  Therm,  üeaumur. 


e 

log  r 

• 

Diff.  für 
1  Mm. 
0.000 

z 

log  r 

Diff.  für 
1  Min. 
0.000  ' 

o°  0' 

20 
40 
1  O 
20 

40 

m    m    m  - 

9.5432 

9.8443 
0.0204 
o.i453 
0.2422 

• 

10°  O' 
20 
4o 

11  O 

ao 
40 

1.0247 
1.0393 

1.0534 
1.0671 
1.0804 
1.0933 

73 

7<>  ! 

68 
66 

64 
63 

2  0 
20 
40 

3  0 

20 

40 

o.32i3 
o.3882 
04465 
0.4976 
o.543a 
o.5845 

- 

12  O 

ao 

40 

13  0 
so 
40 

1  .  K>5() 

1.1182 

i.i3oi 
1.1418 
i.i532 
1.1643 

61 

59 
58 

56  ! 

55 

54 

4  0 
20 
40 

5  0 
20 
40 

0.623 1 
0.6578 
0.690a 
0.7205 
0.7487 
0.7750 

14  0 
ao 
40 

15  0 
ao 
40 

1.1752 
i.i858 
1.1963 
1.2064 
i.2i65 
1.236a 

53 
5a 
5i 
5o 

49 
48 

6  0 
20 
40 

7  0 
20 

4o 

0.8001 
o.8a38 
0.8460 
0.8676 
0.8880 
0.9074 

» 

16  0 
20 
40 

17  0 
ao 
4o 

1.3359 
1.2453 
1.3546 
1.2687 
1.3737 
1.2815 

47 
46 

45 

44 

44 

43 

8  0 

20 
40 

9  0 
20 

40 

0.9262 
0.9442 
0.9615 
0.9781 
0.9942 
1.0097 

83 
80 

77 
75 

18  0 

ao 

;  40 
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 0.023l 

12 

0.O244 

27 

— o.o5o4 

27 

■  3 

— o.oa5o 

i3 

0.0265 

28 

— o.o52i 

28 

14 

—O.0268 

»4 

0.0286 

29 

— o.o539 

2g 

-J-o.o3o7 
0.0329 
o.o35o 
0.0372 
o.o393 


0.04  1 5 
0.0437 
0.0459 
0.0481 
o.o5o3 


O.0Ü2Ü 

0.0547 
0.0670 
o.o5q3 
0.061 5 
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SIEBENZEHNTES  KAPITEL. 

Bewegung  der  Planeten  im  widerstehenden  Mittel. 


$.  1. 

Um  die  Bewegung  der  Körper  unseres  Planetensystemes  in  ei- 
nem widerstehenden  Mittel  zu  finden,  welches  als  eine  Flüssig- 
keit ron  sehr  geringer  Dichte  die  Sonne  nach  allen  Seiten  um- 
gibt, sey  9         die  Dichte  dieser  Flüssigkeit  in  der  Entfernung 

r  Ton  dem  Mittelpunkte  der  Sonne ,  und  d  s  das  Element  der 
Bahn  ,  welches  der  Planet  in  dem  Augenblicke  dt  zurücklegt,  so 
wird  der  Widerstand,  welchen  der  Planet  in  der  Richtung  sei- 
nes Weges  von  diesem  Mittel  leidet,  gleich  k.9  «eyn, 

wenn  man,  wie  gewöhnlich,  annimmt,  dafs  der  Widerstand 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  pro- 
portionirt  ist,  und  wenn  k  einen  constanten  Faktor  bezeichnet, 
der  von  der  Gestalt  und  der  Dichte  der  Planeten  abhängt.  Dieser 
Widerstand,  in  der  Ebene  der  Planetenbahn  betrachtet,  und  nach 
der  Richtung  der  rechtwinklichten  Coordinaten  der  x  und  y  zer- 
legt, wird  seyn 

h.9(:Vi^3.undk.9  (iViii? 

r\r/     dt«  r  \rJ  df 

Bezeichnet  man  daher,  wie  in  Kap.  X.  g.  7  die  Kräfte,  welche 
auf  den  Planeten  nach  der  Richtung  der  x  und  der  y  wirken  , 

durch  —  Un^~C^T~,) 1  6Ü  W^r^        *"Gr  na^cn 
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Weiter  ist  nach  demselben  Kapitel  10,  wenn  man  die  Summe 
j*  der  Massen  der  Sonne  und  der  Planeten  für  die  Einheit  nimmt. 

d.l  =2dß. 
a 

Vernachlässiget  man  aber  die  dritte  Coordinatc  z,  so  ist  Kap.  IX. 
1  das  vollständige  Differential  von  R,  oder 

also  ist  auch 

Ferner  ist  Kap.  X.  $.  8 

und  f  =  eCos  w,  f 1 =  e  Sinw  ,  wo  e  das  Verhältnis  der  Excen- 
tricität  zur  halben  grofsen  Axe  der  Planetenbahn,  und  w  die 
Länge  des  Periheliums  bezeichnet.    Substituirt  man  in  diesen 

Ausdrücken  ron  f  und  f'  die  vorhergehenden  Werthe  von  ^jp) 
und  ,  so  erhält  man 

d.(eSinv)=:  ak.?  (?)  .  .  (xdy  —  ydx) 

d, (e Co. w) _ - » k . ,  (1)  .  iy±l .  (x d y - ,  d *). 
Endlich  ist  Kap.  IX.  $.  1  p  =  n2  a»  ,  also  auch 

2a  1/a  a 

oder  da  d  .  £  =  2  dR  und  u  =  1  ist ,  d  n  =  3  a  n .  dR  das  heifst 
a 

dt« 


dn  =  3k.an.  9 


df 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  wird  man  die  Aenderungen 
der  drey  Elemente  a  c  und  w  der  Planetenbahn  erhalten  ,  wel- 
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che  durch  den  Widerstaad  des  Mittels  erzeuge  werden,  da  die 
Lage  der  Bahn  oder  die  Neigung  und  die  Länge  der  Knoten  der- 
selben durch  diesen  Widerstand  offenbar  nicht  geändert  werden 
können. 

.  •      •  • 

Nach  Kap.  VIT.  g.  4  ist  p  «  »(1  —  e«)  und 

xdy —  ydx  =  dt.y/a(i  —  e*),  so  wie 
a(i-cÄ) 

r  =  !^_c  Cos(v— w)T  unfl  end,ich  überhaupt 


\.  dsr=\/d  r* -j-r1  dy' 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  sofort 


^        ra  dv.y/i  -f-2  e  Cos  (y — w)-j- e* 
*  ~  a(i— e3) 

und  da  nach  Kap.  VII  Gleichung  (6)  dt  =  — *  ÖV  ist, 

ds»  _  r*  dy,[i-j-3eCos  (y— w)  +  c^»  * 
dt«  a3(i— e2)3 

1  /1  \    d  s ' 

Es  war  aber  d  .  -  =  2k.?  (-).-. —  also  ist  auch 

a  Vi/  dt9 


..-aas  ~  ^-,r«dv  [1+2 

a      ata(i  —  e3)"  L 


da~  =  *3(...e3)3  'r'dy  t»+acCos(»— w)-»-e']T 
Nehmen  wir  an  ,  dafs  der  Ausdruck 

k  •  9  (-^•r'  [1 +  «e  Cos  (v  —  w)  +  e*]* 

in  eine  Reihe  der  Form 

A  +e  B .  Cos  (y— w)  +  e»  C  •  Cos  2  (y— w)  + 
entwickelt  sey,  so  ist 

=  a.  (1-e3)'  *  0+«*Cos(y-w)+e'  ].[A+eBCo.(r-w)+] 

ad  v 
"  a-(i— e3)3  X 

^A+eBCos(y~wH-aAeCos(y-.w)+e'B[i4-Cos2(y-»w)]-fe3A^ 


Digitized  by  Google 


5ü9 

«  * 

* 

oder  wenn  man  die  hlofs  periodischen  Glieder,  die  liier  nufser 
unserer  Betrachtung  fallen  ,  wegläfst , 

a      a3(t — e9)a  7  1 

"Weiler  ist  x=rCosvnn(l  y  =  rSinv,  also  auch 

dx  =  drCosv  —  rdvSinv  und 
d  y  =  d  r  Sin  v  +  r  d  v  Cos  v 

Allein  die  Gleichung  r  :=  '.  Li!      e  l   gibt 

1  -|-  e  Cos  (v— ~w) 

dr  =  r  e<**S*n  (v —  >v) 
i  -\-  e  Cos  (v  —  w) 

also  auch  wenn  man  diesen  Werth  von  d  r  in  dem  vorhergehenden 
Ausdrucke. von  dx  substituirt, 

d--red»  Sin  w  —  r  d  v  Sin  v  , 
is.n   ,  oder 

i  4-  e  Cos  {y  —  w) 
r8d 

d  x  =  — 


—  - —  ♦  [Sin  v  4-  e  Sin  w"l,  und  eben  so 

a(i  —  ea)     L        T  J 


r  9  (1  v 

dy=  .  .  [Cosv-f-eCosw]. 

a  (i  —  e*) 

Subslituirt  man  diese  Wer  the  von  d  s ,  dx,  dy  in  «Ten  vorher- 
gehenden Ausdrücken  von  d.  e  Sin  w)  und  d .  (e  Cos  w),  und  setzt 

\/a(i— e')  v,/      r'v/«+2eCos(»— w)+c" 

so  erhält  man 

d .  (e  Sin w)  =  -  g  TA+eBCos  (v-w)]  e  sin  w]  dy 

a(i  — es) 

es  —  .  [ASin  v-f-IJ  c  Sin  v  Cos  V — w)-h^  e  Sinw] 

a  (i  -e») 

oder,  wenn  man  die  periodischen  Glieder  wegläfst,  also 

ASim>  =  o  und  Be  Sini>Cos(v  -  w)  =  BeSinv(CosvCosw-}-SinvSinw) 
=  -j B e Sin  w ( i  — Cos a  v)  —  Jße  Sin  w  setzt 

d.(eSinw)=-  (»A  +  B)«8inw  a> 

a(.-e-) 

und  eben  so 

d.(eCo,w)  =  -  'i*  +  '"eC"!,J,. 

•  (*-••) 


Digitized  by  Google 


5to 

Multiplicirt  man  die  ersten  dieser  beyden  Gleichungen  durch 
Sin  w ,  uud  die  zwey  te  durch  Cos  w ,  so  gibt  ihre  Summe 

'  jr  (»A+B)ed» 

a  (i — ea) 

Hultiplicirt  man  aber  die  erste  durch  Cos  w ,  und  die  zwey  te 
durch  Sin  w ,  so  gibt  ihre  Differenz 

dw  =  o. 

Die  vorletzte  Gleichung  gibt  die  gesuchte*  Acnderung  der  Ex- 
centricität  der  Planetenbahn,  welche  durch  die  Wirkung  des  wi- 
derstehenden Mittels  entsteht,  und  die  letzte  Gleichung  zeigt, 
dafs  die  Länge  des  Perihcliums  oder  die  Lage  der  grofsen  Axe 
der  Planetenbahn  durch  das  widerstehende  Mittel  keine  Aen- 
derung  leidet* 

$.3. 

Elirainirt  man  aus  den  beyden  vorhergehenden  Ausdrücken,  welche 
d  .  -  und  de  durch  dv  geben,  die  Gröfse  dv,  so  erhält  man 

je-     (»A  +  B)e(.-e«)  ^ 
aa[A(i+e«)+e2ß] 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  gibt  die  Gröfse  e  als  eine 
Funktion  von  a;  substituirt  man  dann  diese  Funktion  in  der  oben 
erhaltenen  Gleichung 

.                2[A(i-he')-f  e»B] 
d  a  ss  —    •  ü  v 

so  erhält  man  durch  die  Integration  auch  die  Gröfse  t  als  Funktion 
von  a ,  oder  auch  a  als  Function  von  y. 

Um  aber  den  Werth  von  v  als  Funktion  der  Zeit  t  zu  erhal- 
ten ,  so  hat  man ,  wenn  man  die  periodischen  Glieder  wegläfst , 

wie  Kap  X.  j.  2 ,  d       nd  t  und  überdiefs  n  aLi,  also  auch 

3 

dt  =  a*  .  d  v 

» 

Substituirt  man  in  dieser  Gleichung  den  vorhin  erhaltenen  Werth 
von  a  durch  v,  und  integrirt,  so  erhält  man  die  Gröfse  t  als 
Function  von  v  und  umgekehrt,  v  als  Function  von  t. 

M. 

Setzt  man  voraus,  dafs  die  Bahn  des  Planeten  nur  sehr  we- 
nig excentrisch  ist,  so  hat  man,  wenn  man  die  zweyten  Poten- 
zen von  e  wegläfst , 

k * Cr)  r '  t 1  +  2 0 Cos (v~w) -*-ef]4  =  A-f-eBCo8 (v— w) 
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Öder  da 

r=a[i— cCoa(y — w)],  also  rt=a*[i — flcCos(i>—  w)]  isr , 
k9  [t— 2cCo3(v—  w)].[i+cCos(»— w)]=A-H5BCo8(r— w) 

oilcr 

h?  (i)  ••[i-eCoi(^.w)]=A  +  eDCo.(i^w) 

i 

und  diese  Gleichung  gibt 

A=ka«  ?(l^undB  s  —  ka'.p  (i)  =  t- A 

Vernachlässiget  man  aber  die  zweyte  Potenz  von  e,  so  ge- 
ben  die  zwey  ersten  Gleichungen  des  $•  3 

da=_a.Wvund  ±1  =  <Ü±Bd. 

e  aaA 

also  ist  auch,  wenn  man^         statt p  setzt, 

da  =a  —  2  k  a*  •  $>        ♦  d  v  und 

Da  nun  die  Dichte  des  widerstehenden  Mittels  oder  dieGrö- 
fse  y  (j-)  ü&Q*  Natur  nach  immer  eine  positive  Grofse  ist ,  so 

folgt  aus  den  beyden  letzten  Gleichungen,  dafs  durch  den  Wi' 
derstand  des  Mittels  beyde  GrÖfaen  a  und  e  immer  kleiner 
werden,  oder  dafs  sich  der  Planet  der  Sonne  immer  mehr  nähert, 
während  zugleich  seine  Bahn  immer  mehr  kreisförmig  wird.  Di- 
vidirt  man  die  beyden  letzten  Gleichungen  durch  einander ,  so 
erhält  man 

da  de 

und  wenn  man  integrirt 

log  a.C"  =  2loge  das  heifst  e  =  C.[/a 

*   wo  C  eine  Constante  ist,  woraus  ebenfalls  folgt,  dafs  wenn  a ab- 
nimmt ,  auch  e  immer  kleiner  wird. 
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ACHTZEHNTES  KAPITEL. 


Abweichung  freyfa Heilder  Korper  von  der 

•    V er  t  i  c  a  I  e. 


$.  1. 

Seyen  XYZ  die  senkrechten  Coordinaten  eines  Körpers,  welcher 
in  einer  beträchtlichen  Höhe  über  der  Oberlläche  unserer  Erde 
der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  wird .  wo  Y  in  der  Ebene 
des  Meridians  liegt,  in  welcher  sich  der  anfängliche  Ort  des 
Körpers  befand ,  während  Z.  mit  dem  Aequator  parallel  ist.  Der 
gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  A  dieser  drey  Coordina- 
tenaxen  sey  irgend  ein  willkührlicher  Punkt  der  Rotationsaxe- 
der  Erde. 

Dieselbe  Lage  des  Körpers  kann  auch  noch  durch  drey  an- 
dere senkrechte  Coordinaten  xyz  gegen  denselben  Anfangspunkt 
A  so  bestimmt  werden ,  dafs  y  senkrecht  auf  den  anfänglichen 
Meridian  des  Körpers ,  und  z  parallel  mit  der  Richtung  der 
Schwere  ist.  Wählt  man  dann  den  Punkt  A  der  Hotationsaxe  der 
Erde  se,  dafs  für  ihn  x=a,  y  =  o  und  z  =•  b  ist  ,  und  bezeich- 
net man  durch  9  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes ,  und  durch 
w  den  Winkel ,  um  welchen  sich  die  Erde  in  der  Zeit  t  yon 
West  gen  Ost  dreht,  so  findet  man  die  Abhängigkeil  dieser  zwey 
Coordinatensysteme,  wenn  man  Kap.  IV.  3  in  den  Glei- 
chungen, welche  x'  y  z'  durch  xyz  geben,  die  Gröfsen  3  vj/ 
und  9  in  derselben  Ordnung  in  90  —  9,  90  —  w  und  900  verwan- 
delt, so  dafs  man  hat 

x  =  X  Sin  9  Cos  w  4-  Y  Sin  9  Sin  w  —  Z  Cos  9  +  a 
y  =  YCosw  — XSinw 

z  ss  X  Cos  9  Cos  w  -f-  Y  Cos  p  Sin  w  -J-  Z  Sin  9 

also  auch  durch  Umkehrung 

X  =  (x — a)  Sin  9  Cos  w  —  ySin  w-{-  (z— b)  Cos  9  Cos  w 
Y  =  (x — a)  Sin  w  Sin  p  -f- }  Cos  w  -f-  (z — b)  Cos  p  Sin  w 
Z  =  (z — -b)  Sin  9  —  (v — a)  Cos  9 


} 
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Differentiirt  man  die  drey  letzten  Ausdrücke  zweymahl  in  Be- 
ziehung auf  X  Y  Z  ,  auf  xyz  und  auf  »  ,  so  ist 

<I*  X  =  d9xSin9  Cos«  —  d2y  Sin«  +  dJ  z Cos 9  Cos« 

— 2  d  «  (dx  Sin  9  Sin  «  +  dy  Cos  00  -f-  dz  Cos  9  Sin  «) — X  d  o> • 

d9  Y  =  da  xSin9Sina»  +  da  y  Cos«-f-d  a  z  1  'os  9  Sin« 

-f-2  d  «(dx  Sin  9  Cos  09  —  dy  Sin  «-]-  dz  Cos  9  Cos  <w) —  Y  d  t*a 

d»Z=  — d'xCosy  +  d'z  Sin9 

Ist  aber  g  die  Schwere ,  und  der  Kürze  wegen 

r'  =  X9+Y*  +  Z9-, 

* 

so  hat  man  für  die  Bewegung  des  Körpers  (Kap.  II.  J.  2) 

d9X  gX 

O  =  -7TT  +  ~ 


dt9 

da  Y 


r 


0  "  dF  +  r 

d9  Z  gZ 
o  =  +  — 


dt< 


5. 2. 


Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  leitet  Gaufs  (Ben- 
zenbe  rg's  Versuche  über  das  Gesetz  des  Falls,  Dortmund 
1804)  folgende  einfache  Bestimmung  der  Abweichung  frey  fallen- 
der Körper  von  der  Verlicale  ab. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (  V)  nach  der  Ordnung 
durch  Sin  9  Cos«  ,  Sin  9  Sin  «  und  Cos  9,  so  gibt  die  Summe 
dieser  Produkte 

d*X  d9Y  d9Z 

-^-SinyCos  00  +  —  Sin 9 Sin «  +  —  Cos <p  =  P 

Multiplicirt  man  sie  aber  durch  —  Sin«,  Cos  «und  o,  so  ist 

d*X  d2Y 

Multiplicirt  man  sie  endlich  durch  Cos  9  Cos  «  ,  Cos  9  Sin«  und 
Sin  9,  so  ist 

d9  X  '  d9  Y  da  Z 

-d- a  Cos  9  Cos  «+  —  Cos  9  Sin  «  +  —  Sin  9  =  R 

wo  die  Gröfse  P,  O  undR,  die  man  nxht  erst  zu  entwi ekeln 
III.  X  K  k 
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braucht,  offenbare  Functionen  von  X,  Y,  Z  ohne  den  Differen- 
tialen von  X ,  1,  Z  sind.  Substituirt  man  in  den  drey  letzten 
Gleichungen  für  d»  X,  da  Y  und  d1  Z  die  Q>fcn  gegebenen  Wer- 
the  dieser  Gröfsen,  so  erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

n  == setzt ,  folgende  Gleichungen 

d*x  dy 
o  =  — -  —  2n       Sin©-f  P' 
dt"  dt  r 

d'  v  /dx  „.  d  z 


■        /dt  i  «z 

"*"2n  vTt   m  9  "■"  osy 


d"  z  d  y  ^  , 

o=  _  an  -^-.Cos*4-R' 

dt»  dt        r  1 

wo  P',  Q',  R'  wieder  Funktionen  von  x  y  z  ohne  den  Difleren- 
tialien  dieser  Gröfsen  sind. 

Da  aber  die  Versuche ,  welche  über  diesen  Gegenstand  von 
uns  angestellt  werden  können ,  immer  nur  in  so  kleinen  Höhen 
übor  oder  unter  der  Oberfläche  der  Erde  angestellt  werden  t 
dafs  man  die  Schwere  g  als  constant,  und  ihre  Richtung  als  pa- 
rallel mit  der  Axe  der  z  annehmen  kann,  so  wird  es  erlaubt 
seyn ,  die  vorhergehenden  Gröfsen  P'  und  Q'  gleich  Null  und 
R'  =  gzu  setzen.  Man  hat  daher  für  die  in  dem  leeren  Räume  frey 
fallenden  Körper  folgende  Gleichungen 

o  =  — — -  —  i  n  -      Sin  9 
dt«  dt  7 

4 

d'y  /dx  ,dz  \ 

°=r^+2H^,s,n?+drCo8vr  (B> 

d*  z  d  y  . 

°  =  — -3ndT  Cos*+6 

3. 

Um  die  Gleichungen  (B)  zu  integriren,  multiplicire  man 
die  erste  derselben  durch  Sin  9 ,  und  die  dritte  durch  Cos  9  , 
*o  gibt  die  Summe  dieser  Produkte ,  wenn  man  sie  integrirt , 

d  x  dz 
°  ~  dt    " '      dt"       9  —  any+8t ^0S 9 

v;o  die  Constante  der  Integration  verschwindet,  weil 

y  =  - —  =  — —  =  o  tur  t  =  r»  ist. 
J       dt  dt 
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Aber  die  zweyte  der  Gleichungen  (B)  gibt 

d  x  d  z  n  i     <f 2  y 

,— Srnj+^Co,^----^, 

also  ist  die  vorhergehende  Gleichung 

°  —  -ä77H-4n'y  —  agntCos9 

Da  aber  von  o=  1-1  + a*y — ßt  das  Integral  ist 

dta 

A  ßt 
y  =  - -Sin(*t+B)+^T, 

so  ist  auch  das  Integral  des  vorhergehenden  Ausdruckes 

y  =  -^Sin(3nt+B)+!^Cos^ 

oder ,  da 

d  y  g  _ 

y=  ~~  =  o  für  t  =a  o  ist ,  B  =  o  und  A  =  —  Cos 
dt  *  n 

also  auch 

y  =  —Cos 9  .  f  t   Sin  s  n  t  ] 

7       an        rV        >n  / 

welches  das  erste  der  gesuchten  Integrale  ist« 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

dy      gCoso  _ 

yL  =s  S  1    —  Cos  i  n  t) 

dt        2  n  v 

also  ist  auch  die  erste  der  Gleichungen  (B) 

d»  x 

o  =  -r— — gSin?Cos9(i — Cos  a  n  t) 


wovon  das  letzte  Integral  ist 

4* 


o  =  x  —  igt«  Sin9Cos9—  /-^-Sin9  Cos9Cosant+Ct-|-C 


d  x 

Da  aber  wieder  x  =  - '*  =  o  für  t  =  o ,  so  ist  C  as  o  und 

dt 


C  a&'-J Sin  9  Cos  9 ,  also  auch 
4n»  r 

KIT» 


x  =  i  Sin  9  Cos  9  (  n  t2  —  -i-  (i  —  Cos  a  n  t)  ) 
an  V  jn  / 

welches  das  zweyte  der  gesuchten  Integrale  ist. 

Substituirt  man  denselben  vorhergehenden  Werth  von  — —  in 

°  d  t 

der  dritten  der  Gleichungen  (B) ,  so  ist 

d9z  „ 
o  =  — -  +  g  Sin'y-J-  gCos  9  <pCos  a  n  t 

und  davon  ist  das  letzte  Integral 


o  =  z  +  igtaSin» 


/,n 


-  Cos»  p  Cos  2  n  t  +  C  t+C 


s 

Da  aber  z  =      =  o  für  t  m  0,  so  ist  C  =  o  und  C'=  -2-  Cos  *  9, 
dt  4»' 

also  auch  das  dritte  der  gesuchten  Integrale 

(n  ta  —  +  —  C°s  ant) 
2n  '  an  / 

Wir  haben  daher  für  die  Auflösung  unseres  Probleme»  folgende 
drey  Gleichungen 

x  ss  ^  Sin  9  Cos  9 .  ^n  t3  —  -i-  (1  —  Cos  a  n  t)^ 

y  sa  —  Cos  9  •  (  t  —  —  Sin  ant  J 
an  V        an  / 

Löfst  man  die,Gröfsen  Sin  ant  und  Cos  an  t  in  Reihen  auf,  in- 
dem man  die  fünfte  und  höheren  Potenzen  von  nt  vernachlässi- 
get, so  hat  mau  als  Endresultat 


x  —  _  •  Sin  9  Cos  9 

6  r  r 


y=^l!.Cos9 


gn«t4 


Cos*  9 


(C) 


und  in  diesen  Ausdrücken  bezeichnet  x  die  Abweichung  der 


Digitized  by  Googl 


5it 

• 

während  der  Zeit  t  fallenden  Körper  yon  der  Verticale  in  der 
Richtung  des  Meridians  oder  gegen  Süden  und  y  dieselbe  Ab- 
weichung in  einer  auf!  den  Meridian  senkrechten  Richtung  oder 
gegen  Osten. 

Die  Gröfse  n  ist  der  Bogen,  welchen  jeder  Punkt  der  Er- 
de in  einer  Sekunde  mittlerer  Zeit  durch  die  Rotation  der  Erde 
zurücklegt,  also  da  der  Sterntag  gleich  a  3  h56'4"  092=061  64.092 
Sekunden  mittlerer  Zeit  ist , 

36o.6o» 

15.041 


86164-092 

»  * 

Da  die  Zeit  t  des  Falls  immer  nur  wenige  Sekunden  beträgt,  s,o 
wird  man  z  =  •£  gt»  setzen  können  ,  woraus  folgt 

j  •=  |  nt  z  Cos?  .  Sin  1" 

x  =  f.L-tg  » 

* 

Benzenbergs  Versuche  wurden  in  einer  Fallhöhe  von  235 
Par.  Fufs  angestellt,  und  die  Zeit  des  Falls  war  t  =  4  Sekunden, 
so  wie  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  9=  53°  33'.  Ist  also 
z  =  *35.  ia",  so  gibt  die  erste  der  beyden  vorhergehenden  Glei- 
chungen 

y  =3.91  Par-  Linien  ,  und  die  zweyte 
x  =  o  •  ooo5  * 

*  _ 

oder  ein  Körper ,  der  durch  a35  Fufs  fällt,  wird  3.qi  Linien 
gegen  Ost ,  und  nur  o.ooo5  Linien  oder  nichts  gegen  Süd  oder 
Nord  abweichen,  und  mit  diesem  Resultate  der  Rechnung  stimm- 
ten auch  die  Versuche  Benzenbergs  sehr  nahe  überein . 

Ist  g  =  (29.37)  ia»  =  423o  Linien,  so  gibt  die  zweyte  der 
Gleichungen  (C) 

y  =  §^Cos?SinI'':=(o.l02b,)t,  Cos  9  * 

wo  t  die  Zeit  der  Fallhöhe  in  Sekunden  und  y  die  Östliche  Ab- 
weichung in  Par.  Linien  bezeichnet }  oder  da  z  =  £  gt*  ist, 

s 

a^  n     3  3 
Y  =  zT  Cos  p  =  (o.oooooio6)z^  Cos  p 

wo  die  Fallhöhe  z  und  die  Abweichung  y  in  Linien  ausgedrückt 
ist-  Die  erste  dieser  beyden  Gleichungen  gibt  die  gesuchte  öst- 
liche Abweichung  durch  die  Zeit,  die  zweyte  durch  die  Fall- 
höhe. Für  den  Fall  der  Körper  in  einem  widerstehenden  Mittel 
endlich  findet  man  sehr  nahe  dasselbe  Resultat ,  nahm I ich  (Mec. 
cel.  Vol.  IV.  pag.  3oi> 

III.  LI 
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v  =  5^CospSini".(i--i  gmt«) 

>vo  g  m  den  Widerstand  bezeichnet,  welchen  die  Luft  cTer  Be- 
wegung dos  Kürners  entgegen  setzt«  Im  leeren  Räume  ,  oder 
was  dasselbe  ist ,  wenn  m  unendlich  klein  ist,  geht  die  letzte 
Gleichung  in 

y  -=  Cos 9 Sin 

über,  die  mit  der  oben  gegebenen  idcnlisch  ist. 
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